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PREMIÈRE   PARTIE 


SUR  LES  TETRAEDRES  liNSCRITS  DANS  UNE  CUBIQUE  GAUCHE  ET  CONJUGUÉS 
PAR  RAPPORT  A  UNE  OUADRIQUE 

par  M.  Ch.    Michel,  professeur  ilc  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


1.  Soient  une  cubique  gauche  (C)  et  une  quadrique  (S)  telles  qu'il  existe  un  tétraèdre  et  par  suite, 
d'après  un  théorème  dû  à  liesse,  une  infinité  de  tétraèdres  MNPQ  inscrits  dans  la  cubique  et  conjugués 
par  rapport  à  la  quadrique.  Etant  donnée  une  représentation  paramétrique  propre  de  la  cubique  (C),  je 
me  propose  d'établir  les  relations  qui  existent  entre  les  sommets  de  ces  tétraèdres. 

Désignons  par  ABGD  une  position  particulière  du  tétraèdre  variable  MNPQ.  Soient  (s)  la  coni- 
que d'intersection  du  plan  ABC  et  de  la  quadrique  (S),  I  et  .1  les  points  de  rencontre  de  la  droite  AB 
avec  la  conique  (s).  Les  quadriques  qui  passent  parles  six  points  M,N,  F,  Q,  GetD  rencontrent  la 
droite  AB  suivant  des  couples  de  points  d'une  même  involution.  Mais,  elles  sont  circonscrites  à  une 
infinité  de  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  (S)  ;  donc,  les  points  de  rencontre  de  chacune  d'elles 
avec  la  droite  AB  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  I  et  J,  qui  sont  ainsi  les 
points  doubles  de  l'involution.  Par  suite,  il  existe  une  quadrique  passant  par  les  six  points  M,  N,  P,  Q, 
G  et  D  et  tangente  en  I  à  la  droite  AB. 

Cela  posé,  soient  0  une  origine  sur  la  cubique,  m  le  point  de  rencontre  du  plan  osculateur  en  0 
à  la  cubique  avec  la  droite  AB.  Désignons  par  R,,  R,,  R3,  R.  les  rapports  anharmoniques  sur  la  cubi- 
que (G)  des  points  M,  0,  A,  B  ;  N,  0,  A,  B;  P,  0,  A,  B  ;  Q,  0,  A,  B  et  par  ?i,  0,  les  rapports  anharmo- 
niques sur  la  cubique  (G)  des  points  C,  0,  A,  B  ;  D,  0,  A,  B.  Soit  enfin  r  le  rapport  anharmonique  des 
points  I,  10,  A,  B,  sur  la  droite  AB.  D'après  une  relation  démontrée  dans  un  précédent  travail  {Sur  les 
cubiques  gauches  considérées  comme  courbes  unicursales),  on  a 

d'où  l'on  déduit  RiR.iRjRi  =  constante, 

quand  le  tétraèdre   MNPQ  varie. 

C'est  une  première  relation  entre  les  quatre  sommets  du  tétraèdre  variable  MNPQ.  Un  obtient  deux 
autres  relations  entre  ces  quatre  points  en  choisissant,  au  lieu  de  l'arête  AB,  deux  autres  arêtes  du 
tétraèdre  ABCD,  de  façon  que  les  trois  arêtes  choisies  ne  soient  pas  dans  un  même  plan.  Il  ne  peut 
d'ailleurs  y  avoir  plus  de  trois  relations  distinctes. 

Gela  posé,  soient  a,  b,  c,  d  les  paramètres  des  points  M,  N,  P,  Q;  Xj,  X^,  Xj,  X^  ceux  des  points  .\, 
B,  G,  D  dans  une  représentation  propre  de  (C).  Les  relations  précédentes  deviennent 
(«  — Xi)(6  — X,)(c  — X,Xt/  — X.)    _    (g  - X,)(6  —  \)(c—li){d  —  X.,)   _   (g  —  X,)^^  —  l,)(c  —  Wd.  -  X3) 
m  n  ~  p 

(a-X/)(6  — X,)(c-X,)Ct/  — X,) 


V. 


2  SUR  LES  TÉTRAÈDRES  INSCRITS  DANS  UNE  CUBIQUE  GAUCHE 

m,  n,  p,  q    étant  quatre  quantités  constantes  quand,   le  tétraèdre    MNPQ    variant,  le  tétraèdre    ABCD 

reste  fixe.  Si  donc   a,   b',   c',  d!   sont  les  paramètres  des  sommets  d'un  autre  tétraèdre   M'N'P'Q',  inscrit 

dans  (Cj  et  conjugué  par  rapport  à  (S),  on  a  les  égalités 

(g  — X,X6  — >,)(c— X,)(rf  — ).,)     _     („— ).,)(A— ).,Xc  — X,)(rf  — ).;)     _    [g  -l^){b  -\){c  —  \){d  —l^) 

^a'  — ),,)(6'— X,)(c'  — Ài)(rf'  — ).,)    ~  (^a'  —  ).i){b'  ~K){c'  -h\d'  —  l,)    "   {a' -\)[b'  —  l,){c  —\){df  -l:,) 

^     ia->,){b-h){c-k)id-h) 

{a'-l.,){b'-l,){c'-\){d'-h)' 
Posons 

g{l)  =  (l  —  a)(X  —  b)a  —  c){l  -  d),  h(k)  =  (X  -  a'){\  —  Ô')(X  -  c')(X  —  d')  ; 

ces  égalités  deviennent 

A(X,)         hiK)         h[).,)         h{l,)  ' 
Par  suite,  les  quantités    X,,  X.,,  X3,  X^   sont  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré    de  la 
forme  ^(X)  -  A7i(X)  =  0, 

gO-)  et  h{l)    étant   des   polynômes   dont  les  coeflicients   sont  fixes    quand    les  tétraèdres    MNPQ     et 

M'N'P'Q'  restent  lixes,  et  k  variant  quand  le  tétraèdre  ABCD  varie. 

Or,  le  tétraèdre  ABCD  est  une  position  quelconque  du  tétraèdre  mobile  MNPQ.  Donc, 

L'équation  aux  paramètres  des  sommets  d'un  tétraèdre  variant  en  restant  inscrit  à  une  cubique  gauche 

et  conjugué  par  rapport  à  une  quadrique  est  de  la  forme 

3(X)-/,A(X)  =  0, 
ou  fr  est  une  quantité  variable. 

2.  Reprenons  la  relation  R,R2R3R«?iP2  —  ''^ 

11  existe  une  quadrique  (2)  qui  passe  par  la  conique  (;>■),  intersection  de  (S)  par  le  plan  ABC, 
et  par  les  quatre  points  M,  N,  P,  Q.  La  quadrique  (i)  rencontre  la  cubique  (C)  en  deus  autres  points 
U  et  V.  Désignons  par  m  et  y  les  rapports  anharmoniques,  sur  la  cubique  (C),  des  points  U,  G,  A,  B 
et  Y,  0,  A,  B.  Par  application  de  la  relation  fondamentale  déjà  rappelée,  ona  la  relation 

R.RoRsRiiif  =  -  »•'-, 
puisque  le  rapport  anharmonique  J,  w.  A,  B  est  égal  à     —  /•.     On  trouve  ainsi  que  l'on  a 

uv  =  —  pip^. 

Celte  égalité  montre  que  si  C  est  le  conjugué  harmonique  du  point  C  par  rapport  aux  deux  points 
A  cl  B  le  rapport  anharmonique  C,  0,  A,  B  étant  égal  à  —  p„  les  trois  couples  de  points  (U,  V), 
(A,  B),  (C,  D)  sont,  sur  la  cubique,  en  involulion.  Pour  la  même  raison,  si  D'  estle  conjugué  harmonique 
de  D  par  rapport  aux  deux  points  B  et  C,  les  trois  couples  de  points  (U,  V),  (B,  G),  (A,  D')  sont  en 
involution.  Par  suile,  le  couple  (U,  V)  est  commun  à  deux  involutions  qui  restent  lises  quand  le 
tétraèdre  MNPQ  varie.  Le  couple  (U,  V)  est  donc  lui-même  fi.xe.  Ainsi, 

La  quadrique  qui  est  circonscrite  au  tétraèdre  MNPQ  et  qui  passe  par  la  conique  [s]  rencontre  la 
cubique  en  deux  points  fixes. 

En  particulier,  supposons  que  la  quadrique  donnée  (S)  soit  une  sphère  et  que  le  plan  ABC  soit  le 
plan  de  l'inlini.  Le  centre  de  la  quadriiiue  est  alors  le  point  D,  les  tétraèdres  MNPQ  sont  orthocen- 
triques,  la  cubique  (C)  est  équilatère.  On  a  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Fiant  donnée  une  sphère  ayant  son  centre  sur  une  cubique  équilatère,  il  existe  une  infinité  de  tétraèdres 
inscrits  à  la  cubique  et  conjugués  par  rapport  à  la  sphère.  Les  sphères  circonscrites  à  ces  tétraèdres  passent 
par  deux  points  fixes  de  la  cubique. 

Ces  deux  points  fixes  sont  indépendants  du  rayon  de  la  sphère  (S).  Les  sphères  circonscrites  aux 
tétraèdres  étant,  d'après  le  théorème  de  Faure,  orthogonales  ;\uQe  sphère  fixe  concentrique  à  la  sphère 
donnée,  le  lieu  de  leurs  centres  est  une  droite. 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 


3.  Il  est  inutile  d'insister  sur  le  caractère  dualistique  des  résultats  généraux  précédemment  obtenus. 
Par  dualité,  on  obtiendra  les  relations  qui  existent  entre  les  paramètres  des  plans  osculateurs  à  une 
cubique  gauche  qui  constituent  un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  une  quadrique  fixe. 

Nous  avons  supposé  que  le  tétraèdre  ABCD  était  un  tétraèdre  proprement  dit.  Mais  si  l'un  des 
sommets  A  de  ce  tétraèdre  vient  en  un  point  commua  à  la  cubique  et  à  la  quadrique,  un  autre  sommet 
B  coïncide  avec  A,  et  les  deux  autres  sommets  C  et  D  sont  les  points  d'intersection  de  la  cubique  et 
du  plan  tangent  en  A  à  la  quadrique.  Le  plan  qui  passe  par  la  tangente  en  A  à  la  cubique  et  parle 
point  G  rencontre  la  quadrique  (Sj  suivant  une  conique  (s;,  qui  coupe  la  tangente  en  A  à  la  cubique 
en  deux  points,  dont  l'un  I  coïncide  avec  A  et  dont  l'autre  est  un  point  J.  D'après  un  théorème  précé- 
demment démontré  {Sur  les  cubiques  considérées  comme  courbes  unicursales),  il  existe  des  quadriques 
passant  par  les  six  points  M,  N,  P,  Q,  G  et  D  et  tangentes  en  J  à  la  droite  I.l. 

Appliquons  à  cette  quadrique  la  relation  démontrée  antérieurement  {lac.  cil.)  qui  lie  les  points  de 
rencontre  d'une  quadrique  variable  avec  une  cubique  et  une  droite  fixes  tangentes  entre  elles.  Soient, 
sur  la  cubique  (G),  J,,  h,  ).3,  li  les  paramètres  des  points  M,  N,  P,  Q,  \^  et  ■/  les  paramètres  des  points 
C  et  D,  a  le  paramètre  du  point  I,  S  le  paramètre  du  point  de  contact  du  plan  osculateur  mené  de  J 
à  la  cubique  (G).  On  a 

1  t  1  1  1  1  G 

^ h  r h  , h^ 1 1 =  — t 

A,  —  a  /o  —  a  /.J — -x  /.4 — a  u  —  a  •/  —  %  p  —  x 

d'où 

i  1  1  l 

1 1 h-: =  constante. 

À, —  -x    ■       Àj  —  a  /.J  —  a  Aj  —  a 

On  a  ainsi  le  théorème  suivant: 

Le  pôle  liarmonique  d'un  point  commun  à  la  quadrique  (S)  el  à  la  cubique  par  rapport  au  sij^téme  des 
sommets  d'un  tétraèdre  inscrit  à  la  cubique  et  conjugué  à  la  quadrique  est  un  point  fixe. 

La  relation  précédente  remplace,  dans  ce  cas,  l'une  des  trois  relations  distinctes  établies  dans  le  cas 
général. 

On  a  un  théorème  corrélatif. 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSEES  (Cours  spéciaux). 
Concours  de  1905. 


1459.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  les  distances  AN  et  AT  d'un  point  fixe  A.  à  sa  normale  et  à 
sa  langenti'  en  un  point  M  soient  dans  un  rapport  constant  lorsque  le  point  M  change  de  position  sur  la 
courbe. 

Prenons  le  point  A  pour  origine  des  coordonnées  et  désignons  par  -c  et  y  les  coordonnées  d'un 

point  de  la  courbe  cherchée.  Posons  en  outre,  pour  abréger,     xj'  =  -j-  ;     les  équations  de  la  tangente 

et  de  la  normale  au  point  (a-,  y)  seront 

Y-y-î/'(X-x)  =0,  j/-(Y-y)  +  X-x  =  0, 

^N  et  les  distances  de  l'origine  à  ces  deux  droites, 

A<f  ><^i  v/l-Hv'^'  v'I-^!/'-' 

Nous  devrons  donc  avoir 

yy'-i-x 
k  étant  un  nombre  positif  donné. 


ALGÈBRE 


Intégrons  d'abord  en  prenant  le  signe  -+-;  nous  aurons  l'équation  différentielle 
{x  —  ky)dy  —  (y  +  kx)dx  =  0. 
Cette  équation  est  une  équation  homogène  que  nous  intégrerons  en  posant    y  =  zx.    Ceci  nous  dorme 
en  effet    dy  —  zdx-hxdz,    puis 

(1  —  kz){zdx-h  xdz)  —  (z-i-  k)dx  =  0, 
et  xdz{i  —  kz)  —  A(l  +  z')dx  =  0. 

Nous  avons  donc  finalement 


l-^^rf.-,^^0, 


dz 


zdz 


1  H- j-      '        '    a;  '  1 

L'intésrration  est  dès  lors  immédiate  et  nous  donne 


,  dx 
■k =  0. 


Cette  équation  peut  s'écrire 


arc  tg  -■  —  â"  U*  ^  =')  =  f^^^  +  C'« 


k  ,    a;=(l  -i-  z^) 

-V  L  — ^-— '-  =  arc  ts  z, 


OU,  en  remplaçant  :  par  ^y 


X-  -t-  y2  =  Ce       '. 
En  coordonnées  polaires,  on  obtient  l'équation  très  simple  que  voici 


3  =  Ce  ~~T 


tg-T 


—  r/o  <■  — 


Ce  "  =  c    " 


Cette  équation  représente  une  spirale  logarithmique  qui  tourne  autour  du  pôle,  quand  on  fait  varier  la 

constante  a. 

Si  on  change  k  en  —A-,  on  trouve  la  même  spirale  orientée  en  sens  contraire  :  il  n'y  aurait  qu'à 

changer  le  sens  positif  des  angles  pour  retrouver  la  même  équation. 

J.  MARCHAL. 

Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Corneille  et  C.  Pugibet  (à  Bordeaux)  ;  J.  D.  Dofadt,  à  Poitiers  :  G    Corrv,  lycée  de  Dijon. 
Assez  bonnes  solutions  ;  MM.  G.  Pélissier,  ;i  Toulouse;  M.  Laorence;  Amblard,  h  Kiiines;  G.  Foccry,  à  Roanne  ;  Le  Blanc, 
collège  Cliaptal. 
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1474.  —  Soient  z  et  z'  deux  quantités  imaginaires  et  u  une  racine  carrée  de  leur  produit.  Montrer 
que  l'on  a 

mod.  :  ■+■  mod.  :'  =  mod.  (  "    ^  " u\-\-  mod.  (  "  ^  "   +  «  j  • 

Posons  :  =  r  (cos'J -hisinOj,  ;'  == /-'(cosô'-i- isinO'); 


carrée  de 


nous  aurons 


)■  cos  6 -I- ?•' cos  6'        .  rsin  9-)-»''sin6 


M  =  y'::'  —  ifrFX 


0-+-0' 
cos  — 1-  ism 


2 


Par  ronséqueni,    le   module    de 


-1-  w      est  égal  à  la  racine 


tr  cos  0  4-  )•' 


cos  0'  —  0  +  0 
1-  v'rr'  cos 


J''      r  rsinO+c'sinO'        ,— ,    .     0  +  0' "l* 
-t-  y ^ +  v/'V  sm  — 5— J  ; 


ALGEBRE 


or,  cette  somme  se  développe  immédiatement  et  s'écrit 


r2+r'-  +  2;T'cos{e  — 0')  ,        ^-- ,  ,^         6  —  6' 
h  /'/'  -1-  \/rr'  (r-^-1•)  cos  — — - , 


ou  bien 


finalement  on  a 


et,  de  même. 


{r^r'y-         ,^,,          ,^          0—0'  ,        ,  0  —  0' 

-ï^ 1-  t/ri^  (r  -H  r  )  cos  — h  rr  cos-  — - — 


mod.    — \-u  ]  =  — r  s/r?-'  cos  — - — ■ 


,  -   ,   -             .          ...  ,—  6  —  6' 

mod.     — u)  =  — v'î-r'  cos  — -— 


La  propriété  annoncée  est  dès  lors  évidente. 

Interprétation  géométrique.  —  Si  l'on  représente  dans  un  plan  xOy,    les  points  qui  sont  les  images 
correspondantes    des    quantités    imaginaires    ;,  :',  u;    respectivement: 

C^,^,,^  A,  B,  E;  lemodulede    - — -" u    sera  DE  (en  longueur)  et  le  module  de 

'    '         '        Z-hZ' 

— h  M     sera  OF  et  la  relation  (1)  pourra  s  exprimer  géométriquement 

de  la  façon  suivante  : 

Ayant  un  parallélogramme   OACB,  menons  sa  diagonale  OC,  et  pre- 
nons sur  cette  diagonale  le  point  D   tel  que    UD  =  DG  ;     menons  la  bis- 
sectrice   OE    de  l'angle  AOB  et  prenons    OE  =  vOAJ3B  ;     construisons 
enfin  un  parallélogramme  sur  les  deux  côtés  OD,  OE,  la  somme  des  diago- 
nales DE  et  OF  de  ce  dernier  parallélogramme  est  égale  à  la  somme  des  deux  côtés   OA   et   OB    du  premier 
parallélogramme. 

Marie- Victor  GASTANO,  étudiante  à  Jassy. 

Autre  solution.  —  L'égalité  proposée  peut  s'écrire 

mod  (v^H)^  +  mod  (^zT-  =  mod  *^~^''''  +  mod  M±i±!l:, 

en  prenant  pour    y/i    et    /z'    deux,  déterminations  quelconques. 
Soient  A  et  B  les  images  de    •/z    et    /?    et  C  le  milieu  de  AB. 
Nous  avons 

OA  =  niud  y/F,  OB  =  mod  s/?. 

OC  =  mod  ^"  "*:  ^"'  et  BC  =  mod  ^'~"^''. 


L'égalité  à  démontrer  exprime  donc  le  théorème  classique  de  la  médiane  : 
ÔÂ'+  ÔB-  =  2()C'^-2BC^ 


M.  LAURENCE. 


Bonne  solution  de  M.  J.  Yebnaox,  !y  l'école  des  mines  de  Mons. 

Autres  solutions  également  justes  :  MM.  Parrod,  i\  Vesoul  ;  Dessimonu,  à  Alger  ;  Louis  Sire  ;  (î.  Cottt. 
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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


1464.  —Si  deux  coniques  sont  bitangentes,  leurs  rayons  de  courbure  aux  points  de  contact  forment 
une  proportion  ('). 

Prenons  pour  axes  les  tangentes  communes  aux  deux  coniques  ;  soieut  A(a,  0)  le  point  de  contact 
y  sur  Ox,  B(0,  b)   le  point  de  contact  sur  Oy.   La  corde  des  contacts    AB   a 

pour  équation     bx^ray—ah  =  Q,     et  l'équation  d'une  des  coniques  peut 
s'écrire 

(1)  [b{x  -  a)-hay]--[-^mxy  =  0. 
Nous  allons  former  l'équation  du  cercle  osculateur  à  cette  conique 

au  point  A.  Un  cercle  quelconque  tangent  en  A  à  O.r  est  représenté  par 
une  équation  de  la  forme 

(2)  (x  —  ay-  -+-  ixy  cos  6  -i-  y^  —  ^ly  =  0. 

0  A.  -^  Pour  que  ce  cercle  soit  osculateur  k  la  conique  (i)  au  point  A,  il  faut 

que  la  corde  (associée  à  Ox)  commune  aux  coniques  (1)  et  (2)  passe  par  le  point  A.  Cherchons  l'équa- 
tion de  celte  corde;  pour  cela,  ajoutons  à  l'équation  (1)  l'équation  (2)  multipliée  par  —  ô^  Le  premier 
membre  de  l'équation  obtenue  est  divisible  par  y,  et  après  avoir  supprimé  ce  facteur,  il  reste  l'équation 

2(a6  -H  7)1  —  b^  cos  6)x  -h  (rt^  —  b-)y  —  'ib{a''-  —  b\)  =  0, 
qui  représente  la  corde  cherchée. 

Pour  que  celle  droite  passe  par  le  point  A,  il  faut  qu'on  ait 

(3)  (m  —  h-  cos  e)a  h-  6-).  =  0. 

Soient  maintenant  a,  jà,  R  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  osculateur  ainsi  déter- 
miné. Entre  ces  trois  inconnues,  on  connaît  les  relations 

aH-pCOS0  =  o,  aCOSO-l-3  =:  ■/,  PsinO::=R; 

d'où  l'on  tire  en  éliminant  a  et  p 

R  sine  =  ).  —  a  cosO, 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  (3^ 

ma 

RsmO  = —  • 

b- 

l'oiir  une  autre  conique  bitangcnte  à  la  première  aux  points  A  et  B,  on  aurait 

m'a 
R's,nO  = —, 

el,  par  suite, 

K      _     77! 

IF  ■"  ~m'" 
Au  point  B   où  les  deux  coniques  louchent  Oi/,    le  rapport  de  leurs  rayons  de  courbure  est  encore 

"'  ■   ■ . 

— -•    ce  nui  d(;monlre  la  proposition. 
m 

V.  JAMCT,  professeur  au  lycoe  de  Marseille. 


Autres  sol 
(lut  au  42"  lie  I 
oiiY,  à  Konniie 
lycée  lie  Toulouse 


«lions  par  MM.  Auuu.ird,  coiidiicteur  des  ponis  et  i'h.iussi5es,  il  Ruines  (Cantal)  ;  H.  Boovaist  ;  K.  ItHACiiEX,  sol- 
igne,  à  BeKorl  ;  G.  Oottv,  lycée  île  Dijon  ;  IIk^simond,  ii  Alger;  Li^on  KKSouiui.Kr,  ;\  Itomnns  (Di-i'inie)  ;  G.  Kou- 
;  A.  IIennkqui.n,  élève  à  l'école  normale  supérieure  :  M.  Laikknok  ;  J.  .Mahchai.  ;  l>*nRm).  il  Vesoul  ;  G.  I'élissieb, 


(•)  Celle  i|uestlon,  proposée  aux  examens  de  la  Licence,  i»  Marseille  en  1889  a  été  empruntée  ;\  la  thèse  de  aoclorat  de 
M.  V.  Jamkt,  qui  a  bien  voulu  nous  communiquer  l'élégante  solution  que  nous  publions. 
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1469.  —  Dans  un  plan  (P)  ,  on  trace  une  courbe  (A)  (■(  une  droite  (B). 

Un  point  a  décrit  (A)  d'un  mouvement    uniforme,  un  point    b    est  animé  sur  (B)    d'un  mouvement 
uniforme. 

Soit  c  le  milieu  de  ab. 

On  projette  orthogonalemenl  le  mouvement  de  ce  point  c  sur  un  plan  (Q). 

Démontrer  que  l'on  obtient  ainsi  le  mouvement  plan  le  plus  général  à  bodoyraphe  elliptique. 

Cherchons  d'abord  le  mouvement  plan  le  plus  général  à  hodographe  circulaire. 

Soit  donc  un  cercle  (11;  rapporté  à  l'origine  0,  ayant  pour  centre 
I  et  pour  rayon  R  ;  et,  supposons  que  ce  cercle  soit  l'hodographe  du 
mouvement  d'un  point  c. 

Traçons  une  droite  (B)    parallèle  à   01    et  imaginons  un  point    b 

décrivant  (B)  avec  la  vitesse  constante  201  ;  soit  enfln,  à  l'instant  t,a 
le  symétrique  de  b  par  rapport  à  c. 

Le  point    c   étant  le  milieu  de  ab,  V,„  Vi,  V^  étant  les  vitesses  des 
points  a,  b,  c,  nous  avons  l'équipollence 


(V,)  =  (Om),  (V,)  =  2(01), 


vient 


(1)  (Om)  =  (01)+(^). 

Or,  on  a  aussi 

(2)  (Oîn)  =  (OI)+(Im), 

et  la  comparaison  de  (1)  et  (2)  nous  prouve  que 

(V,)  =  2(Im). 

En  d'autres  termes,  le  mouvement  du  point  o  est  uniforme  puisque  Im  est  constant. 

Le  point  c  dont  le  mouvement  a  pour  hodographe  le  cercle  (H)  est  donc  le  milieu  de  ab,  a  décri- 
vant une  courbe  quelconque  (A)  avec  la  vitesse  constante  2R  et  b  se  déplaçant  sur  la  droite  (B)  avec 
la  vitesse  constante  2.01. 

Pour  obtenir  le  mouvement  le  plus  général  à  hodographe  elliptique,  il  suffit  de  remarquer  que  si 
l'on  projette  un  mouvement  sur  un  plan,  la  projection  de  l'hodographe  estl'hodographe  de  la  projection 
de  ce  mouvement. 

Dans  un  plan  Q,  le  mouvement  le  plus  général  à  hodographe  elliptique  s'obtiendra  donc  en  proje- 
tant sur  ce  plan,  le  mouvement  le  plus  général  à  hodographe  circulaire,  situé  dans  un  plan  P 
quelconque. 

Ce  mouvement  sera  donc  bien  réalisé,  en  etl'ectuant  le»  opérations  indiquées  dans  l'énoncé  de  cette 
question. 

QUÉMÉNEUR,  lycée  de  Rouen. 

Bonnes  solutions  de  M.M.  IUllif,  lycée  de  Rouen  ;  ForcRV,  à  Roanne  :  H    Lairence  ;  G.  Pélissier,  à  Toulouso. 
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1511.  La  droite  de  front,  01,  OT,  inclinée  dôO"  (2/3  d'angle  droitj  sur  le  plan  horizontal,  est   l'axe  commun 

d'un  hyperboloïde  de  révolution  et  de  son  cône  asymptote. 

Les  surfaces  sont  limitées,  toutes  deux,  par  deux  plans,  P  et  Q,  perpendiculaires  à  leur  axe  et  distants,  chacun, 

de  65  millimètres  du  plan  du.  cercle  de  gorge  S' fvoir  fig.  A). 

^  Limiie  inréricarc  de  Imtite  imprimé  £g  rayon  ducercle  de  gorge  est  de  20nini  et  ceux  des  parallèles  P  et  Q  de  l'Iuj- 

i  '  p    /     \  perboloide  sont  de  oO°"°. 

~       .  ^>^      \     '  Po^tr  la  mise  en  place  dans  la  Veuille  se  rapporter  aux  cotes  inscrites  en 

;       lJS>^     ft  ... 

1    ':y^Q\  millimètres  sur  le  croquis  ci-contre. 

i      ..  iiT:f--y-  Oji  demande  : 

;  '-^-^     f  (j  .^  i' de  représenter  le  solide  (Sorte  de  SablierJ  compris  entre  l'hyperholo'ide  et 

i  I    ^■^y^\   ■?•  son  cône  asymptote;  ces  deux  surfaces  étant  limitées,  comme  il  est  dit  plus  haut, 

:    \r'     ■</^,       \,>  ?""■  '''■'  />'«"*  P  e<  Q  ; 

g     ^?\       ;  (      V-''   1  2»  en  supposant  les  rayons  lumineux  à  të",  c'est-à-dire  parallèles  à  la  di- 

\     /k        i  V       ^'   /   (G)      rection  R,  R',  de  chercher  la  séparatrice  d'ombre  propre  de  l'hyperboloide  ; 

!  i    ^- ^  3"  de  déterminer   l'ombre  portée  par  le  cercle  supérieur  de  base  du  cône 

I  •  dans  l'intérieur  de  ce  dernier. 

t  0_'     I  On  dessinera  trois  projections,  savoir  : 

..../M......__J^    /t)\  S'^  (A)  la  projection  sur  le  plan  vertical  ordinaire  ; 

en  (B)  la  projeclioti  stir  le  plan  horizontal  ordinaire; 
et  en  (C)  la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 
Sur  chacune  d'elles  la  représentation  sera  complète. 

Observations.  —  aj  On  pourra  se  contenter,  pour  les  questions  1  et  2,  de  déterminer  les  hyperboles  par  leurs 
asymptotes  et  un  point. 

b)  Pour  la  question  3,  on  déterminera,  sur  chacune  des  trois  projections  (A,)  (B)  et  (C,)  ">!  point  courant  m 
de  l'ombre  portée  et  la  tangente  tea  ce  point,  les  points  remarquables... 

cj  On  emploiera  :  les  traits  pleins  noirs,  pour  représenter  les  parties  vues;  les  points  ronds  noirs,  pour  les 
parties  cachées  ;  les  traits  rouges,  pour  les  constructions.  Les  parties  dans  l'ombre  seront  couvertes  de  hachures. 
dj  On  peut,  pour  faciliter  l'intelligence  de  l'épure,  mettre  quelques  lettres . 

(Ecole  Polytechnique,  concours  de  1906.) 

Nous  projetterons  d'abord  la  figure  sur  le  plan  vertical  de  l'axe  commun  des  deux  surfaces  et  sur  le  plan 
perpendiculaire  à  cet  axe  que  nous  prendrons  pour  plan  horizontal  auxiliaire. 

I.  —  Représentation  du  solide.  —  Le  contour  apparent  horizontal  du  solide  compris  entre  les  deux  surfaces 
limitées  par  les  plans  P  et  Q  se  compose  d'abord  des  deux  parallèles  supérieurs  :  on  a  le  rayon  de  celui  de 
riiyperboloïde,  et  comme  on  connaît  le  cercle  de  gorge,  on  peut  trouver  immédiatement  la  section  du  cône 
asymptote  par  les  plans  P  et  Q,  en  menant  une  génératrice  de  front  AB  de  l'Iiyperboloide.  Le  cercle  de  gorge  de 
l'hyperboloide  complète  le  contour  apparent  horizontal,  mais  il  sera  caché  par  la  surface  du  cône.  Le  contour 
apparent  vertical  est  formé  d'abord  par  l'hyperbole  méridienne  limitée  aux  projections  des  deux  parallèles  P  et 
Q.  On  la  construit  par  points  sans  difticiillé,  puisqu'on  a  ses  asymptotes  en  projetant  verticalement  les  deux 
génératrices  de  front  de  l'hyperboloide,  et  ses  sommets  au.x  extrémités  du  diamètre  de  front  du  cercle  de  gorge; 
ces  asymptotes  constituent  une  autre  partie  du  contour  apparent  vertical  relatif  au  cône  asymptote  et  les  pro- 
jections verticales  des  deux  parallèles  P  et  Q  complètent  ce  contour  apparent. 

II.  —  Séparatrice  d' ombre  propre  de  l'hyperboloide.  —  C'est  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  la 
surface  parallclemenl  aux  rayons  lumineux.  Nous  cherchons  d'abord  la  projection  horizontale  ^lOi  de  cette 
direction  en  partant  des  données  (se,  s'c');  il  suffit  maintenant  de  construire  la  section  de  l'hyperboloide  par  le 
Iilan  diamétral  conjugué  de  la  direction  .<ici,  sV.  Comme  la  droite  SC  est  extérieure  au  cône  asymptote,  son  plan 
conjugué  coupera  rhypcrboloïde  suivant  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  seront  les  génératrices,  section  du 
cône  asymptote  par  ce  même  plan.  On  sait  d'ailleurs  que  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  base  du  cône  est  la 
polaire  de  la  trace  ci  de  la  droite  SC  sur  ce  plan  par  rapport  à  cette  base,  soitrfi/'i;  on  en  déduit  les  asymptotes 
(ïirfi,  s'rf')  et  (si/"!,  s'/*)  de  l'hyperbole  dont  l'axe  Iransverse  est  le  diamètre  horizontal  ^i/i,  du  cercle  de  gorge 
perpendiculaire  à  sici.  —  On  peut  donc  la  construire  par  points.  On  connaît  de  même,  sur  la  projection  verticale, 
les  deux  asymptotes  et  les  projections  verticales  des  points  déjà  déterminés  en  projection  horizontale,  soit  sur 
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le  Dlaii  du  cercle  de  gorge  en  In,  h'  où  la  courbe  touclie  ce  cercle  en  projection  horizontale,  soit  sur  l'un  des 
nlins  P  ou  0  en  o,  o' par  exemple.  Pour  mieux  déterminer  la  projection  verlicale  de  la  courbe,  on  peut  construire 
les  points  ol.'elle  touche  l'hyperbole  méridienne;  ils  sont  à  rinterseclion  de  la  droite  de  front  KL  du  plan  sZ-cant 
avec  celle  méridienne,  soit  m'  l'un  d'eux. 

HI  —  L'ombre  portée  par  la  base  supérieure  du  cône  à  l'intérieur  de  ce  cône  est  l'intersection  de  sa  sur- 
face par  celle  du  cvlindre  avant  ce  même  cercle  pour  base  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  SC.  Ces  deux 
surfaces  ayant  déjà  une  section  plane  commune,  se  coupent  suivant  une  seconde  courbe  plane;  or  les  plans 
lan-'enls'au  cône  le  long  des  génératrices  TSU  et  DSC  étant  parallèles  k  SC  sont  aussi  tangents  au  cylindre  puis- 
qu'ils passent  par  les  tangentes  en  11  cl  U  k  leur  base  commune  et  contiennent  la  direction  de  ses  génératrices. 
Donc  les  surfaces  sont  bilangentes  aux  points  R  et  U  où  se  croisent  les  génératrices  de  contact,  et  le  plan  de  la 
seconde  courbe  plane  coupe  celui  de  la  première  suivant  la  droite  RU.  Ce  plan  doit  d'ailleurs  couper  la  droite 
SC  en  un  point  conjugué  de  la  trace  de  cette  droite  sur  le  plan  de  base  du  cône  par  rapport  au  segment  allant 
du  point  S  à  l'infini  sur  la  direction  CS.  C'est  donc  le  point  C  lui-même,  symétrique  de  la  (race  considérée  par 
rapport  au  point  S.  Le  plan  de  la  section  étant  ainsi  déterminé,  nous  obtiendrons  cette  section  en  prenant  une 
projection  verlicale  auxiliaire  du  cône  et  du  plan  sécant,  sur  le  plan  vertical  qui  passe  par  la  ligne  de  pente  SC 

de  celui-ci.  j        ,•    j       , 

Le  cône  n'avant  aucune  génératrice  parallèle  a  la  direction  des  génératrices  du  cylindre,  la  seclion  est  une 
ellipse  de  sommet  s'i,  ',  dont  l'axe  est  en  projection  horizontale  la  droite  avi  et  dont  un  foyer  est  au  point  si. 
On  en  peut  construire  un  point  courant  sur  une  génératrice  arbitraire  sipi,  sia'i,  soit  mi,"'i,  et  on  a  la  tangente  en  ni 
en  ioif'nant  ce  point  à  l'inter.section  (i  de  la  tangente  en  i^i  à  la  base  du  cône,  avec  la  trace  du  plan  sécant  sur  ce 
plan  d'è  base.  On  passe  immédiatement  de  là  k  la  projection  verticale  primitive  par  les  constructions  habituelles. 

On  aurait  les  tangentes  en  ri  et  ui  à  la  courbe,  en  menant  en  chacun  de  ces  points  les  tangentes  au  cercle, 
base  commune  au.i  deux  surfaces,  et  construisant  le  quatrième  rayon  du  faisceau  harmonique  délini  par  cette 
tangente  et  les  génératrices  du  cône  et  du  cylindre  qui  passent  au  point  de  contact. 

On  obtient  les  points  où  la  projection  vertii-ale  de  la  courbe  touche  le  contour  apparent  du  cône  en  prenant 
l'intersection  de  ces  génératrices  de  contour  apparent  et  de  la  ligne  de  front  KL  du  plan  sécant. 

On  peut  niaintenanl  construire  la  projection  horizontale  (li)  par  un  simple  changement  de  plan  horizontal. 
Tout  d'abord  on  a  le  contour  apparent  du  solide  en  prenant  les  ellipses  projections  des  deux  parallèles  P  et  Q 
dans  les  deux  surfaces,  et  dont  on  a  immédialement  les  axes,  puis  l'ellipse  section  de  l'hyperboloïde  par  le  plan 
diamétral  conjugué  d.^s  cordes  verticales.  Ce  plan  est  de  bout  ot  sa  trace  verticale  s'^'  s'obtient  en  prenant  le 
ravon  conjugue  de  la  verlicale  du  points  par  rapport  aux  asymptotes  de  la  méridienne  :  on  peut  obtenir  direc- 
tement l'exlremilé  »'  du  diamètre  correspondant  en  appli(iuant  le  théorème  connu  relatif  aux  segments  détcr- 
Tiiinés  par  les  asymptotes  sur  une  direction  constante  menée  par  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Ce  point 
ï'  et  son  symétrique  par  rapport  k  s'  font  connaître  les  extrémités  du  petit  axe  de  la  projection  horizontale  de 
l'ellipse  qui  complète  le  contour  apparent  du  solide,  mais  qui  est  cachée. 

Le  grand  axe  de  cette  ellipse  est  manifestement  égal  au  diamètre  du  cercle  de  gorge.  Cette  ellipse  touche 
l'hyperbole,  projection  liori/.onlale  do  l'om'uc  propre  aux  points  où   son  plan  traverse  cette  courbe,  .soit  fi',p 

l'un  d'eux. 

On  a  la  projection  de  l'ellip.se,  ombre  du  cercle,  en  faisant  un  changement  de  plan  pour  l'axe  qui  devient  un 
diamètre,  et  pour  les  points  qu'on  a  construits  tels  que  (/i,  n). 

Pour  distin"uer  les  parties  vues  cl  cachées,  nous  n'avons  supposé  opaque,  comme  semble  l'indiquer 
l'enomté,  que  le  solide  compris  entre  l'hyperboloïde  et  son  cône  asymptote,  en  sorte  que  l'on  peut,  en  projection 
liori/.onlalc,  apercevoir  l'ombre  portée  par  le  cercle,  base  supérieure  du  cône.  Si  l'on  supposait  ce  cercle  opa- 
que, l'ombre  portée  serait  cachée  sur  les  deux  projections  horizontales. 

Assez  bonne  solution  de  M.  Ch.  linic.NON. 


ÉGOI.K    l'OLYTEÇHNIQUE    (1906) 

QUESTIONS   POSÉES   AUX   EXAMENS    ORAUX 
I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

r,o:{.-,.  -  Calculer  k's  produits     >Ji  —  <Ji[yJl  —  v/2)(2  -I-  <Ji)     cl     ^ji<J ï  +  yj~i[\.  —<Jl). 

5030.  -  V.-rlller  lidentilé    1-1 +J L=:  _! ^ î ^  . . .  +  _L 

ï       :i  in        n  -\- 1        n-y  i  2« 
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i03- 


—  Safii.'int  que  l'on  a 


b  —  c 


■  0,    calculer 


y  —  :        z  —  X        X  —  y 

\>>  —<:)(y  —  zr  +  le  -  a)(j  — a;)--+-(a  —  6Ka;  — j/|-. 

5038.  —  Nombre  de  jeux  différents  qu'un  joueur  peut  avoir  à  l'écarté.  Nombre  de  jeux  contenant  deu\  atouts. 

5039.  —  Nombre  des  diagonales  d'un  polygone  de   n  cotes. 

5040    —  Soient   n   nombres  positifs   Oi,  Oj,  ...  a„.    On  considère  la  somme     ±:  </a,  ±:  v'iîî  ±  ■■■  sz  Jâ„.     Combien 
y  a-t-il  de  quantités  analogues  ?  Montrer  que  leur  produit  est  rationnel. 

5041.  —  On  donne  trois  nombres   a,b,c  en  progression  aritlinnHique  et  trois  nombres  Jr,  y,  z   en  progression  géomé- 
trique. Comparer  les  produits   x^'yz"  et  x'y"z''. 

5042.  —  Mettre  le  polynôme    ax^ -h  bx -t- c    sous  la  forme    pix -i- ir  +  q{x  + 'fit'. 

5043.  —  Calculer    S„  =  a  +  ia' -i- .Sa  '  !-...-(- «a\ 

5044.  —  Calculer  les  déterminants 


u'x  -t-  b  y 
a"x'  ■+-  b'y 
u'x"  hh'y' - 


fc' 

1 

b 

fc- 

c: 

c' 

l 

c 

d 

d' 

(i' 

1 

ax  +  by 
ax'  -+■  by' 
ax'  -f-  by' 

—  1 

X 

X 

r 

.r 

—  1 

X 

X 

X 

X 

- 1 

X 

X 

X 

X 

—  1 

On  considère  le  déterminant 


u'x 

-+-  b'y 

a'x 

^h,/ 

ax 

+  by' 

3 

i 

6 

10 

10 

20 

15 

35 

21 

56 

126 
252 

dans  lequel  un  élément  quelconque  est  égal  à  la  somme  de  IVIéinent  audessu*  et  île  l'élément   à    gauche.  Calculer    ce 
déterminant. 

5046.  —  Discuter  le  système 

.r  =  éi/-(-  cz,  Il  =  cz  -f-ax, 

5047    —  Ktudier  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

T  — 

L'I  -x-'„ 


sin  — . 
a" 

sm  — . 

n  ! 

y/a  +  n*  —  y  h  h  II  -+ 

U 

II' 

,1         .1 

tg sin— 1 

n              n 

Il 

Vn'+l- 

-î/nv-l,           (- 

5048. - 

-  Sommes  des  séries 

1            1 
172"^^^ 
1                 \ 
1  2.3     '     2.3.4 

1  —  cos  — . 

1 


=  ax+  by. 

a  sin !-  bu 

n           \ 

-'.)■ 

sin  III 
cos"  .r 

-"                    /- 

M-   1  -H. 

II' 

.r--l' 

II! 

Ji    »  + 

'-]■ 

nhi  -+- 1 1 


généraliser. 
5049. 


louiiu 


Ii(H-  1)1-14- 2) 

près  les  sommes  des  séries  qui  ont  poui  termes  généraux  —  <t  


5050.  —  Soient    u,,  il:,  ...,(;„    des  nombres   positifs   croissants.   On    suppose  que  le  quotient 
limite  pour  n    infini.  Que  peut  on  dire  de   o,.  .' 

5051.  —    y   étant  une  fonction  de  x,  on  pose     h  =  -p^,      r  =  uu       Montrer  ciue     -^  =  - 

vy'  Ml 

5052.  —  Dérivée  de    L{cos  X  + isin  j).     En  déduire  la  valeur  exponentielle  de    cos  j  +  isin  ar. 

5053.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions  : 
a;'  —  2j  q  i  /  \  \  i_ 

-p-t-^T"  f'^'  {x—l)e^'^,  e^i hLx  .  xe', 

cin  .r  fiin  /T  g) 

p'  siii'arn ^^r 


W-hx) 


(,.!)'. 


cos'x 

5054.  —Déterminer   a.  h.  c.  d   de  façon  que     ax'' ^  bx^ -^  ex -h  d     soit    minimum    pour     .r  =  1     et  maximum 
pour    X  —  2. 


1* 
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Dérivée  de  la  fonction 


A"(-T)  = 


1         i  +x 

i         1 

\         i 

l 

1  -t    X 

1 

1 
1 

i  -hx 

ôOôG.  — On  donne    .r  =  f,    ;/ =  cos  i  ;    calculer 


le  déterminant  avant   h   lignes  et   H   colonnes.  En  déduire  l'expression  de   f„{x). 

d-y 
dx- 

5057.  —Soient  m  et  h  deux  nombres  posilils  {m  >  »)•  ^o\t  nii  leur  moyenne  arillimétique,  n,  leur  moyenne 
(,'éométrique  ;  soit  de  même  m^  la  moyenne  arithmétique  de  vh  et  «„  ":  leur  moyenne  géométri(|ue,  ...  etc.  Montrer 
que  m,,  et   h,    ont  même  limite. 

5U58.  —  Limites  des  fonctions  suivantes: 


yn  pour  n   iriijni, 

X  —  sinx 


Imh j   — e\    pour  m  inOni,  xhx  pour  .t  ^  0,  x  —  ■^x'--i-2x—i  jiour  ,t  infini, 

,  _ur  X  =  0,  (cos harsin  —  )      pour   m    infini,  (cos  x)'-^   pour  .r  —  0, 

(e^  — î)'  \         m  m  / 


\  sm  X  / 


pour  X  —  0,         {x  —  i)e  '  '     pour  x  =  1 


pour  .r  ^  e, 


5059.  —  Développer  en  séries  les  fonctions  suivantes  : 
tg.r, >  arctga;,    L- >  cosVr,  arcsma;, 


arc  cos  .r,        cli  a;, 


5060.  —  Calculer   sin  !'■  et  tgl'=   au  moyen  du  développement  en  séries. 

5061 .  —  Calculer  à  près    sli 


5062.  —  Si    x  <  i,    on  a    c-'  <  - 


10 
1  -hx 


l  —X 

5063.  —  Partie  principale  de    .r'  —  sin'x. 

5064.  —  Déterminer  a,  b,  c,  d   de  façon  que  l'expression 

aL({  +  x]-¥  b  sin  x  +  ce^  +  d  cos  x 
soit  de  l'ordre  infinitésimal  le  plus  grand  possible. 

5065.  —  Kormer  une  équation  dilférentielle  vérifiée  par  la  fonction 

a?        .r'        a' 

V.n  déduire  la  valeur  de  y. 

5066.  —  Kxprimer   sh  .r  et   dix   en  fonction   de   th  — • 

5067.  —  Calculer    sh  a-t-  sli  i.a+  (()4  sli  (a+  2b)  +  ...  -^  sh  [n  +  (»—  1)//]. 

5068.  —Connaissant  le  point  M    d'afûxe    :,  construire  le  point  M'    d'afllxe    :'    Ici  que  l'on  ait 
a,  b,  a',  b'  étant  les  afllxes  de  points  donnés. 


5060.    —  Trouver   un  nombre  imaginaire 
>    sinï=o  +  ((i;    \-    tgs=a-(-fci. 


b  z'  -b' 

vérifiant   les    é(|ualions  ;      1"      «=  =  o  +  fci  ;      2°     cos:  =(!-(-()/: 


5070.  —  On  considère  la  fonction     u  —  \l(z  —  i.(z  —  ;:i(:  —  -k     où   a,  Jl,  ••,  :    sont  les  al'fixes  île  points    A,  11,  C,  M. 
C.oninient  varie  l'argument  de  «,  ([uand  le  point   M   décrit  \\n  contour  IVi mé  dans  le  plan  ? 

5071.  —  Dérivée  d'une  fonction  implicite.  Application: 


sin  (.T- +  j/') 


■L(.r^+î/-)=  0. 


h'ilx  -f    X'tlu 

5072.  —  Ilcconnailre  ([uc     — ; '~^-     est  une  dlllérentielle  totale. 

(J'  -*-  !/)• 
507!»    —Soit    une   fomllou    :    de   deux   variables    indépendantes    .r    el     ;/.    (In    pose       x~fy  =  ii,      x  —  y=v. 

KxprliMer  -—  et  ——  en  fonclion  de   —1   et  ^-L.    Déduire  de  là  les  functions    :    (lui  vérifient  l'équation      —  =  — 1  ■ 

507'«    —  On  donne    il  =  f{x,  y),    v  =  '-(j-,  ,/)  ;     „n  m  lire    ,r  =  V{ii.  r),    i/  =  .|'(«,  i')-     Calculer 
dx^      j)f_      t)!l_     j)y^  II.  (>»        (hi       ,}v        t)i- 

()u  '     ,)v  '     ,)„  '     ,)v  '^"   "'"  '""  "■  "âi^  '    'ÔJi'    "jj^  •     ,)v  ■ 
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."•07Ô.  —  Etudier  les  équations  ,..--,„  .in 

.  ^H_A+...  +  -^  =  0,       ,u»-x--x"-'-   .    -x-l=0,      {x-2)'-'-(x-\)'-l=0,      (x-hir-r-  =  0. 
1        2:  n  : 

507G.  —  Étudier  les  équations  : 

tcx  — .r  =  0,  Lx  =  — '  xtgx=l,  L^x— arctgx  =  0, 

"  j-         X 

cosx-t--x--s:m2j::=0,  x'- +  2  cos  x  -  2  =  0,  x' -  3x -^  6  -  6  cos  x  =  0, 

j;>  _  i2x»  -i-  24  =24  ces  X,  e'  +  cos  x  —  siii  x  -(-  2  =  0,  ax  -f  6  —  sin  x  =  0, 

»ii:_£jjl^,  shx  =  l,  chx  =  cha. 

"  k-x 

5077.  —  Étudier  les  systèmes  d'équations 

(    X  -h  y  =  iO,  \        x!/+ab  =  iax,  |    x'i  =  tj\ 

a-a;  +  6-j/  =  ax-  +  6i/-  =  .<;'  +  ^/^ 
a;  H-  y  +  z  =  4,  f    a^  =  ^2, 

xî  +  y^  —  3-,  ]  y^  —  z-, 

5078.  -  Déterminer  i  et  ?  de  façon  que  l'équation    x'  —  5x'  ^2x'  +  xr  +  ?    ait  trois  racines  égales. 

5079    -  Soient  o,  &,  c  les  racines  de  l'équation    x'  +  px  +  q  -  0.     Former  léquation  qui  a  pour  racines  les  ejpres- 

(a— 6)(a-e) 
sions  de  la  forme     y=L  (a  —  &)(a  —  c),    ou     i/  =  ^  _^  ^ 

5080.  -  Soient  a.  h,  c  les  racines  de  l'équation    x'-^-l  =0,    former  léquation  admettant  pour  racines 

{a  -^  b){a-h  c 
•-'=         \b-cf      - 

5081.  -  Étant  donnée  une   é.iualion  algébrique    /"x)  =  0    à  coefficients  entiers  et  les  nombres  positifs  rationnels 
a,  b,  c.  Montrer  que  si  l'équation  admet  la  racine    a  -i-  6  v'c,  elle  admet  aussi  la  racine    a  —  b\lc. 

5082.  —  Résoudre  les  svstèmes 

l  x:+i/  +  -  +  '  =  a, 

l  a;+J/-l-.    =    «,  \       ^.^y.^,.  +  t^    =    b. 

)^.  +  ,f.  +  ,2^b,  r,.  +  y3  +  ^3.^,.   =   ,, 

I      ,.+y.^,.    =   C,  (      ^..^^.+   .  +  ,.   =    ,, 

Généraliser. 

5083.  -  On  donne  l'équation    x'  +  x-t-À  =  0,    X  étant  un  nombre  réel.  Déterminer  ),  de  façon  que  la  iraleur  absolue 
de  la  racine  réelle  soit  supérieure  au  module  des  racines  imaginaires. 

5084.  -  Étant  donnée  léquation    x'  +,./;  +  q  =  0    dont  les  racines  sont  a,  b.  c,  former  léquation  ayant  pour  racines 

y  = —  •    Montrer  que  y  correspond  homographiqucment  à  x. 

5085.  —  Soient  a,b,c  les  racines  de  l'équation    x'  4-  4x-  -1  =  0.    On  considère  les  polynômes 

f{x)  =x^  +  '2x-  +  i,  ç(x)  =  4x'  — Sx,  9(x)  =  3x»  — 1; 

calculer  le  déterminant 

r{a)      f{b)      ne) 

o{a)  olb]  o(c) 

'g(a)         g(b)         9(c) 

5086.  —  Eliminer  X  entre    x'  — 3j;  +  2  =  0    et    x'-t-px- — 1=0. 

5087.  —  Etant  donné  léquation    x'  +  px'  -i-  qx-  -4-  rx  -+-  s  =  0,    quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  coetflcients  pour 
que  le  proiluit  de  deux  racines  soit  égal  à  i  ? 

5088.  —  Résoudre  une  équation  algébrique,  sachant  que  les  racines  sont  en  progression  arithmétique. 

5089.  —  Soient  a,  h,  c,    . .  /  les   racines  de  léquation    x" -i-  a.x—'  -+-...+</„  =  0 .    Former  l'équation  qui  a  pour 

f   --f 

5090.  —  Soit  l'équation    x'  +  x'  -  4.c'—  4x  +1=0    dont  les  racines  sont  <(,  b,  c,  it.  Former  1  fquation  qui  a  pour 
racines    2  —  a-,    2  —  6%    i  —  t-    et    2— il'. 

5091.  —Trouver  léquation  qui  a  pour  racines  les  produits  deux  à  deux  des  racines  dune  équation  du  troisième 
degré. 

5092.  —  Etant  donné  un  polynôme  du  troisième  degré  f{x\,  trouver  deux  nombres  .r'  et  x   tels  que  l'on  ait    fx)  —  X 
et    /'x  ,  =  x'. 
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50!)3,  fttant  donn'e  une  équation  rlii  troisième  degré,  on  demande  quelle  relation  doit  exister  entre   les  loefflcients 

pour  que  les  racines  a,  p,  •;  Térifient  la  relation     ï-  =  p*  +  ■-'. 

5094.  —  Conditions  pour  que  l'équation  du  cinquième  degré  ait  une  racine  double  et  une  racine  triple. 

1  1 

5095.  —  Soient  a,  b,  e,  ...    les  racines  dune  équation   algébrique     l{x)  =0.     Calculer    S  r et    -— — 

/.  étant  un  nombre  quelconque. 

5096.  —  Éliminer  x  entre  les  équations    x'  +  ax  -i-b  —  0    et    x'  +iix-  +  q  =  0. 

5097    —  Résoudre  l'équation    x'  +  5x'  —  2,r  —  24  ^  0,    sachant  que  le  rapport  de  deux  racines  est  égal  à     —  2 . 
5098.  —  Est-il  toujours  possible  de  mettre  le  polynôme  du  quatrième  degré    ax' +  bai' +  ex* -t- dx -h  e    sous  la  forme 
pix  -h  I)'  —  qix  +  Si'  ? 

5099    Résoudre  l'équation    .r'  —  3.r'  -^  i  r-  —  3x  +  2  ==  0    sachant  que  le  produit  de  deu'i  racines  est  égal  à     —  1 . 

5100  —  Calculer  les  intéirrales  : 

r     dx  /-'        d.v  ^(.,._a)(.o,_p)  rjfiJx_ 

f   J—;^'  J,     (H-.v>)2'  J   (:c-a)(x~b)     -  J    1+^'' 

r      dx  'r       dx  r     dx  ?  xix  r(z  +  x)dx         r      x^  +  i       ^^ 

y  -^F— J-pT      _/    x'-  +  x-i-\'  I    .r{[+x^]''  I    x^-l'  I      (5  — .-ï)^    ■        J    x^x-'-hx--j-[)        ' 

f'(x^  X  ■+-  I 

5101.  -  Trouver  une  fonction  f(x)  telle  que     -i-1^  =    .      ,   g, ,     ,   ,.  • 

f\X)  [X  -f-  ^)\X  -+-  6) 

5102.  —   t'ondition    pour    que    l'intégrale         /  -y-^ J,~J,   d'X       soit    algébrique.    Même    question    pour 

7"  (x^ -\- px  +  q]dx 
(x-{)\x-i)^' 
5103    —  Calculer  les  intégrales 

r  yVi/  /"      dx  r r        dx 

J    n-  +  ^/a'  — ;/'  J    \/x  —  x'  J   '  ./    tjx  —  ix- 

'  r     dx r     —  r  dx  r  i  +  yfi  . 

5104.  —  Calculer  les  intégrales 


/ 


rfç 

(d-  cos-o-h6*  sin-ol* 


(le  résultat  est  symétrique  en  a  et  6), 


1^     COSxdx,  1^     ^Mi^xdx,  J/g'?''?.  j         COS  2.r       '^'''-  j    (l+COSa-r-' 

.r  do  /^    ainodo  /'a+i-  ^j: 

I      -^, E5 im •  I    ,    ,     'J     '  (  COSpx  COS  qxdx,  t    *   tg' o  do, 

_  /      a-  +  é^  —  2ab  cos  o  .  '    H-  cos'  o  J„  ^  ï         <  Jo 

.•_n  dç  /'  d.v  r'  sinxdx  /*      sinœrfa; 

/    -    (a* H- 6-  —  2a6cosç,-  '  /    sin  a;-t- cosa;  '  J,,     1  +  cos  a;  +  cos  2a;  '  _/    cosa;+sin 

,M   a^cos' 0+ 6'- sin- 9  r       sin-.rda-  r*^ sin-  x  dx 

j^'     p-  cos^ç  +  g-sin^o     "?'  _/  siii'.r-)- cos' x  '  ^Ij    1 -)- cos  2j; -^- cos  3a;  ' 

J"  -       dx  r"  C  sin  x  dx  /*  (1  +  cos x)  dx 

'/T5^^'  j^  sinmOcos«edO,  J  -JS^WiT'  J        1 -^  sin  .r      ' 

/'  .  /'    d.r  /•        (/a;  /*  da;  /'  i/ar 

/  *'""'  •''      •  /    sin'ic  '  j    1  -t-  sin  .'■  '  /    sin  a;  —  cos  x  '  /    2  sin  a;  —  cos  x 

5105.  —  Calculer  les  intégrales  : 

f 'if—-,  /^__i^__,  r__J?rV-,  /'^•''"+'dx,  Tth^-rd., 

/    cha;  —  cha  J     sha;  — sha  J     tlix— tha  .  '     ch  a;  —  1  ,' 

/'_^f__,  /'_^,  /'^i.,  f-r-^^r-,  l'^<  fch'xdx. 

.'     l-t-clix  ./     ch- J-  .'     cha;  ,/     sha;-i-cnx-  .,/    sh-x  ^/ 

5100.  —  Calculer  les  intégrales  : 

f  f  /'      a;La;  /'  /  "I-  sin'odo 

Jx^sw'xdx,  flxd..;  /-^^==-dx.  /  (x-"  +  pxH-î)Lrdx,        J^'^^^^^=^==== 


COs'xdi,  /  ar(- COS  a;  da;.  /  arLa;rfa-,  I  L-p- dx, 

.'  J  .'        1  -1-  « 

/"*  ,  ,  f'  y  COS''  ç  -1-  sin  o  -H  2    , 

;  cil  X  cos  X  dx,  I     — ■ "V  • 

J  Jo  cosï. 
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Ô107.   —  Disculer  hi  convergence  de  la  série  dont  le  terme  gOiiériil  est 

C""    sin  X    , 
M„  =^    I         a.c  ■ 

Même  question  pour  la  série 

.7(11-1)-  \     •'      / 

5108.  Ciikuler  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes    1/  =  Ig  r,     y  :=  l$-x    pour    0  <  .r  <  — • 

5109.  —  Aire  engendrée  par  la  rotation  autour  de  Ox  de  la  courbe    8//-  =  x-\l  — x^|. 

5110.  —  Etant  donnée  la  fonction  implicite  i/  déflnie  par  ré(iuation    x^ -i-y^  —  XTy  =  0,     calculer    fijdx. 

ôtH.  —    Valeur  nioyeiuie  de  sin  3:  entre  0  et  --,  de  entre  1  et  2. 

2  X-'  -H  1 

5Ha    —  On  donne  une  courbe  iC)    et  diMix  ordonnées  varialiles   Aa  et  lib    telles  que  «/j    soit  constant.    Positions  du 


5 


point  A  pour  lesquelles  l'aire  .\Hab  est  masimum  ou  minimum. 

5113.  —  l'n  angle  constant  .MON  tourne  autour  de  son  sommet  0  et  ses  côtés  rencontrent  une 
courbe  en  M  et  >'.  Positions  de  l'angle  pour  lesquelles  l'arc  MN  ou  le  secteur  MO.N  est  maximum  ou 
minimum . 

5114. —La  densité  en  un  point  M  d'un  rectangle  (ou  d'un  cubei  de  centre  0  est  proportioiuielle  h 
-     CM  .  Calculer  la  masse  totale  du  rectangle  (ou  du  cube). 

5115.  —  On  donne  un   cercle  et   un  point  A    sur  la   circonférence.    On  suppose  qu'en  chaque 

point  M  de  l'intérieur  du  cercle  la  densité  est  proportionnelle  :  1°  à  MA"  ;  2»  à  MÂ^  ;  3°  à  TfrT-     'Calculer  la  masse  du  cercle 
dans  ces  trois  cas. 

5116.  —  .Moment  d'inertie  :  1°  d'un  carré  par  rapport  à  l'un  de  ses  sommets;  2'  d'un  triangle  rectangle  par  rapport 
au  sommet  de  l'angle  droit  ;  3°  d'un  carré  par  rapport  à  une  diagonale  ;  4»  d'un  disque  circulaire  par  rapport  à  l'un  d:  ses 
points  ;  5"  d'un  disque  elliptique  par  rapport  à  son  centre  ;  6»  d'un  cylindre  de  révolution  par  rapport  à  une  génératrice  ; 
l"  du  volume  engendré  par  un  cercle  tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes  par  rapport  à  cette  tangente. 

5117.  —  Intégrer  les  étiuntions  di.Térentielles  : 

{x—t]dx  +  xdl=o,  [\—,r-^)lJL   !   .r.v -.rL(l +a;) -i-.r  — 1  =0,  11- sin  x  —  y  =  sinix  —  2  sm  x. 

(1  +  x)dy  —  iy  +  Lx)dx  =  0,  xAx  -^-  ydy  -  ~  =  0,  (  i-  +  y']dy  +  {y'  —  x^)dx  =  0,  y'^  —  S;/;/'  ^  y'  =  0, 

y' sin  x—y  cos x  =  sin-  x,  y'-  —  xyy'  —  x'-y'-  =  0,  y'-  —  3xy'  -+  2x'  +  y' -^  x  =  0, 

V^l  +  X'  ~  +(i+  X')ll  H =  I).  .'/'•'•  —  .V  =  ^/.î-  -X  —  \  . 

dx  "        X 

5118.  —  Intégrer  les  é([ualions  différentielles: 

y"i/-^  —  —i,  il"  —  2!/'-\-ij  =  cos^  X,  y"  -+-  4;/  =  cos  2c,  -j^ 3  -r—  H-  2j;  =  a  sin  f, 

d-u        „  dii  d-u  du  d-x        „  de  d-y        ,  (/;/ 

dx-  dx  ■'  dx-  dx        ■'  '  dt-  dt  dx-  dx 

d-x  dx  d-x  l  d^i/  dy  ., 

-777  —  6— — +j.-  =  ^e',  —-r  + -r  =  sin  -  ,  //"  +  //  =  2.-B  4- cos  a'.  -^^  —  3 -t^-  +  2y  =  «•'S 

dt-  dt  dt-  2  dx-  dx 

d-il       „   du 
dx-  dx 

5119.  —  Trouver  une  équation  dilférentielle  linéaire  du  deuxième  ordre  à  coeflioients  constants  dont  le  deuxième 
membre  soit  fonction  linéaire  de  sinx  et  cosx  et  qui  admette  pour  intégrale  cos\r.  Intégrer  cette  équation  et  comparer 
son  intégrale  générale  à  cos'x.  Conséquences  trigonométriques. 

5120.  —  Intégrer  l'équation     — =  Montrer  qu'il  existe  une  relation  algébrique  entre  x  et  y. 

\/x(\.-x)        \/y(i  —  y\ 
5121    —  On  considère  l'équation  diûérentielle 

.   d'y  dy 

Il  -X')— 4-  —X  -f--^u-ij  =  0  ; 
dx-  dx 

on  fait  le  changement  de  variable    x  =  cos  /.     Intégrer  l'ériuation  obtenue 

5122.  —  Ou  considère  l'équation  différentielle 

d'il        2m    du 

-T^H -i.-^;/  =  0. 

dx'-         X     dx 

On  pose    ;  = '-  ;    trouver  l'équation  qui  lie    ;  à  .r, 

X    dx 

5123.  —  Trouver  une  série  entière  dont  la  somme  vérifie  l'équation  différentielle 

(X-  —  x)y"  -h  [(a  -I-  p  +  i)x  —  ;  y'  -h  «?.'/  =  0. 
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5124.  -  On  considère  l'équation  diflcrentielle 

d^y        i-hi      y  _  r. 

dx^  dx        X  ' 

On  pose    X  ^  é,    former  l'équation  difTérentielle  entre  tj  et  t.  puis  on  pose    y  =  c',     former  l'équation  différentielle  entre 
a;  et  t. 

5125.  —  On  a  l'équation     — V  ^   ": 77 —-!/='' :    on  pose    x  =  cos(.     Trouver  l'équation  entre  (/ et  <. 


dx-        2    dx 


5(26.  On  donne  l'éfiuation      — —  =  xy.     Oue  devient  cette  équation  si  on  prend  y  comme  variable  indépendante 


et  X  comme  fonction  de  y  ? 

II.  Trigonométrie. 

1  ,    1 

5127.  —  Calculer    2  arc  tp  —  +  arc  tg  -■ 

a 

5128.  —  Déterminer    j  =  sin  5o,    connaissant    Ig—  =  fc. 

5129  —Calculer    X  cos  (±0[±a2±  . . .  ±  fln). 

5130  —  Déterminer  l'angle  x  qui  vériQe  l'équation 

4  3 

2  arc  tgx  =  arc  sm  i  +  arc  sin  —  +  arc  sm  —  • 

b  0 

51 31 .  —  Calculer  4  arc  tg  t arc  tg  -—  ■ 

5132.  —  Calculer  sin  -^  et  cos  -^  • 

16  16 

a  a      .    a  .  a 

5133.  —  Calculer  sin  —   connaissant  tg  —,  sin  —  connaissant  cos—  ■ 

5134.  —  Résoudre  les  équations  :   sin  x  ■+-  cos  x^3  —  2, 

cos- a;  —  3  sin  a;  4- 6  =  0,       cos^  a;+ 3  cos- a; — 6  cos  a;+ I  =  0,  cos  .''+ v'^3  sin  a;  =  1, 

COS''  a;  +  4  —  6  cos  .'•  —  3  sin-  a;  =  0,  sin-  .<■  —  6  cos  x  -f-  |  =  0,         tg  a;  +  tg  2»  +  Ig  3.r  =  0, 

20  sin'  X  -h  20  sin-  a;  —  51  sin  a;  4- 18  =  0,  sin  .'■  sia  2x  =  2a,  tg  a;  +  tg  S.c  —  0, 

cos  2a;  =  ^/2(cos^  a;+  sin^  x  —  sin  a;cos-a;— eosa;sin-a;),        arc  cos  --  -+-  arc  cos  -y-  =  arc  sin  x, 

.-,  v^  sin  .r  H- y/ cos  a;  =;  a,  tg  .'■  —  tg  2a;  =:  si n  .r, 

,sin^  a        ces'  a  

sin  a;  cos  x 

5135.  —  Résoudre  les  systèmes  : 

l  X  +  y  =  a,         \   x  —  y  =  Y'  \       'g  *' 4- tg  1/ =  a,         \    cos  a  H-cos  (iH- a;)H- cos  (a -(- i/)  =  0, 

1    sina;  +  sini/ =  6;        |   sin  x  -  co»  y  :  tg  2a; -h  tg  2^/ =  6  ;        )    sin  ^  +  sin  (^ -f- a)-i- sin  (;■  +  j/;  =  0; 

,    ■  1     tg  X  tu  y  =  1, 

I     a  sin  a;  +  6  sin  1/  =  a,  )       ^       ^ 

I    a  cos  x+  b  cos  y  ::=  b\  1     tg  (a;  +  y)  =  -— . 

5136.  —  Démontrer  qu'entre  les  angles  d'un  triangle  on  a 

tg.\  +  tgB4-tgC=  tgAlgIttgC. 

5137.  —  Késoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  la  bissectrice  de  l'angle  droit  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

5138.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  :  1»  les  trois  médianes;  2"  \,  r,  1!  ;  ;>"  /„,  »,,,  r. . 

5139.  —  Limite  de    cos -^  cos--    ■cos  -^    pour  rt  infini. 

5140.  —  Dans  un  quadrilatère  OAlîM  les  angles  A  et  B  sont  droits  ;  on  donne    OA  =  a,    OB  =  b,    AOB  =  9.     Calculer 
l'aire  de  ce  quadrilatère. 

5141.  —  Uuelle  est  la  nature  du  triangle  pour  lequel  on  a  : 

sin  B  -i-  sin  C  ,       .     , 

1"    sin  A— ;;•  2°    sm  t  =  cos  A-t- cosB? 

cos  It  t-  cos  0 

5142.  —  Itétcrminer  un  triangle  de  l'a(;on  que  les  côtés  a,  b,  c  et  la  surface  S  soient  mesurés  par  quatre  nombres 
entiers  consécutifs. 

5143.  —  Résoudre  l'é(iuation     2H  sin  x  -t-  r  cotg  —  --  ;i,    U  désignant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  r 

le  rayon  du  cercle  inscrit  et  /<  le  denii-périmctre. 

5144.  —  Soient  a,  ,3,  -f  les  hauteurs  d'un  triangle  :  calculer  r  et  II  en  fonction  de  a,  ?,  y. 
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514.")    —  DéleimiiK-r  un  triangle  rect;ingle  dont  les  côtés  soient  en  progression  arithmétique. 

2R  _f_  ;• /• 

5146.  —  Exprimer  en   fonction   des  angles  d'un  triangle  la  quantité —>    R  désignant  le  ravon  du  cercle 

circonscrit,  r  celui  du  cercle  inscrit,  )„  celui  du  cercle  exinscrit  dans  l'angle  A. 

5i47.  —  Soit  léqualion  x^  —  px  +  q  =0,  p  et  (/  étant  d>'s  nombres  complexes.  Trouver  la  relation  entre  p  et  fy 
pour  que  les  points  représentant  les  racines  de  cette  équation  soient  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 

Ô1S8.  —  On  donne  l'équation  j'  +  px'  +  ^x'  -l-  rx  +  s  =  0,  où  p,  q,  i;  s  sont  des  nombres  complexes.  Quelles  rela- 
tions doit-il  exister  entre  ces  coefficients  pour  que  les  points-racines  soient  les  sommets  d'un  carré  avant  pour  centre 
l'origine? 

5149.  —  Que  devient  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique,  si  le  rayon  de  la  sphère  augmente  indé- 
finiment ? 


III,  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 


5150.  —  Construire  les  courbes: 

y-  =:  — ^ (aire), 


;/  —  \x  —  v/x, 


V      a;  —  I 


a-  —  se- 

1 


y  =  X-  —  3a;  +  2  — 


y  = 


/x=— I 

3 


y  = 


!/'  =  y- — X-     (courbure),  v'^  +  v'j/  =  U 

y  —      2^ — __  i    (tangente  pandléle  à  l'asymptote). 
y  =  x^ — 3x--t-o    (développée),  y 


y  —  X—  sjx, 
y-=  X 

y  = 


(x-U- 

a 


ia  ±^  ^a-  —  x- 

y  =  xLx    (courbure,  aire),  ;/  i=  L(l  —  2  cos  r),  y 

Lx  Ly  =z  k,  y  =  e''',  y  =  x-  sin  x,  i/  =  e^''  .sin  x, 

y  =z  x^Lx  (aire, points d'inilexion),  y 

I  1 

.y  =  (^  — 2)e '-' ,  y-  (x—i)e  '^-^ 

y  ={x^  —  l)e  ^'--i ,  y 

y  —  {x  +  l)e  '-^  ,  y  =  L 

5151.  —  Construire  les  courbes  : 

(x  -h  y)\x  -  y)  +  i  —  0. 
{x  -f  yfx  +  (x  +  y)y  —x  =  0, 
(•«-  +  y^f  —  x(ax-\-by)=Q,  x^  + 

5152.  —Construire  les  courbes 


.  /  I  -t-  cos  .'■ 
V    1  -  cos  .'• 


X  —  a  cos  o, 
//  =  h  cos  2o 


1  -  t 

1  —  4«-  ■ 

t2 

'■'        O— 2<){1— «) 
5153.  —  Construire  les  courbes 
sin  to 


l      ' 

i±_L- 
i    ' 

2(- 
t^  —  l' 

2(1-  i) 


^  -h  y-  -h  x^  —  nix  =  0,  x'-t-  y^  —  a-xy  =  0  (aire), 

x^  —  'ix-y  -\-xi/  —  3i/2 -\-x  =  0,  x^  -hy'  —  '3axy  =  0, 

■X-  —  y»  —  I  =  0,  xsiay  —  ys\nx=  0,  sin2j/  =  th3x. 


t-  -t-it-h  i 


X  =  arc  sin 


2Ù--I) 


2(- 

r--i-2t 

—  i  ' 

(i  — 

3« 

l^  +  -2t 

-3  ' 

X  — 

cos  21 

=  tg2-,o, 

cos  u 


cos  2< 

COSu 


1  —  cos 


i  —  cos  CJ 

_       I  -f-  cos  u 

~   1  —  2  cos  ( 

_     tg" 


tgw 


tgio  ' 

p  =  2cosit, 
COS"- 

?  =  -. — — 


1  -t-  cos  U) 

cos  3ti 


Sin  u 

cos  (u 


i/  =  tg«. 

I 

p  =:  «  cos  2<j  —  b  cos  u. 

_  1 

•         1  —  2  sin  w 

,   _  cos  t,j 

sincj  +  costo 
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,  =  a  +  6cos3..  ?=t:S; 


_    /  cosSe        sin  36  \ 
\    cosot  sin  a  /  ' 


sin  -r- 


?  =  a  cos  - 


.  /,         .6  1  2  + cos  39  1         ,         1  6 

^aV/i  +  sin-T'  —  — •  —  =1-+-  — cos— , 

\  2  r  a  /•  3  2 


2 

p  =  w  tg  M,  r  = —■,  r  =  ae-^"",  r-  —  a-  cos^20,  p-  =  a-  cos  2", 


, ,—. ;  ia^  sin  9  cos  6 

r  =  aî'sin  39,  r  =  —= j-^ . .,    ■   ,  „  »  p  =  w  sin  ' 


a^  cos'  9  +  6-  sin- 1 


5154.  —  Construire  les  longueurs    y— tt'     yo— O-     "('"'"  ^TJ     ' 


5155    —  Montrer  que  pour  construire     \/a' -^-  (/'     on  peut  opérer  de  la  manière  suivante.  Sur 
une  droite    AOA'   on   prend  de  part  et  d'autre  du  point    0      OA  =  OA'  =  a,     puis  sur  une  droite    OU 
faisant  45°  avec  OA  on  prend    OB  =  b.     On  joint  AB,  AB.  Démontrer  que     V"'  -t-*'  =  vAB.A'B- 
,  .     .  5156    —  On  donne  les  faisceaux  de  droites 

-■Ç^      ^  (D,,I)-)    Xx--^i&xy-^Cy' =  0,  (D,',  D;)    X'i' +2H'xy -h  C'y- =  0. 

Conditions  pour  que  D,  et  D;  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  D,',  D.;. 

5157.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  points.  Former  l'équation  du  sixième  degré  qui  admet  pour  racines  ses  siï 
valeurs. 

5158.  —  Etant  donné  les  deu.v  droites  ■2x-h3y=\  et  y  =  5x,  trou>er  la  condition  pour  qu'un  point  (Xo,  i/a)  soit 
dans  lan^'le  obtus  de  ces  deux  droites. 

5159.  —  On  donne  une  circonférence  de  centre  0  et  deux  tangentes  fixes  T  et  T'.  Une  tangente  variable  rencontre 
T  et  T'  aux  points  A  et  A'.  Montrer  que  l'angle  AOA'  est  constant.  Que  devient  cette  propriété  si  Ton  fait  une  projection 
conique  ?  

»\         PC 
5160    —On  lionne  un  triangle  ABC.  un  point  M  variable  sur  AB  et  un  point  1'  viiriable  sur  AC  tels  que  ^  =  -^r  • 

51 B  PA 

Lieu  du  milieu  de  Ml'. 

5161.  —  On  donne  deux  cercles  dont  l'un  0'  est  intérieur  à  l'autre  0.  Une  tangente  variable  au  cercle  0'  rencontre 
le  cercle  0  aux  points  M  et  N.  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MNC. 

5162.  —  Condition  pour  le  faisceau    ax'  +2bx^y'-*-  cy'  —0    soit  harmonique. 

5163.  —  Conditions  pour  que  l'équation  ax'  -f-  Ux'y  +  Scxi/'  +  dy^  0  représente  trois  droites  faisant  deux  à  deux 
des  angles  de  120». 

5164.  —  Couper  di-ux  faisceau v  liomographiiiues  par  une  sécante  telle  que  les  deux  faisceaux  déterminent  sur  elle 
une  involulion. 

5165.  —  On  donne  sur  une  droite  A  deux  divisions  en  involution  et  un  point  A  en  dehors  de  la  droite.  On  joint  le 
point  A  à  un  point  m  quelconque  de  la  droite,  et  du  point  homologue  m  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  Am.  Lieu  du 
pied  de  cette  perpendiculaire. 

5166.  —  Déterminer  trois  cercles  ayant  leurs  centres  en  trois  points  donnés  et  tangents  entre  eux. 

5167.  —  Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  connaissant  la  flèche  et  la  corde. 

5168.  -  Aire  de  la  podaire  d'un  cercle  par  rapport  à  un  point  situé  à  l'intérieur  du  cercle. 

5169.  —  Uectiflcation  d'un  arc  de  parabole. 

5170.  —  On  considère  la  courbe  x  =:  f{l),  ;/=&(<),  et  un  point  M  de  cette  courbe.  Comment  la  courbe  tourne- 
t-elle  en  ce  point  sa  concavité  par  rapport  à  l'origine  ? 

5171  — Etant  donnée  la  courbe  xx  —  j/)'  —  iy{x  —  y)  —  mx  =  0,  déterminer  m  de  manière  qu'une  des  asymptotes 
passe  par  Ir  point    .r      1,    y      i.'  tk)nstruire  la  courbe. 

5172.  —Asymptotes  de  la  courbe    x(x  +  ij)' —  iy{x -^  y)  —  3x —  0. 

517a.  —  Bayon  de  courbure  di-  la  courbe    x  —  acos'o,     i/ =  fc  sin' o      Cosinus  directeurs  de  la  tangente.  Arc  de  la 

courbe. 

a  /  ~         -—\ 
ôiT/t.  —  C.ilculer  l'arc  de  la  courbe    y  =  — >«"-+-«    "/•     l.ieu  du  point  obtenu  en  portant  sur  la  tangente  dans  le 

sens  des  arcs  décroissants  une  longueur  égale  à  l'arc. 

5175.  -  Ci'ntre  de  courbure  en  un  point  de  la  parabole. 

5176.  -  Rayon  de  courbure,  rentre  de  courbure  et  développée  de  la  courbe    ;/  -—  sin  x. 

5177.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  d'une  courbe  on  porte  une  longueur  MP  égale  à  une  constante, 
l.ieu  du  point  P,  tangente. 

&17K.  —  Trouver  les  points  du  plan  des  tij  pour  les(iuels  on  a     y/i  +  ^Ji  <.  \ . 
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5179.  _  Par  un  point  M  d'une  courbe  plane,  on  mène  une  droite  faisant  avec  la  normale  en  M  un  angle  constant,  et 
on  prend  sur  cette  droite  une  longueur  constante  MP.  Lieu  du  point  P.  Tangente  en  ce  point. 

5180.  —  Equations  paramétriques  delà  cycloîde.  Aire.  Longueur  d'un  arc.  Courbure.  Développée. 

5181.  —  Rectifier  la  courbe    p  =  ae""". 

518.>  _  Sur  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  plane  on  porte  une  longueur  MA  égale  K  une  constante  a,  puis 
sur  la  noniiale  au  mèms  point  une  longueur  MB  égale  à  une  constante  h.  Trouver  le  point  de  contact  de  la  droite  AB  et  de 
son  enveloppe. 

5183.  —Courbes  parallèles. 

5184.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  dune  spirale  logaritlimique  on  porte  une  longueur  égale  au  rayon  de  courbure. 
Déterminer  l'aire  d'un  secteur  de  ce  lieu. 

5185.  —  On  considère  la  lemniscate    ?-  =  cos  2  u,     et  deus  points  .M  et  M'  de  cette 

courbe  dont  les  angles  polaires  6  et  6'  vérifient  la  relation    cos  0  cos  0'  =  -     •    Démontrer 

que    arc  AM  =  arc  OM'. 

5186.  —  On  donne  deux  points  li\es  A  et  B  et  on  demande  le  lieu  des  points  M  tels 
que    MA.MB  =  A'.     Discuter. 

I  5187.  —  A  tout  point  M(a;,  y)  du  plan  on  fait  correspondre  un  point  M'iX,  Y)  tel  que 

l'on  ait    X  +  tV  =  e^^''-'.    Montrer  que  cette  transformation  conserve  les  angles. 

Même  question  pour  la  transformation    X  ■+-  i\  =  .r  J-  yi)-. 

5188.  —  Evaluer  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes    y'  —  ipx  =  0,    ay'  —  x'  =  0 . 

5180  —  Deux  tiges  d'égale  longueur  OA  et  AB  sont  articulées  en  A;  le  point  0  est  fixe  et  le  point  B  se  meut  sur 
une  droite  fixe  passant  par  le  point  0.  Trouver  le  lieu  d'un  point  de  la  droite  AB. 

5190.  —On  considère  la  cubique  ,r- -t- !/=,(aj:  +  fti/j -t-xy  =  0.  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  en  fonction 
d'un  paramètre.  Relations  entre  les  paramètres  de  trois  points  en  ligne  droite.  Kn  déduire  les  points  d'inOesion.  La  tangente 
en  im  point  Mi  rencontre  la  courbe  en  Mi.  la  tangente  en  .M;  rencontre  la  courbe  en  M3,...  ;  limite  de  M„. 

5191.  —  Construire  la  courbe  ?  =  0  sin'  -  •  Une  droite  passant  par  le  pôle  la  rencontre  en  trois  points.  Montrer 
que  les  tangentes  en  ces  points  forment  un  triangle  équilatéral. 

5192.  —  On  considère  la  courbe    y  =  Ooi"  +aii"-'  -h  ■■■  +  a„.     Trouver 
la  tangente  et  le  centre  de  courbure  au  point    x  =  0,    y  =  a„. 

a  I  ~       -— \ 

5193.  —  On  considère  la  chaînette    y  —  —ie  a  -^-  e    «1.     et    soit    k[a,   0) 

son  sommet.  On  porte  sur  la  tangente  en  M  une  longueur  MP  égale  à  l'arc  MA. 
Lieu  du  point  P. 

Montrer  que  la  tangente  en   P  est  perpendiculaire  à  MP,  et  rencontre  Ox  au 
point  Q,  projection  de  M  sur  Ox.  Démontrer  que  PQ  est  égal  à  a. 

5194.  —  Inversement  trouver  toutes  les  courbes  dont  la  tangente  aune  valeur 
constante. 

5195.  —  On  coupe  la  parabole  i/- —  2pj;  =  0  par  une  parallèle  à  Oj/  qui  la  rencontre  en  .M  et  M'.  Trouver  le 
moment  d'inertie  du  segment  OM.M'  par  rapport  à  0.r  et  par  rapport  à  0(/. 

5196.  —  Trouver  l'équation  cartésienne  de  la  courbe  p  =  «  —  (/cosw.  Intersection  de  cette  courbe  et  d'un  cercle 
passant  par  le  point  double.  Pouvait-on  prévoir  le  nombre  des  points  de  rencontre  ? 

5197 .  —  Construire  la  courbe  (xy  —  x  —  y)'  +  2xy  =  0.  Montrer  qu'elle  est  unicursale,  et  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre. 

5198.  —  On  doiuie  une  courbe  C  et  sur  cette  courbe  un  point  fixe  M»;  sur  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  et 
du  côté  du  point  .Mo  on  prend  un  point  P  tel  que  MP  soit  égal  à  lare  M^M.  Coordonnées  de  P,  tangente  à  la  courbe  décrite 
par  P.  Itayon  de  courbure. 

5199.  —  Longueur  du  linia(;on  de  Pascal. 

5200.  —  Entre  les  coordonnées  de  deux  points  M  et  Mi  on  a  les  relations  x,  =  ax-i-b,  x'I  —  yj  =  a{x-  +  y')  ■+■  c. 
Tangentes  aux  points  correspondants.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  normales. 

5201 .  —  X  tout  point  d'aCflxe  ;  on  fait  correspondre  un  point  .l'affixe  ;'  tel  que  :'  =  —  •  Montrer  que  c'est  une 
inversion,  suivie  d'une  symétrie.  Construction  du  point  2'  connaissant  le  point  :. . 

5202.  —  Aire  comprise  entre  les  deux  paraboles    y-—  2px  =  0,    x-  —  ipij  =  0. 

5203.  —  Quelle  est  la  courbe  représentée  par  les  équations     .r  =  ch  (,    j/  =  sh  <  .'     Interprétation  géométrique  de  t. 
520'».  —  On  donne  deux  cercles  égaux  et  tangents;  on  considère   un  point  variable  M  sur   l'un   d'eux,  on   prend    la 

polaire  de  ce  point  par  rapport  à  l'autre,  et  le  point  P  où  cette  polaire  rencontre  la  parallèle  à  la  ligne  des  centres  menée 
par  le  poUit  M.  Lieu  du  point  P.  Construire  la  courbe  obtenue. 

520o.  —  On  suppose  que  les  équations  paramétriques  d'une  courbe  .r  =  [{l\,  y  =  o(t)  renferment  une  variable  À. 
Comment  aurait-on  l'enveloppe  des  courbes  obtenues  en  faisant  varier  À  ? 

5206.  —  On  considère  une  courbe  en  coordonnées  polaires  définie  par  les  équations    ?  =  ({s),    <»  —  °[i),  s  désignant 
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l'arc  de  la  courbe.  Les  fonctions  f{s)  et  œ(s)  sont-elles  arbitraires  ?  A  chaque  valeur  de  s  correspond  un  point  de  la  courbe 
M  :  on  mène  la  tangente  MT  dans  le  sens  des  arcs  croissants,  et  on  considère  sur  OM  la  direction  0:,  telle  que  {Ox,  0:)  =  w. 
Cilculer  le  sinns  et  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  directions  0:  et  MT. 

5207.  —  Trouver  une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  constant  les  droites  passant  par  un  point  &\e. 

5208.  —  Trouver  les  courbes  dans  les(|uelles  le  rayon  de  courbure  est  égal  et  de  sens  contraire  à  la  normale. 

5209.  —  Trajectoires  orthogonales  des  cercles  de  rayon  constant  passant  par  un  point  Dxe. 

5210.  —  On  considrre  un  axe  polaire  Or  et  deux  courbes  C  et  C.  Ine  droite  passant  parle  point  0  rencontre  ces 
courbes  aux  points  M  et  M'  :  on  mène  les  tangentes  en  ces  points,  elles  se  coupent  en  un  point  P.  Étant  donnée  la  courbe  C, 
peut-on  déterminer  la  courbe  C  de  manière  que  le  point  I'  soit  constamment  sur  Ox  ? 

5211.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  produit  du  cube  de  la  distance  d'un  point  li\c  h  une  tangente  quelcon(|ue 
par  le  rayon  de  courbure  du  point  de  contact  soit  constant. 

5212.  —  Trajectoires  orthogonales  des  courbes    x-  +  >j'  =^  i,     >,j;  —  i/  =  le  "  . 

5213.  —  Comment  peut  on  déterminer  une  courbe  connaissant  une  relation  entre  le  rayon  de  courbure  R  et  l'arc  s, 
li  =  fis)  ? 

5214.  —  Trajectoires  ortliogonales  des  courbes    x--t-  ;/-  —  2).i/  -l-  «*  =  0. 

5215.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  point  fixe  .A  sur  Oj/.  Trouver  une  courbe  telle  que  la 
tangente  en  un  point  quelconque  M  rencontre  0.'  en  un  point  P  équidistant  de  M  et  de  .\  (*). 

5216.  —  On  donne  un  cercle,  et  on  demanile  de  déterminer  une  courbe  telle  que  la  tangente  en  un  point  quelcon- 
que M  rencontre  le  cercle  en  un  point    P,     de   manière  que  .MP  soit  égal  au  rayon. 

5217.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  portion  de  normale  comprise  entre  le  point  d'incidence  et  Oj-  soit  la  moitié 
du  rayon  de  courbure. 

5218    —  Trouver  une  courbe  telle  que  l'arc  s  soit  une  fonction  de  j  ou  de  y. 

5219.  —  Trouver  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure  soit  constant. 

5220.  —  Soit  M  un  point  d'une  courbe,  P  et  (j  les  points  où  la  tangente  et  la  normale  en  M  rencontrent  la  perpendicu- 
laire menée  par  le  point  0  à  OM.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  PQ  soit  constant. 

5221 .  —  Déterminer  une  courbe  plane  telle  (|ue  si  l'on  désigne  par  C  le  centre  de  courbure  en  un  point  M  quelconque, 
et  0  un  point  fixe  du  plan,  l'angle  COM   soit  droit 

5222.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  si  par  un  point  M  de  cette  courbe  on  mène  une  parallèle  à  Os,  et  par  le  point 
0  une  parallèle  à  la  tangente  en  M  qui  rencontre  la  première  au  point  P,  le  milieu  de  MP  décrive  une  courbe  donnée. 

5223.  —  Trajectoires  orthogonales  des  paraboles  ayant  pour  axe  Ox  et  pour  directrice  Oi/. 

5224.  —  Trajectoires  orthogonales  d'une  famille  d'elliiises  homothétiques  et  concentriques. 

5225.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que.  Mo  étant  un  point  fixe  de  cette  courbe  et  M  un  point  quelconque,  l'arc  >I„M 
soit  proportionnel  à  l'aire  du  secteur  0M„}1.  0  désignant  un  point  fixe  du  plan. 

5226.  —  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe,  P  sa  projection  sur  Oj-,  N  eMT  les_£oints  de  rencontre  avec  0.i-  de 
la  normale  et  de  la  tangente  au  point  M.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  l'on  ait   PT  -*-  O.N    =  O-M". 

5227.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes    f-  =  X '    • 

5228.  —  On  considère  une  courbe  C  et  un  point  fixe  0.  On  joint  le  point  0  à  un  point  quelconque  M  de  la  couil.e,  et 
par  le  point  0  «n  mène  une  perpendiculaire  à  OM  qui  rencontre  la  normale  en  M  au  point  P.  Déterminer  la  courbe  de 
façon  que  le  centre  de  courbure  en  M  soit  le  milieu  de  MP. 

5229.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  longueur  du  rayon  vecteur  soit  égale  à  la  longueur  de  la  tangente. 
52:}0.  -  Trouver  les  courbes  pour  lesiiuellcs  la  normale  et  la  tangente  forment    avec  Ox  un  triangle  d'aire  constante. 

5231 .  —  Trouver  les  courbes  dont  le  centre  de  courbure  se  projette  sur  Oj,  au  point  de  rencontre  de  cet  axe  et  de  la 
tangente. 

5232.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  projection  de  la  normale  sur  le  rayon  vecteur  soit  constante. 

5233.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  et  la  normale  en  chaque  point  interceptent  sur  Oj-  un  segment  de 
valeur  (ùnstante. 

5234.  —  trouver  la  courbe  dont  la  normale  a  une  longueur  constante  ;  (|uelles  sont  les  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  trouvées  .' 

5235.  —  Trouver  la  courbe  iliml  l'arc  est  proportionnel  au  rayon  vecteur. 

5236.  —  Quelles  sont  les  courbes  planes,  .lans  lesquelles  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  partie  de  normale 
comprise  entre  la  courbe  et  Oj-  '.' 

5237.  —  Déterminer  les  courbes  planes,  .lont  les  tangentes  et  les  normales  engendrent  sur  une  droite  une  involution. 

5238.  —  Trouver  les  courbes  telles  (|ue  le  produit  de  la  normale  par  la  sousnormale  ail  une  valeur  conslaiitc. 

5239.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  projection  ilu  rayon   vecteur  sur  la  tangente  soit  proportionnelle  à  l'arc. 

5240.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  soit  égal  au  segment  de  la  normale  intercepté  entre  deux 
droites  parallele>, 

5241 .  —  Trouver  les  courbes  telles  que  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  soit  égal  à  mw. 
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5242.  —  Trouver  les  lourbes  telles  <iiie  l;i  longueur  de  la  iioniiale  soit  proportionnelle  :i  l'abscisse  du  point  de 
rencontre  de  la  normale  et  de  0.r. 

524:i  —  Trajectoires  orthogonales  d'une  famille  d  ellipses  srniljlables  à  une  ellipse  donnée,  ayant  pour  axe  Ox  et 
passant  par  un  point  lixe  de  Oy. 

0244.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  le  segment  détermin(';  sur  i)ij  par  la  tangente  et  la  normab'  en  un  point  soit 
constant. 

5245.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  si  ou  désigne  par  .M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  C  le  centre  de 
courbure  en  ce  point,  et  0  un  point  llxe  du  plan,  l'angle  de  OC  avec  OM  ait  une  valeur  constante  j. 

5246.  —  La  polaire  d'un  point  .M  par  rapport  à  une  parabole  lencontre  la  couibe  en  deux  points  A  et  B.  Quel  lieu 
doit  décrire  le  point  M  pour  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  MAI!  soit  langent  à  la  parabole  ? 

[A  suivre.) 
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AGRÉGATION  DES  SCIKNCES  .MATH£.MATIULES 

Malhémaliques  élévienlaires  {*). 

1°  Étant  donné  un  triangle  ABC  ayant  pour  côtés  BC  =  «,  CA  =  6,  AB  =  r,  Irouvor  dans  le  plan  de 
ce  triangle  le  lieu  du  point  M  tel  que 

±a.MA'^6.MB'  =  c.MC'  =  a.ft.c,  U) 

en  prenant  toutes  les  combinaisons  de  signes  possibles. 
2°  Le  lieu  cori'espondant  à  l'équation 

6.MB"4-c..\ÏC-  — a.MÂ'  =  a.b.c 
est  un  cercle  S.4.    On  trouverait  de  même  un  cercle   Sb   et  un  cercle   Se.    On  considère  tous  les  triangles  ABC 
inscrits  à  un  cercle  donné  et  circonscrits  à  un  deuxième  cercle  donné  et  intérieur  au  premier:  Calculer  la 

somme 

i  I  1 

-T5-  +  —  +  — • 

pA,  ?B,  ?c  désignant  les  ravons  des  cercles  S.i,  Su,  Se. 

3°  Calculer  les  puissances  des  sommets  A,  B,  C  et  des  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrils  au  triangle 
ABC  par  rapport  au  cercle  Sa.  Déterminer  les  points  d'intersection  de  ce  cercle  Sa  et  des  côtés  du  triangle  ABC. 

4o  Si,  les  sommets  B,   C  restant  fixes,  le  rapport  demeure  invariable,  le  cercle   Sa  est  orthogonal  à  un 

cercle  fixe. 

50  On  donne  le  cercle  Sa,  le  cercle  exinscrit  au  triangle  ABC  et  situé  dans  l'angle  A,  ainsi  que  le  point  de 
contact  de  ce  cercle  et  du  cAté  BC.  Ti-ouver  l'enveloppe  de  la  droite  joignant  les  points  de  contact  de  ce  cercle 
exinscrit  et  des  côtés  .\B,  AC. 

t)°  Lieu  du  point  .M  vérifiant  l'une  des  équations  (1)  quand  ce  point  n'est  plus  assujetti  à  rester  dans  le 
plan  ABC. 

Mathématiques  spéciales. 

1544.  —  l"  On  considère  la  courbe  dont  l'équation  est,  en  coordonnées  rectangulaires, 
(x-  -h  y^)-  —  ojix-  ■+■  i/-)  —  a-ii-  =  0, 
et  on   demande  d'exprimei-  .c   et   1/   en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre,  de  construire  la  courbe  et  de 
trouver  les  relations  qui  lient  les  valeurs   de   re  paramètre  loirespontlant  à  quatre  points  situés,  soit  sur  un 
cercle  ne  passant  pas  par  l'origine,  soit  sur  une  droite  ne  passant  pas  par  l'origine. 

2°  Soient  Ml  le  point  où  le  cercle  osculaleur  en  un  pniiil  -M  rencontre  de  nouveau  la  courbe,  .Mj  le  point 
où  le  cercle  osculateur  en  Mi  rencontre  de  nouveau  la  courbe,  etc.;  démonti-erque  si  quatre  points  M  stmt  sur 
une  droite  D,  les  points  .Mi  coi-respondants  sont  en  général  sur  un  cercle,  ortliogonal  h  un  cercle  lixe  si  D 
varie.  Si  les  points  Mi  sont  sur  une  droite  Di,  les  points  .M.,  sont  sur  une  droite  l)j,  et  ainsi  de  suite;  trouver 
la  position  limite  des  droites  D,  Di,  Dj... 


(•)  Des  solutions  étudiées  île   la  question  de  .Mathématiques  élémentaires  sont  publiées  dans  le  Journal  île  Halhematiqnea 
élémenlaires . 
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Si  quatre  points  M  sont  sur  un  cercle  C,  les  points  Mi  correspondants  sont,  en  général,  sur  un  cercle  Ci  ; 
démontrer  que  s'ils  sont  sur  une  droite  il  existe  deux  points  fixes  P  et  P'  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit 
les  segments  déterminés  sur  ox  par  les  cercles  C.  Dans  le  cas  général,  les  points  Mo  sont  sur  un  cercle  C2, 
etc.;  quelles  conditions  doit  remplir  le  cercle  C  pour  que  les  points  M,,  soient  sur  une  droite"?  Dans  l'hypo- 
thèse où  tous  les  points  obtenus  successivement  sont  sur  des  cercles  C,,  C2...,  trouver  vers  quelles  limites 
tendent  les  puissances,  par  rapport  à  ces  cercles,  des  points  de  la  courbe  situés  sur  ox;  en  déduire  la  limite  de 
ces  cercles. 

30  Trouver  le  lieu  d'un  point  A  tel  que  quatre  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point  soient 
sur  un  cercle  Y;  quel  est  le  nombre  des  tangentes  réelles  menées  de  A  ? 

Démontrer  que  le  cercle  1"  est  orthogonal  à  un  cercle  fixe  et  trouver  le  lieu  de  son  centre. 

Composition  sur  t'analyse  el  ses  appliculions  géométriques. 

1"  Soient  ^,  y,  :  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  quelconque  d'une  surface  S;  p  et  5  les  para- 
mètres directeurs  du  plan  tangent  en  ce  point,  définis  par  la  relation  identique 

(1)  d:—pdx  —  qdy  =  0; 

exprimer  ces  cinq  quantités  à  l'aide  de  deux  paramètres  variables   i    et   6,    de  manière  à   vérifier,    outre  la 
relation  (1)  les  suivantes  : 

(2)  I  —  px  —qy^:,, 

(3)  H  =  ,Û-r, 

(4)  ^  p-|-î?  =  «f:.,  ?), 
u  (a,ji)  étant  une  fonction  donnée  de  a  et  de  >■. 

Si  l'on  prend    2   et   ?   comme  variables  indépendantes,   il  existe  en  général  un  système  et  un  seul  de  cinq 
fonctions  x,  y,  z,  p,  7  satisfaisant  aux  conditions  précédentes  et  on  l'obtient  sans  aucun  signe  de  quadrature. 

Faire  voir  que  la  surface  S  ainsi  obtenue,  se  réduit  k  une  courbe  si         .,   =  0,    et  dans  ce  cas  seulement. 

Former  l'équation  ditiérentielle  des  lignes  asymplotiques  de  la  surface  S  dans  le  système  de  coordonnées 
curvilignes»,?.  Montrer  que  les  lignes  «  =  const.,  ?=const.  sont  conjuguées  sur  S.  Les  développables 
circonscrites  à  la  surface  suivant  les  lignes  a  =  const.  sont  des  cônes,  ijuel  est  le  lieu  des  sommets  de  ces 
concs  ? 

2°  Pour  que  les  développables  circonscrites  ii  S  suivant  les  lignes  ;i  =  const.  soient  également  des 
cônes,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  «  soit  de  la  forme 

u  =  Aiî+ =iB, -i-li'. 
où  A  est  une  fonction  quelconque  de  a  seule  ;  B,  Bi,  Bi  trois  fonctions  quelconques  de  ,i  seule. 

Si  l'on  choisit  de  toutes  les  manières  possibles  la  fonction  A  (les  fonctions  B,  Bi,  B2  étant  au  contraire 
prises  une  fois  pour  toutes)  la  surface  S  ne  cesse  pas  de  vérifier  une  certaine  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles 

(5)  Pp  -H  Qq  -  K 

où  P,  Q,  li  sont  des  fonctions  de  x,  y,  :.  Quelles  sont  les  caractéristiques  de  cette  équation? 

Le  lieu  des  sommets  des  cùnes  circonscrits  suivant  les  courbes  ?=  const.  est  le  même  pour  toutes  les 
surfaces  intégrales  de  l'équation  (5). 

3"  Comment  doivent  être  choisies  les  fonctions  H,  Bi,  B>  pour  que  ce  lieu  soit  une  droite  1)  (non  située 
dans  un  même  plan  avec  l'axe  des  z)  ! 

.Montrer  (|u'oii  peut  alors,  sans  diminuer  la  génrr  ilit  •,  ramener  les  fonctions  Bi,  Bj  ii  être  des  polynômes 
du  premiei-  degré  en  ?. 

Comment  s'intégrerait  l'équation  des  lignes  asymplotiques  des  surfaces  S  ainsi  obtenues? 

Uue  trouverait-on  en  rapportant  ces  surfaces  à  de  nouvelles  coordonnées  ayant  pour  axe  des  z  la  droite  D  ? 

Uuelle  relation  ont-elles  avec  les  surfaces  analogues  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  jouer  à  la  droite  D  le 
rôle  de  l'axe  des  -  primitifs,  et  à  celui-ci  le  rôle  de  la  droite    D  ? 

A  quelle  forme  siuiple  pourrait-on  ramener  l'équation  de  l'une  de  ces  surfaces  par  une  transformation 
homograplii(|ue  ? 

Mécaniiiiie  rationnelle. 

l'n  solide  de  révolution  homogène  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité,  que  l'on  suppose  fixe 
dans  l'espace.  Ce  centre  de  gravité  est  le  sommet  commun  ii  deux  trièdres,  l'un  orr.r  fixe  dans  l'espace,  l'autre 
Oxy:  lié  au  solide,  0:  étant  dirigé  suivant  l'axe  de  révolulion  . 
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Un  point  P,  sitin'  sur  0;,  iiune  distance  donnée  d  du  point  0,  est  soumis  à  une  force  perpendiculaire  à 
l'axe  OZ  et  dirigée  vers  cet  axe  ;  la  valeur  absolue  de  cette  force  est  égale  à  AMp,  k  étant  un  coeflicient  cons- 
tant, M  la  masse  totale  du  solide  S,  ?  la  distance  du  point  P  k  0'. 

1°  Former  les  équations  différentielles  qui  servent  à  déterminer  en  fonction  du  temps  les  paramétres  lixant 
la  position  du  trièdre  mobile. 

2°  Si  l'on  suppose  que  l'axe  du  solide  S  est  d'abord  placé  perpendiculairement  à  Ot  et  que  l'on  imprime  au 
solide  une  rotation  initiale  autour  de  Oz,  cette  rotation  persistera  ensuite.  Quelle  valeur  minimum  peut-on 
attribuera  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  pour  qu'elle  soit  stable,  c'est-ii-dirc  telle  que  si  l'on  vient  à 
troubler  très  peu  le  mouvement,  l'axe  Oz  reste  indéliniment  très  voisin  du  plan  ;0r,  ".' 

3°  En  supposant  que  l'axe  0:;  est  placé  primitivement  d'une  manière  donnée  quelconque  et  que  la  compo- 
sante suivant  0-  de  la  rotation  initiale  est  donnée  différente  de  zéro,  quelles  doivent  être  les  autres  conditions 
initiales  du  mouvement  pour  que  0;  tende,  lorsque  le  temps  croit  indéfiniment,  vers  une  position  limite 
perpendiculaire  à  Or?  Dans  le  cas  où  ces  conditions  sont  remplies,  quelles  sont  les  principales  circonstances 
du  mouvement? 

4°  Etudierle  mouvement  dans  le  cas  particulier  suivant  :  le  solide  S  est  constitué  par  une  tige  rigide,  de 
masse  négligeable,  dirigée  suivant  0-,  et  par  deux  disques  circulaires  identiques  avant  leurs  centres  sur  Oj  et 

leurs  plans  perpendiculaires  à  cet  axe,  à  une  distance  du  point   0  égale  à  ^7- •  Pour  cliacun  des  disques,  la 

V  ■- 
masse,  représentée  par   m,    est  supposée  répartie  uniformément  sur  une  circonférence  de  rayon  égal  k  /.    Le 
point  P  est  le  centre  de  l'un  des  disques  et  le  coeflicient  h  est  égal  à  2.  Les  conditions  du  n"  3  sont  remplies  el 

la  composante  suivant  Oj  de  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  initiale  est  égale  k  — r^-  Trouver  le  lieu  de  l'axe 

V- 

Oz  du  solide. 

5°  Les  conditions  du  n°  3  étant  remplies  pour  un  solide  de  révolution  S  quelconque,  on  imprime  k  ce 
solide,  k  un  certain  moment,  une  percussion  de  grandeur  donnée  et  de  direction  perpendiculaire  au  plan  :0Ç. 
Suivant  quelle  ligne  d'action  faut-il  appliquer  celte  percussion  pour  que  l'axe  0:  dans  le  mouvement  ultérieur 
tende  vers  une  position  limite  perpendiculaire  k  0??  Comparer  le  nouveau  déplacement  de  l'axe  0^  avec  celui 
qui  aurait  eu  lieu  sans  la  percussion. 

Xota.  —  l.a  position  du  trièdre  mobile  par  rapport  au  trièdre  fixe  sera  déterminée  par  les  angles  d'Euler, 
9,  6,  0.  Si  A  et  G  désignent  les  moments  principaux  d'inertie  par  rapport  à  Ox  et  Oj;  p,  q,  r  les  composantes 
de  la  rotation  suivant  Ox,  Oy,  Oz  et  21  la  force  vive  du  solide,  on  rappelle  les  formules  suivanles  : 

p  =  "i'  sin  6  sin  o  -h  H'  cos  c., 
q  =  îi-'sin  0  cos  <p  —  <)'  sin  3, 
r  =  <)/'  cos  0  -I-  o', 
2T  =  A(p-  -I-  g-}  -+-  Cr-  =  A(sin2  W-  -h  <)'-)  +  C(-V  cos  9  +  o')-. 
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1545.  —  On  considère  la  droite  variable  a  qui  a  pour  équation  par  rapport  k  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Oj;  et  Oy, 

X  cos  »  -t-  1/  sin  I  —  p  =  0, 
p  étant  une  fonction  de  n. 

1°  Déterminer  cette  fonction  de  a  de  façon  que,  si  M  est  le  point  de  contact  de  A  avec  son  enveloppe  r, 

3 
l'angle  de  la  droite  Ojc  avec  la  droite  OM  soit  égal  à  -^a.  Calculer  les  coordonnées  de  M  en  fonction  de  a  et 

montrer  qu'on  peut  les  exprimer  rationnellement  en  fonction  de  Ig  — •    Former  l'équation  polaire  de  f  quand 

on  prend  0  pour  pôle  et  Oj;  pour  axe  polaire. 

20  Construire  la  courbe  r.  Cette  courbe  présente  une  boucle,  calculer  la  longueur  de  cette  boucle  et  l'aire 
limitée  par  cette  boucle. 

3°  Un  abaisse  du  point  0  la  perpendiculaire  01  sur  A.  Déterminer  le  lieu  du  point  1.  Montrer  qu'il  existe 
un  rapport  constant  entre  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  01  et  l'arc  décrit  par  le  point  de  contact  M  de  la 
droite  A  avec  son  enveloppe. 
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4"  Une  droite  quelconque  passant  par  l'origine,  d'angle  polaire  'i  par  rapport  à  Oar,  rencontre  r  en  trois 
points  Ml.  Mo,  .M;.  Montrer  que  les  tangentes  aux  points  Mi,  Mo,  M3  à  F  forment  un  liiangle  équilatéral 
admettant  l'origine  à  son  intérieur.  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  C  de  ce  triangle  en  fonction  de  6 
et  trouver  le  lieu  de  C,  quand  0  varie. 

5*  Kn  un  point  M  variable  sur  r  on  mène  la  droite  A'  perpendiculaire  à  OM.  Déterminer  l'enveloppe 
r'  de  y.  Calculer  les  coordonnées  du  point  M'  de  contact  de  A'  avec  son  enveloppe  en  fonction  de  »  et  mon- 
trer qu'on  peut  les  exprimer  rationnellement  en  fonction  de  Ig  -5-  •    Former  l'équation  polaire  de  r'  quand  on 

prend  0  pour  pôle  et  Oa;  pour  axe  polaire.  Construire  cette  courbe  r'. 

Ch.  Michel. 

1546.  —  I"  Équation  générale  des  quadriques  Q  qui  sont  équilatères  et  qui  contiennent  deux  droites  fixes 
D  et  A. 

2°  Montrer  que  parmi  les  quadriques  Q  il  y  a  quatre  surfaces  gauches  de  révolution.  Calculer  pour  l'une 
d'elles  la  portion  de  surface  comprise  entre  le  cercle  de  gorge  et  l'un  des  parallèles  de  rayon  triple.  Construire 
les  axes  de  ces  surfaces  gauches. 

3°  On  considère  les  génératrices  des  quadriques  0.  de  même  système  que  D  et  a  qui  passent  par  un 
point  A.  Prouver  qu'elles  restent  dans  un  plan  P. 

4»  Lieu  du  point  .\  lorsque  ce  point  est  en  ligne  droite  avec  les  deux  points  d'inlerseclion  du  plan  P  et 
des  droites  D  et  a. 

Th.  L. 
♦ 
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1489    —  0/1  consid^i-p  la  courbe  représentée  par  l'équation 

p-  =  a- 

{"  Construire  celle  courbe, 

2"  Calculer  l'aire  limitée  par  un  arc  et  deux  rayons  vecteurs. 

3°  t'ette  aire  étant  recouverte  d'une  couche  infiniment  mince  de  maticre  pesante  dont  la  densité  est  en 
chaque  point  inversement  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au  pûle^  calculer  la  masse  totale  de  la 
couche. 

4°   Trouver  les  trajectoires  orlhofionules  des  courbes  considérées  en  y  faisant  varier  a-. 

i.   A  toute  valeur  de   m   comprise  entre   (l   el    -   réqualion 

pï  =  a^ — 

T.  —  10 

fail  correspondre  deux  valeurs  réelles  de   p   égales  et  de  signes  contraires,  donc  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  au  pôle. 

Quand  '••  croit  do  0  à  -,  la  valeur  positive  de  p  croit  de  0  à  -h  x  ;  nous  eu  déduisons  la 
brandie  de  courbe  UAHI,   qui  esl  asymplole  à   Ox,    car  on  a 

•    /           ,            -,           ■.  /      •"              .  /  '•'sin'-(-  -  10) 
p  sin  (1.1  —  r)  =  «  sin  (10  —  -)y —  nV/ , 

sin(r— (o) 
ei  comme    — a  pour  liinile  1  pour    lu  =  r,     onvoitque     p  sin  («u  —  -)     a  pour  limite  zéro. 

La  courbe  entière  se  compose  donc  de  la  branche  O.XHL  ol  de  sa  syniélrique  par  rapport  au 
point  0. 
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2.  Soit  à  déterminer  l'aire  du    secteur    OAB,    a  et   i   désignant  les  angles  polaires  des  points   A 
et   B.  Cette  aire  est  égale  à  l'intégrale  définie 

J  ^-Hi.\  AU  I 

2 


^X  ' ''^'^' 


t.  r  J. 


Or,  on  a 

et,  par  suite, 
d'où 


X'        OiduJ  T.   CJ 


L'aire  cherchée  est  donc  égale  à 


t[-^ 


^] 


3.   Supposons  maintenant  que  l'aire  du  secteur   OAB   soit  recouverte  d'une  couche  infiniment  mince 

A- 


Om 


de  matière  pesante  dont  la  densité  en  chaque  point  m  est  égale  à 

Considérons  deux  rayons  vecteurs  infiniment  voisins  OM  et  OM',  correspondant  aux  angles  polaires 
«j  et  w-4-rfu),  et  coupons-les  par  deux  arcs  de  cercle  mm'  et  nn'  ayant  pour  centre  le  point  0  et 
pour  rayons  respectivement  /•  et     )■-+-  dr.     Nous  découpons  ainsi  une  aire  infiniment  petite  égale  à 

-('•  +  rfr)-dco  — -/-Vw 

ou,  à   rdrd'o^    en  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre. 

La  masse  de  cet  élément  est  égale  à    — ;-rf;-rfto,   on  IcdrdM,   et,  par  suite,  la  masse  du  secteur  OMM' 

r 

est     /    kdrdM  ou  kpdoi.    Il  en  résulte  que  la  masse  totale  de  la  couche  est  égale  à  l'ialégrale  définie 


£'"■' 


Pour  calculer  l'intégrale  indéfinie     1  v/ — ^ — -  rfw,   posons    v/ = /,     nous  en  tiron 

j  y    7.  —  i.<>  V   -_,o 


=    '    5 


»XV; 

lu 

-rfo). 

,   posons 

s/^ 

(U 

^ 

-<» 

l-^-^- 
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par  suite, 
Donc, 

Or 

par  suite, 


■irJdt 

(1  -+-  t'Y 


t^  _  I 1_ 

(1  -h  /-)-     ~     1  +  f^  (1  -h  P 


i^c^)-^ 


1  r    <  1      1 1  '    "I 

=  arc ist +  arc \.^t  \  =  — -   arc isl ; - 

/       w 

Remplaçons   /   par  sa  valeur    \J  — 


nous  avons 


\/ rfto  =  ^   arc  tg  V / -^-^ Y 

et  la  niasse  cherchée  est  égale  à 

.[...n/;?,-  are  „  ^'^  . iSÎE^^^ËHI ] . 


-A-rt 


4.  Cherchons  d'abord  l'équation  dilférentielle  des  courbes     p-  =  a-  — 
En  diflérentiant  par  rapport  à  w    on  a  i. 


d'où,  en  éliminant  a-  entre  ces  deux  équations,     -^r-p 


avons  amsi 


Remplaçons  p' par  —  -^^     nous  obtenons  l'équation  dilTérentielle  des  trajectoires  orthogonales;  nous 

0 

p'         2(1)  (u)  —  ~) 

p  TT 

11  est  alors  facile  d'intégrer,  on  a 

2u)3  2ïL_„= 

Lp  =  — tu-  -\-  LA,  p  =  Ae  ^" 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  une  spirale  qu'il  est  aisé  de  construire. 


Posons    :  — 


oi',    nous  avons 


dz         2w(w  -  -lî) 


de   :,   et  par  suite  celle  de  p  (en  supposant    A>0) 


d'où   nous   déduisons    les    variations 


—  t» 

0 

■n 

3^ 
~5~ 

+  ^ 

00 

croit 

0 

décroît 

croît 

0 

croît 

-t-x 

0 

croit 

A 

décroit 

Ae"ï 

croît 

A 

croît 
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L'origine  est  un  point  asymptote. 
Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Bresse,  à  Belfort;  l>.  ItRizAnu,  à  Paris;  U.  Fuiii:iiv,  à  Uoannt'. 


II.  de  FAUIA. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  27 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE 


1471.  —  Soient  MF,  MF'  deux  rayons  vecteurs  variables  d'une  ellipse  de  foyers  F  et  F'.  La  perpen- 
diculnire  élevée  en  F  à  FM,  et  la  perpendiculaire  élevée  en  F'  à  F'M  se  rencontrent  en  P,  et  rencontrent  la 
première,  F'M  en  Q'  et  la  seconde,  FM  en  Q.   Construire  les  courbes:  1°  lieu  de   P;   2°  lieux  de   Q   et  Q'. 

1.  Supposons  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  soient  a  coso,   é  sin  o   les  coordonnées  du  point  M. 

La  droite  MF  a  pour  coefficient  angulaire    ■ — ^     et  par  suite,  la  perpendiculaire  élevée  en  F  à 

a  cos  o  —  c 

MF  a  pour  équation 

c  —  a  coso  s         ,      .  ,  >       „ 

V  =  — ; — : '- (x  —  c),  ou  (a  COS  o  —  c)x  -+-  ov  sin  o  —  cla  cos  o  —  c)  =  0. 

Nous  en  déduisons  l'équation  de  la  perpendiculaire  élevée  en   F'  à   MF'    en  changeant   c   en     —  c, 

ce  qui  donne 

(fl  cos  o  -+-  c)x  -+-  hy  sin  o  +  c(a  cos  ?  -H  c)  =0. 

Ces  deux  équations  peuvent  s'écrire 

«X  cos  o-\-  by  sin  o  +  c'^  —  c(x  +  a  cos  o)  =  0.  ax  cos  <?  -h  6j/  sin  o  -i-  c-  +  c(x  4-  a  cos  o)  =  0  ; 

elles  peuvent  se  remplacer  par  le  système  équivalent 

ax  cos  o  -h  Al/  sin  o  -(-  c^  =  0,  x  -ha  cos  i,  =  0. 

Pouravoir  le  lieu  du  point  P,  il  suffit  d'éliminer  o  entre  ces  deux  équations.  La  seconde  nous  donne 

cosç.  = ;     remplaçons  dans  la  première  cos^  par  cette  valeur,  nous  avons 


by 
et,  en  écrivant  que     cos-o+sin-o  =  1,     nous  obtenons 

^'-  (x    C"} 

— -  -H  ■ rr— ; =1,  OU  A'x-îy- -j- a'Cx"  —  c')^  —  0-6-!/'    =  0. 

a-  b^y-  ;;  V  /  a 

C'est  l'équation  d'une  courbe  du  quatrième  degré  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes. 
Pour  la  construire,  nous  résoudrons  son  équation  par  rapport  à  y-  ;  nous  avons 

2  _  «-(x-  — c'-)' 
^   ~    b^ia^  —  x')  ' 

A  chaque  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  contraires,  et  par  suite 
des  branches  de  courbe  symétriques  par  rapport  à  Ox  :  il  suffira  de  construire  l'une  d'elles,  par 
exemple,  celle  qui  correspond  à  l'équation 

(1)  y  =  ^^^^ 

Ov'a  —  x' 
le  radical  étant  supposé  précédé  du  signe    -h. 

En  changeant  x  en  —  x,  î/  ne  change  pas,  donc  la  branche  de  courbe  définie  par  cette  équation 
est  symétrique  par  rapport  à  Oj/,  et  on  peut  se  borner  à  construire  la  portion  de  cette  courbe  qui  corres- 
pond aux  valeurs  positives  de  x. 

En  résumé,  nous  discuterons  la  fonction  (l)  en  donnant  à  x  des  valeurs  positives  ;  nous  tracerons  la 
branche  de  courbe  correspondante,  et  nous  prendrons  sa  symétrique  par  rapport  à  Oy  et  par  rapport 
à  Ox. 

La  fonction  (I)  n'existe  que  si  x  est  plus  petit  que  a;  nous  ferons  varier  x  de  0  à  a.   La  dérivée  de 

dy         ax(  2a-  —  r  —  x-  ) 
y  par  rapport  à  x  est  ~^  —  T     '  > 

b(a-  —  X-]  • 
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elle  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de   x   appartenant  à  l'intervalle    (0,   a).    On  en   déduit    la 

variation  de  y 


\ 

y 

L) 

A 

V 

^ 

\/ 

A 

A 

0 

^A 

X 

/ 

D 

\ 

0 

c 

a 

c- 

croit 

0 

croit 

-HX 

Fig.  1. 


et  la  branche  de  courbe   DFL  qui  passe  par  le  foyer   (c,  0) 
et  est  asymptote  à  la  droite     x  =  a. 

La  tangente  au  point  D    (o,      —  —j     est  parallèle  à 

Ox,   et  la  tangente  au  point   F   a  pour  coefficient  angulaire 

En  achevant  par  symétrie  par  rapport  aux  deux  axes, 
on  obtient  la  courbe  représentée  par  la  figure  1. 


2.  Nous  allons  chercher  le  lieu  du  point  Q.    Pour  cela,  transportons  l'origine  des  coordonnées  au 

ftsino 
pomt    F;  la  droite    MF   a  pour  équation  y  =  — '■ — -  x. 


et  la  perpendiculaire  F'Q  à  F'M 


î/  = 


acos» —  ( 

acost?  ■ 


-(x  +  2c). 


ftsintp 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  Q,  il  faut  éliminer  o  entre  ces  deux  équations.  Cette  élimination, 
très  facile,  conduit  à  une  équation  du  quatrième  degré,  dont  la  discussion  est  assez  pénible. 

Pour  construire  cette  courbe,  il  sera  plus  simple  de  résoudre  les  deux  équations  précédentes  par 
rapport  k  x  et  y,  ce  qui  nous  donnera  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  du  para- 
mètre o. 

Nous  trouvons  ainsi 

2c(c*  —  a-  cos''  !j>)  —  2ic  sin  œ  (c  -+-  a  cos  o) 

b^  —  c-sin-o     '  "  6-  —  c^sin-o 

Il  sullira  de  faire  varier  o  dans  un  intervalle  dont  l'étendue  soit  égale  à  2-.  Si  l'on  change  <a  en 
—  o,  X  ne  change  pas  et  y  change  de  signe;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  ii  Ox.  Nous 
ferons  varier  o  de  0  à  -,  et  nous  prendrons  la  portion  symétrique  de  la  branche  de  courbe  obtenue  par 
rapport  à  Ox. 

Remarquons  que  x  el  y  deviennent  inlinis  si     b-  —  c-sin-o  =  0,     ou     sine.  =  — 

Nous  sommes  donc  conduits  à  distinguer  plusieurs  cas  suivant  que  b  est  supérieur,  inférieur  ou 
égal  à  c. 

Premikii  Cas.      b  >  c.       Dans  ce  cas,  a;  et  v  sont  continus  quand  o  varie  do  0  à  n. 

Désignons  par  «  l'angle  aigu  dont  le  cosinus  est  égal  à    —  ;    les  valeurs  remarquables  et  les  signes 

de  X  ci  de  y  sont  indiqués  dans  le  tableau  suivant: 


0 

a 

2 

:  —  a 

- 

-2c 

- 

0 

-H 

2c' 

-+- 

0 

- 

"c 

b-^  —  c- 

0 

- 

- 

6»  —  c» 

- 

0 

-(- 

0 
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On  en  déduit  la  forme  de  la  courbe  {/îg.  2). 
Nous  avoDs 


dx 
'oh 


2è'esin2o 


Fig.  2. 


(6-  —  c-  sin-  o)- 
dy        ^bc  c^cos^a-i-a(c^—'ib-)cos^o—a^ccoso-i-a{b^—c-)] 
do  (b- — c-sin-o)* 

et  par  suite  le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  en  chaque 
point  a  pour  valeur 

dij         c''cos'o-i-a'c- — 2i-)cos'-9  —  a-c  ces  z,-hat  h- — c-) 
dx  ~  b^  sin  2=; 

La  tangente  au  point     F'(—  2c,  0)     est  donc  parallèle 
à  Oy;  il  en  est  de  même  de  la  tangente  au  point   D    qui 

correspond  à     ■:.=  --■ 

Deuxième  cas.     b  <C  c.     Soit  S  l'angle  aigu  qui  a  pour 

sinus    — '   X   et   y   deviennent    inflnis    pour       =■  =  ?       et 

c 
o  =  ■TT  —  3.     Si  on  désigne  par  a  l'angle  aigu  dont  le  cosi- 

c  b 

nus   est    égal   à    -»   on    a       sin  a  =  — -        et    par    suite 

sin  a  <  sin  S,     a  ■<  ^. 

On  en  déduit  le  tableau  suivant  ". 


'- 

0 

% 

i- 

2 

T.  — 

-p 

^ 

—  a 

It 

X 

—  2c       - 

-      0 

-h 

+  x 

—  00           — 

2c3 

— 

X 

-i-  X 

-+- 

0 

- 

2c 

b^  —  c'- 

y 

0 

- 

- 

X 

+  X        — 

Ibc- 

b'  —  <_■- 

-+- 

-i-  X 

—  x> 

- 

0 

-+- 

0 

o   varie  de  0  à  â 


on  obtient  la  branche  infinie  de  courbe  F'H,  puis  o  variant  de  3  à 
-.  —  ^,  on  obtient  l'arc  de  courbe  LDK,  puis  enfin 
la  branche  MFF'  correspondant  aux  valeurs  de  s 
comprises  entre    - — ?    et  -  (fig.  3). 

Cherchons  maintenant  les  asymptotes.  Considé- 
rons en  premier  lieu  la  branche  F'H  qui  correspond 

aux  valeurs  de  ç  voisines  de  ^. 
y 
Calculons  la  limite  de  —  ;  nous  avons 

X 

xj  —  h  sin  ç 


par  suite,  pour 


o  =  3 
lim^  = 


èsin  3 


Fig.  3. 


c  — acosp 

c'est  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  asympto- 
tique.  11  est  négatif,  car    —  =  ces  »,    donc 

c  —  a  cos  ?  =  a(cos  ï  —  cos  ^), 
et  nous  savons  que  a  est  plus  petit  que  ?. 
Cherchons  maintenant  la  limite  de 

isin3 

y  H-- -X. 

^       c  —  a  cos  3 
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Nous  avons 


bsiu? 
—  a  cosfi 


ibc  sino(c  -+-  a  cos  o) 

b-  —  c-  sin'-ç, 
26c(c  +  acos  9) 


b  sin  p        2c(e2  —  a-  cos-o) 


!os  0)  r 


('  —  a  cos  p       6-  —  c-  sin-  o 
sin  p  (C  —  a  cos  o)  "1 


b-  —  c*  sin^  o    |_  ■    '  c  —  o  cos  ^ 

26c(c -h  a  cos  fi    cfsin  3  —  sin  o)  — a  sin(^ —  o) 


62  —  c-sin-Ç  c — acosp 

On  peut  écrire     6'-  — c-siu-?  =  c-(sin- p — sin- o)  =  c-(sin^ — sinçi)(sin3 -h  sino),     et  par  suite 
bs'm'fi         _  26(c-f-acoso)  r  sin(P  — o)  H 


y- 


c  —  a  cos  p 


c{c  —  a  cos  P){sin  ^H-si 


no)L 


sin  p  —  sin  o 


9of  C l—  ffl  COS 

Quand   ç   tend  vers  p,   la  quantité  en  dehors  du  crochet  a  pour  limite    — — —^ — ;  quant 


sin(S— o) 
au  rapport   _^.^  ^ .^     ;    on  peut  1  écrire 


sin  p—  sin  o 


cos 

P-9 

2 

cos 

?  +  ? 

cos  3)  sin  p 

il  a  pour  limite 


1 

cos° 


Donc 


lim  ^y-t- 


6  sin  p 


6(c  +  a  cos  ^)(c  cos  p  —  a) 


c  —  acos^     J  c(c— a  cos |î) sin |icos  fi 

et  par  suite  l'équation  de  l'asymptote  est 

isiii^  A(c  +  acos?)(c  cos  p  —  a) 


y  =  —■ 


a  cos  fi  c{c  —  a  COS  p)  sin  p  cos? 

C'est  la  droite  A;  son  ordonnée  à  l'origine  est  négative. 

Par  une  méthode  analogue  on  obtient  l'équation  de  la  droite  a,, 
asymptote  aux  branches  de  courbes   FM  et  KD, 

6  sin  3  6(c  — a  cos  p)(ccos?-Ha) 

c -h  a  cos?  c(c -t- a  cos  ^)  sin  ?  cos  ^ 

Son  coefijcient   angulaire   est   négatif,  et  moindre  en  valeur 
absolue  que  celui  de  A;  son  ordonnée  à  l'origine  est  positive. 

Pour  avoir  toute  la  courbe,  il  faut  construire  la  symétrique  de 
la  portion  trouvée  par  rapport  à  Ox. 

On  peut  remarquer  que  les  asymptotes  forment  deux  couples 
de  droites  rectangulaires. 

TROisiiiMB  CAS.    b  =  c.     On  a  alors    b^  =  a^  —  6"    ou    24  =  a-  ; 
les  valeurs  de  .r  et  de  y  se  simpliOenl  et  deviennent 


26(1  — 2cos=c 


y  = 


24  sin  0(1  —  /2cos<p) 
cos'  o 


Flg.  4. 


;/ 


0 

d'où 

T 

le  tabi 

eau 

"2 

3t. 
4 

t: 

—  26      - 

0 

-+- 

-+-» 

-+-  X 

- 

0 

- 

—  26 

0 

— 

—  X 

—    X 

- 

0 

-+- 

0 

et  la  courbe  (fig.  4). 
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On  vérifie  aisément  que  les  brandies  infinies  soot  paraboliques  daas  les  directions  qui   ont   pour 
coefficients  angulaires     -1     et    ^-1.  G.   PÉLISSIER,  à  Toulouse. 


1476.  — Étntit  donnée  une  cubique  circulaire  à  point  double,  on  joint  un  point  M  de  celte  courbe  au 
point  double,  0,  et  on  prend  la  symétrique,  A,  de  cette  droite  par  rapport  à  la  parallèle  à  l'asymptote 
menée  par  le  point  M. 

Trouver  l'enveloppe  de  celte  droite  lorsque  le  point  M  décrit  la  cubique. 

Prenons  pour  origine  le  point  double,  et  pour  axe  des   a;   et  des  y    une  perpendiculaire    et  une 

parallèle  à  l'asymptote.  Dans  ces  conditions,  l'équation  de  la  cubique  est 

x{x^-\-  y-)  4-  ax-  -+■  bxy  +  cy'^  =  0. 

Soit    ux-h  vy-hw  =  0     l'équation  d'une  droite  A  ;  nous  allons  former  l'équation  de  l'ensemble  des 

droites  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  la  cubique  et  de  la  droite  A,  et  nous  écrirons  que 

u 
l'une  de  ces  droites  a  pour  coefficient  angulaire    — >    c'est-à-dire  celui  de  A  changé  de  signe. 

L'équation  de  l'ensemble  des  droites  considérées  est 

wx(x^  -+■  y^)  —  {ux  -+-  vy)(ax-  -h  bxy  -+-  cy'^)  =  0  ; 

pour  que  l'une  de  ces  droites  ait  pour  coefficient  angulaire    —,    il  faut  que  cette  équation  soit    vérifiée 
pour    x  =  V,     y  =  u.     Nous  avons  donc  la  condition 

wv{v-  H-  U-)  —  'iuv(av'-  -h  bvu  h-  eu'-)  =  0, 
ou,  en  divisant  par  u  qui  ne  peut  être  nul, 

«'(u-  +  V-)  —  tulav-  -+-  buij  -H  cu^)  —  0. 
C'est  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  :  elle  représente  une  hypocycloïde  à  trois   rebrousse- 
ments. 

Solution  géométrique.  —  On  sait  que  toute  cubique  circulaire  à  point  double  peut  être  définie  de  la 
manière  suivante  : 

On  donne  un  cercle  u>,  un  point  0 
sur  le  cercle  et  une  droite  DD' (/ïg.  \).  Par 
le  point  0  on  mène  une  droite  quelconque 
rencontrant  le  cercle  au  point  A  et  la 
droite  DD'  au  point  B;  sur  cette  droite 
OAB    on    prend    un  point    M  tel    que  le 

^1        .  |D' 


F.g.  1. 


Fig.  5. 


segment   OM  soit  égal  au  segment  AB.  Le  lieu  du  point    iM    est   une   cubique  circulaire  admettant  le  point 
0  pour  point  double  et  la  droite  DD'  pour  asymptote. 
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Soit  BH  la  droite  symétrique  de  OB  par  rapport  à  DD'.  Menons  par  le  point  M  une  parallèle  à  BH,  c'est 
la  droite  A  dont  nous  cherchons  Tenveloppe,  soit  F  le  point  où  elle  rencontre  Ox. 

Si  Ton  mène  AG  parallèle  à  BH,  les  deux  segments  OF  et  GH  sont  égaux  comme  projections  obliques 
des  deux  segments  égaux  Ôîi  et  ÂB.  D'autre  part,le  point  D  est  le  milieu  de  OH  ;  il  est  donc  aussi  le  milieu 
de  FG,  ce  qui  nous  montre  que  les  droites  A  et  AG  sont  symétriques  par  rapport  au  point  D. 

Donc  l'enveloppe  de  la  droite  A  est  symétrique  par  rapport  au  point  D  de  l'enveloppe  de  la  droite  AG. 
Tout  revient  à  chercher  cette  dernière  enveloppe. 

Pour  cela,  construisons  un  cercle  uj'  égal  au  cercle  c»  et  tangent  à  cekii-ci  au  point  A  ;  le  cercle  u'  ren- 
contre AG  au  point  L  (fig.  2). 

Désignons  par  a  les  angles  variables  AOG  et  AGO,  et  soit  6  l'angle  hxe  uOic. 

Nous  avons  uOA  =;  uAO  =6  —  a, 

et  comme  oÂG  =  t:  —  2a,    on  en  conclut    u'AL  =  3a  — 0,    et  A'w'L  =6a  — 26. 

Considérons  le  cercle  ayant  pour  centre  'o  et  pour  rayon  3u)A,  il  est  tangent  en  A'  au  cercle  uj'.  Prenons 
sur  ce  cercle  un  arc  .\'I  égal  à  l'arc  A'L  du  cercle  t»',  je  vais  montrer  que  le  point  1  est  fixe,  c'est-à-dire 
indépendant  de  i. 

En  effet,  l'angle  A'ul  est  égal  au  tiers  de  l'angle  A'u'L,    soit  à    2a —     Donc  l'angle    Oui  =  ît — . 

Par  suite  la  droite  ul  est  fixe,  il  en  est  de  même  du  point  I. 

Ceci  nous  montre  que  le  point  L  décrit  une  hypocycloide  à  trois  rebroussements,  tangente  en  L  à  la  droite 
AG.  Donc  celte  droite  enveloppe  l'hypocycloïde  ainsi  définie. 

Et  la  droite  A  enveloppe  l'hypocycloïde  symétrique  par  rapport  au  point  D. 

Solution  satisfaisante  de  M.  Louis  Sihe,  élève  au  lycée  de  Nancy. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1547.  —  On  considère  une  parabole    if-  —  Spr  =  0    et  un  point  A(a,  ^)  de  son  plan. 

|i  Trouver  la  seconde  parabole  qui  passe  par  les  points  de  rencontre  de  la  parabole  donnée  avec  le  cercle 
de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  A,  et  le  lieu  de  ce  point  quand  cette  nouvelle  parabole  est  tangente  à 
une  tangente  à  la  première  qui  a  pour  coefficient  angulaire  m  ; 

2°  Dans  les  mêmes  conditions,  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  autres  tangentes  communes 
aux  deux  paraboles  ; 

3°  Déterminer  les  cordes  des  contacts  relatives  à  ces  tangentes  pour  les  deux  paraboles  et  le  lieu  de  leur 
point  de  rencontre  quand  le  point  A  varie  de  la  façon  indiquée.  E.  H. 

1548.  —  On  considère  deux  tangentes  rectangulaires  à  une  ellipse  MAA'  et  MBB',  A  et  B  étant  les  points 
de  contact  avec  l'ellipse,  A'  et  B'  leurs  points  de  rencontre  avec  le  cercle  de  Monge  ;  démontrer  que  l'on  a 

MA  _  MB^ 
MA'  ~  MB'  ■ 
A.  S.\i.\te-Lag'ùe,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure. 

♦ — 
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i"  Problèmes  plaisants  et  délectables  qui  se  l'ont  par  les  nombres,  par  CL.\L'DE-G.tsi>.\RD  B.^chet,  sieur 
de  Mkziriac,  quiilriènic  cditiiin  revue  et  simplifiée.  —  Paris,  Gaiithier-N'illars. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  l'intérêt  que  présente  cet  ouvrage  universellement  connu  des  Mathématiciens. 
Disons  seulement  qu'il  est  présenté  actuellement  en  un  joli  petit  volume  broché  facile  à  lire  et  à  transporter 
avec  soi. 

2°  N.-H.  Abel.  par  Ch.  Lucas  de  Pksloïcan.  —  Paris,  Gauthier-Villars. 

Tous  ceux  qui  .s'intéressent  aux  Malhénratiques  tiendront  à  lire  les  pages  émues  et  si  vivantes  que  l'auteur 
a  consacrées  à  la  vie  et  aux  travaux  d'Abel.'t 

Les  actes  principaux  de  la  vie  d'Abcl,  ses  espoirs,  ses  enlhousiasoaes,  ses  travaux,  sa  fin  cruelle  et  pré- 
maturée, tout  cela  nous  est  présenté  avec  beaucoup  de  clarté  et  de  chaleur  par  un  auteur  qui  connaît  non 
seulement  la  vie  du  grand  matheuialicieii,  mais  aussi  tout  le  détail  et  toute  la  valeur  de  ses  travaux.     E.  H. 
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PREMIERE   PARTIE 


NOTE   SLR  LES    EPICYCLOIDES   ET   LES  HYPOCVCLOIDES 

par  M     G.  Cotty,  élève  au  hcée  de  Dijon. 


Comme  application  des  résultats  que  j"ai  obtenus  géométriquement  dans  un  article  précédent  de  la 
Revue  (mai  1906)  je  me  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'un  arc  d'épicycloide  ou  d'hypocycloide  roule  sur  une  droite,  le  lieu  des  positions  successives  de 
ses  centres  de  courbure  aux  points  de  contact  avec  la  dro^;  est  une  ellipse;  dans  le  cas  de  la  cijcloïde,  c'est 
un  cercle. 

Rappelons  d'abord  ceci  : 

Soit  to  le  point  de  contact  d'un  arc  d'épicycloide  ou  d'hypocycloi'de  avec  le  cercle  langent  à  tous 
ces  arcs,  M  un  point  de  l'arc  sur  lequel  se  trouve  w,  T  le  segment  compris  sur  la  tangente  en  M  entre 
M  et  le  cercle  précédent,  N  le  segment  intercepté  sur  la  normale  en  M  par  la  courbe  et  le  cercle  de 
base,  p  le  rayon  de  courbure  en  M.  Nous  avons  les  égalités  suivantes  : 

Epicycloide  Cycloide  Hypocycloide 


R-<-2r  '  '  "    R  — 2î- 

arc  ojM  =  11 — i-^  arc  wM  =  2T  arc  wM  =  fîT-^" *" 


R 

Prenons  comme  axe  des  x  la  droite  sur  laquelle  roule  l'arc  de  courbe,  pû|ip-àse  des  y,  une  perpen- 
diculaire menée  par  le  point  Q  de  l'axe  des  x,  avec  lequel  -u  vient  coïncider  pendant  le  roulement.  Les 
coordonnées  (x,  y)  du  centre  de  courbure  sont  pour  l'épicycloïde  : 

R  ■'  R  -+-  2r 

Eliminons  N  et  T  entre  ces  deux  relations  et    K-  -+-1^  =  4)-, 
on  a  l'équation  du  lieu  : 


["^iPT  bt^-] 


1  =  0, 


ellipse  dont  les  axes  sont  mis  en  évidence. 

Pour  l'hypocycloide,  il  suffit  de  changer  ;•  en     —  r. 
Pour  la  cycloïde,  c'est  le  cercle  : 

x-  +  i/2  _  4;.2  - 
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RAYON  DE  COURBURE  D'UNE  ROULETTE  QUELCONQUE 


RAYOX  DE  COURBURE  DUNE  ROULETTE  QUELCONQUE 
par  M.  G.  Esteben,  à  Bordeaux. 


Dans  le  numéro  du  mois  de  mai,  M.  Coltj'  détermine  géométriquement  le  rayon  de  courbure  d'une 
hypocycloïde,  on  peut  se  proposer  de  trouver  plus  généralement  le  rayon  do  courbure  d'une  roulette 
quelconque. 

Soit  r  la  courbe  fixe,  C  la  position  de  la  courbe  mobile,  le  point  de  contact  étant  N. 
Considérons  le  mouveinent  du  point   M   entraîné  avec  la  courbe  mobile  et  cherchons  à  obtenir  le 

point  M'  infiniment  voisin  de  M.  Four  cela  il  faut  faire 
mouvoir  la  courbe  C  de  telle  sorte  qu'un  point  N,,  infi- 
niment voisin  de  N,  vienne  se  placer  en  N»  tel  que 

NN,  =  NN, 
par  un  roulement  de  C  sur  r. 

Or  décomposons  le  mouvement  de  la  courbe  mobile, 
auquel  participe  le  point  M;  nous  pouvons  le  remplacer 
par  deux  autres  : 

i"  Une  translation  équipollente  à  N,Ni  ; 

2°  Une  rotation  autour  de  Nj,  telle  que  les  normales 

N2P2  et  N, Pi  soient  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre. 

Dans  ce  mouvement,  la  normale  N,Pi  a  tourné  d'un 

angle  égal  à  celui  des  normales    N,P,,  N^P»,  angle  qui 

est  bien  évidemment  égal  à  la  somme  des  angles  de  NoPs 

et  de  N|Pi  avec  la  normale  NP.  Si  donc  nous  appelons  A 
l'angle  dont  a  tourné  N,?,,  p,  et  02  les  rayons  de  cour- 
bure, aux  points  Nj  et  N,,  de  r  et  de  G,  nous  aurons 

A=NN./-i-^-LV 


Qu'est  devenu   M'   infiniment  voisin  de  M   dans  ce 

mouvement  ?  Pour  le  trouver,  il  suffit  de   faire  subir 

au  point  M  une  translation  M.Mi  équipollente  à  NiN-,  et 

de  tracer  un  arc  de  cercle  de  N»   comme  centre,  MN., 

comme  rayon  et  d'un  angle  au  centre  égal  à   A . 

La  tangente  au  point  M  do  la  roulette  est  la  limite  de  la  position  de  MM';  or,  comme  MM,  est  un 

infiniment  petit  du  second  ordre,  la  limite  de   MM'   peut  être  remplacée  par  celle  de    M'M,,   qui  est  la 

tangente  au  cercle  de  centre   N.  et  de  rayon  M, No. 

La  normale  sera  alors  bien  certainement  MN,  do  mèm^,  par  analogie,  en  M'  elle  sera  WN,;  le 
centre  de  courbure  qui  est  à  l'intersection  de  deux  normales  infiniment  voisines  se  trouvera  en  I  et 
l'on  aura 

MM' 


R  = 


Mais 


i 


MM'  =  MN,.NN,  — 

"V?i 

ou,  en  remplaçant  MN,  par  MN,  ce  qui  est  permis  puisque  NNo  est  un  infiniment  petit, 

MM'  =  MN.NN.,/ 
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D'autre  part, 


=  MN,M'  —  NjMN, 


»<^-7:)-^ 


cos  ? 


N2MN   étant  l'angle  sous  lequel  NN,  est  vu  de   M. 
On  a  donc  linalement  la  formule  cherchée 


1 


NM 


Conséquences.  —  Cette  formule  permet  d'établir  les  résultats  relatifs  aux  rayons  de  courbure  des 
épicycloïdes,  hypocycloïdes  et  cycloïdes. 

1"  Supposons  que  la  roulette  soit  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  roulant  sans  glisser  sur  un 
autre  cercle.  Soient  K,,  R,  les  rajons  des  cercles  correspondant  aux  rayons  désignés  antérieure- 
ment par  s,  et  0.,;   si  l'on  remarque  que     N.M  =  SR,  cos  ?,     on  voit  que 

2»  Si  nous  avons  affaire  à  une  cycloïde,  le  rayon  du  cercle  fixe  devenant  infini,  on  a 

R  =  2i\M, 

comme  on  le  savait  déjà. 
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1478. —  Sur  une  sphère  donnée,  on  considère  un  yrand  cercle  (G),  de  pôles  A,  A';  puis  à  chaque 
point  M  de  la  surface  sphérique  on  fait  correspondre:  ï°  sa  projection  P  sur  le  plan  du  cercle  (G);  2' T  in- 
tersection Q  de  ce  cercle  avec  le  demi-grand  cercle  AMA'.  Déterminer  les  courbes  sur  lesquelles  doit  se 
mouvoir  M  pour  que  les  arcs  décrits  par  les  points  P  et  Q  soient  égaux.  Trajectoires  orthogonales  de  ces 
courbes.  Rectification  de  l'une  des  trajectoires. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons  que  le  rayon  de  la  sphère  soit  égal  à  1 . 

Nous  prendrons  pour  coordonnées  du  point  M,  sur  la 
sphère,  la  longitude  et  la  latitude,  u  et  u.  Soient  Ox  et 
Oy  deux  rayons  rectangulaires  du  cercle  (G)  et  0;  le  dia- 
mètre de  la  sphère  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  (C). 
Nous  prendrons  pour  origine  des  longitudes  le  demi  cercle 
kxK',  pour  origine  des  latitudes  le  plan  du  cercle  (C)  ;  la 
longitude  sera  positive  quand  elle  sera  comptée  dans  le  sens 
xy  et  la  latitude  sera  positive  du  coté  de  OA,  négative  du 
côté  de   OA'.    La  longitude  peut  varier  de   0   à   2r:   (ou  de 


+  x 


et  la  latitude  de    — — 


Posons  alors     arc  CQ  —  u,      arcQM  =  v;      les  coor- 
données du  point   M   seront 
A  X  =  cos  M  cos  V,  y  =  sin  u  cos  v,  :  —  sin  u  ; 

celles  du  point  P  sont  fournies  par  les  deux  premières  formules  ;  et  celles  du  point  Q  sont 

.(■  =r  COS  »,  y  =  sin  u . 
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Cela  posé,  nous  avons,  pour  le  point  P, 

dx  —  —  sin  u  cos  v  du  —  cos  u  sia  o  du,  dij  =  cos  u  cos  v  du  —  sin  u  sin  o  rfu, 

puis  ds-  =  cos-  u  rfu-  +  sin-u  rfu-  ; 

pour  le  point  Q.  nous  avons  évidemment    ds  —  du  ;     donc  la  condition  imposée  se  traduit  par 

du-  =■  cos^  V  du-  +  sin2  v  dv-  ; 
elle  donne  d'i-  —  dv-,  du  =  ±dv. 

PrenoDS,  par  exemple,  do  =  du  ;  nous  avons  v  =  u -\-  c  et  les  lieux  de  M  auront  pour  équa- 
tions paramétriques 

ix  =  cos  u  cos  («  +  c), 
y  =  sinu  cos  (u  -t-  c), 
z  =  sin  u  -+-  c). 
Chacune  de  ces  lignes  est  l'intersection  de  la  sphère  par  un  cylindre  de  révolution  parallèle  à  0:, 
(2)  X- -i- y^  =  X  cos  c — j/sinc. 

Soient  m  et  i-  =  «  +  c  les  coordonnées  d'un  point  M  de  Tune  de  ces  lignes.  Nous  allons  cher- 
cher une  fonction  v  de  h,  telle  que  la  courbe  correspondante  passe  au  point  M  et  y  soit  perpendi- 
culaire à  celle  que  nous  envisageons. 

Or  les  paramètres  de  la  tangente  à  la  ligne  que  nous  envisageons  sont 
—  sin  H  cos  V  —  cos  u  sin  v, 
cos  «  cos  V  —  sin  u  sin  v,  («  =  u  -t-  c) 

cosu 
et  ceux  de  la  ligne  cherchée 

dx  =  —  sin  u  cos  v  du  —  cos  w  sin  v  dv, 
dy  =  cos  w  cos  V  du  —  sin  u  sin  v  dv, 
dz  —  cos  V  dv . 

La  condition  d'orthogonalité  nous  donne      cos-  v  du  +  dv  —  0. 

dv  ,  .  , 

Par  suite,  = —du,  puis  tgu  =  c— «. 

cos-  V 

Telle  est  la  relation  entre  u  et  v,  qui  délinit  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (1). 

Pour  rectifier  l'une  d'elles,  nous  remarquerons  qu'on  a 

ds-  =  dx-  -h  dy^-i-  dz-,  ds-  =  cos^  u  du-  +  dv-  ; 

et,  comme  du  = >  on  a  ds-  ~  dv-  I  [  -i ; — |  ; 

cos-  V  \  cos-  y  / 

donc  finalement  s  =    I  i  /l  -) dv. 

J  Y  cos^u 

Pour  calculer  cette  expression,  nous  poserons     cos- y  =  t  ;     nous  aurons  alors 

dl 
—  'isinvcosvdv=dt,  ou  dv  —  —  , ,-   , — =-• 

-'Jl  v'I  —  l 

L'expression  cherchée  deviendra 

C  di     I  T^T  r  dl    l-ht 

Cetle  intégrale  se  décompose  en  deux  et  donne  la  somme  que  voici  : 
_      _L  r      '^'  _L  /'       '^'       ■ 
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chacune  de  celles-ci  s'intègre  à  vue  et  nous  avons  finnlement 


-1  1/1  /■  1  \ 

s  =  —  arc  cos  ?  -t-  —  L h  \/ 1     4-  C, 


puis,  en  revenant  au  paramètre  r, 


s=  — arccos.cos-u-t- -— L 


2      \  co<-  V 


-lU-C. 


1479.  —  On  donne  deux  cercles  (C),  (C)  de  rayons  R  et  1/2  R,  situés  dans  des  plans  parallèles  el 
ayant  leurs  centres  sur  une  perpendiculaire  à  ces  plans.  Un  point  M,  de  masse  1,  assujetti  à  ye  mouvoir 
sur  (C)  et  un  point  M',  de  même  niasse,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  (C),  s'attirent  mutue'lement  avec  une 
force  égale  à  n'MM'.  Déterminer  le  mouvement  des  deux  points  en  supposant  nulles  leurs  vitesses  initiales  ; 
durée  des  très  petites  oscillations. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x   le  rayon  du  premier  cercle  qui  passe  par  la  position  initiale  Jl» 

du  point  M,  et  pour  axe  des  y  le  rayon  perpendiculaire  et 
nous  envisagerons  la  projection  de  la  figure  sur  le  plan  des 
xy .  Tout  se  passe  à  ce  point  de  vue  comme  si  les  points  M 
et  M'  étaient  attirés  naturellement  l'un  par  l'autre  et  sou- 
mis à  une  force  d'intensité  [x^MM'. 

Soient  0  l'auf^le  de  OM  avec  Oa-,  »'  l'angle  de  OM' 
avec  O.r.  La  force  tangentielle  qui  agit  sur  le  point  M  est 
égale  à  la  projection  de  MM'  sur  la  tangente  en  M,  multi- 
pliée par  ^-  ;  la  projection  de  MM'    est  la  même  que  celle 

du  contour  MOM' ;  c'est  donc  —  sin(6'  — 0),  en  gran- 
deur et  en  signe.  L'équation  du  mouvement  du  point  M  est 


dv 


R 


-TT  =  l^-^-^sin(fl'- 


dl 


donnent 


ou 


d'-O 
-2-j^  =  Ksm(6  -0). 


Des  calculs  semblables  relatifs  au  mouvement  de  M 

d-<y 
IF 


2,a-  sin  (0  —  O'j . 


Nous  déduisons  de  là 


df 


0. 


L'intégration  de  cette  équation  est  immédiate  et  donne    \ 


dW 

~dr 


=  c. 


d»' 


di 


=  0     au  temps     «  =  0  ;     donc  la 


d» 
et,  comme  les  vitesses  initiales  sont  nulles,  nous  avons    — ;— 

dt 

constante  c  est  nulle  et,  en  intégrant  de  nouveau,  nous  avons 

40-I-0'  =  C'. 
Or,  pour     /  =  0,     0  est  nul  et  6'  a  une  certaine  valeur  a  ;  nous  avons  donc  llnalemont 

40  -1-  0'  =  a . 
Portons    fj'  =  a— 40     dans  la  première  équation  différontielle  ;  elle  nousdonneia 

2__=,.sm(a-oO,. 
Telle  est  l'équalion  qu'il  faut  intégrer  pour  avoir  le  mouvement  du  point  M. 
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rf-0  1     rf-M         ,,,,       ..       .     .      ■ 

Posons     7.  —  50  =  i<  ;     nous  aurons     -— -  =  —  —  -p-r.     et  1  équation  deviendra 

al-  o    di- 

d-u         SfA-     .  „  '''"  1    •  A 

1 sin  tt  =  0,  ou  -; 1-  (o-  sin  u  —  U, 

dr-  2  dl- 

en  désignant  par  u>-  la  constante  positive  -^• 

Il  est  facile  d'avoir  une  intégrale  première  de  cette  équation  en  multipliant  les  deux  membres  par 

2—^  ;   mais  on  ne  pourra  pas  achevrr  l'intégration  sans  le    secours  des  fonctions  elliptiques.  Bornons- 

dl 
nous  alors  à  étudier  les  très  petites  oscillations. 

Il  sufDt  d'examiner  un  peu  la  question  au  point  de  vue  mécanique  pour  voir  que  nous  aurons  de  très 
petites  oscillations  en  supposant  simplement  a  très  petit.  Alors  9  et  6'  resteront  très  petits,  et  nous 
pourrons  assimiler  l'arc  u  à  son  sinus.  L'équation  différentielle  devient  alors 

— ---+w2u  =  0        et  donne        u  =  Xcos  u/ -i- [j  sin  co(. 
dt- 

Pour     /  =  0,     u  =  a     et    — ;—  =  0  ;     donc     X  =  a    et     ui  =  0,     et  l'on  a  de  suite 
dt 

!J  ^  a —  56  =  a  COS  *"t . 

Le  mouvement  du  point  M  est  un  mouvement  vibratoire  simple  sur  le  cercle  (C),  dont  l'amplitude 

a  2-  t^Tî       /"?  T 

est — ,    et  la  durée,     T  = ,     ou     T  =  — v     —     La  durée  d'une  oscillation  simple  est -—• 

0  (,j  |JL  \     3  a 
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1480.  —  1°  On  considère  la  série  entière  en  x 

l  +  2a;  H -t-  (n^  -h  l)x''  +  ■  •  • 

Pour  quelles  valeurs  de  x  cette  série  est-elle  convergente  ou  divergente? 

2°  Montrer  qu'entre  les  coefficients  de  quatre  termes  consécutifs  quelconques  il  existe  une  relation 
linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants. 

3°  La  série  étant  supposée  convergente,  calculer  sa  somme  et  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête  au  terme 

en  x".  —  Calculer  à  près  la  valeur  numérique  nue  prend  celte  somme  pour     x  =  —— ■ 

1000   '^  '      ^      '  ^  /2 

i°  Plus  généralement,  on  considère  la  série  entière  en  x  la  plus  générale  telle  qu'entre  les  coefficients 
de  quatre  termes  consécutifs  quelconques  il  existe  la  relation  linéaire  et  homogène  trouvée  au  deuxième  para- 
graphe. Déterminer  l'expression  du  terme  général  de  cette  série. 

a"  Montrer  que  la  somme  de  cette  série,  supposée  convergente,  constitue  l'intégrale  générale,  supposée 
dèveinp/iable  en  série  enlicrc,  d'une  certaine  équation  linéaire  du  troisième  ordre  que  l'on  demande  de  former. 

1°  Formons  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 

M„4_i   _   »i=  +  2jh-2 
«„      ~         ri^-l-l 

Lorsque  n  grandit  indéfiniment,  ce  rapport  tend  vers  x.  L'intervalle  de  convergence  est  (—1,  -+- 1). 
La  série  diverge  pour  les  valeurs  limites,  le  terme  général  augmentant  indéfiniment  avec  >i. 

2"  Les  coefficients  de    .r",  x"^',     ...,  étant  des  polynômes  du  second  degré  en  n,  entre  quatre 
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consécutifs  d'entre  eux,  il  existe  une  relation  linéaire  et  iionnigèue  :  on  l'obtiendra  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés,  en  annulant  les  coefficients  do  n-  et  do  n  et  le  terme  indépendant  de  n. 
Soient  »,  ^,  •[,  3  les  quatre  coefficients.  On  doit  avoir 

a(«^  +  1)  +  PK»  +  1  )-  H-  I  ]  4-  -([(n  +  2)»  +  1]  +  a[(n  -+-  3)-  +  1  ]  =  0, 
ou 

I  a  +  ^  -H  Y  +  0  =  0, 

I  ?  H-  2y  -h  3^:  =  0, 

/     ï  +  2S4-SY-t-iOo  =  0. 

En  résolvant  ce  système  par  la  règle  de  Cramer,  on  trouve 

a  p  V  0 

T  ^  ^^  ""  T  ~  ^T 

et  la  relation  cherchée,  en  désignant  les  coefflcients  de  x",  a""""',   . . .,  par  an,  a„_^_,,   . . .,  est 

a„  —  3a„_^i  -+■  3fl„_^.2  —  n„_,_3  =  0. 
3»  La  série  proposée  est  la  somme  des  deux  séries 

1  -f-  a;  +  x-  +  •  •  •  +  a;"  -t-  ■  ■ ,  a;  H-  2-1'-  -(-•••  -h  n^x"  -\ , 

dans  tout  l'intervalle  de  convergence. 

1  —  a-"+' 
Posons  /  ,,)(a)  =  l  -^x+  x--\- h  x"  =  — ; 

on  a  successivement 

/■|'„i(a;)  =  1  -+- 2a'    -f  ■■■  +  wa;""'  ; 
^flnix)  =  a;  +2x'  -!-•■■-+-  nx"  ; 

xf"„{x)  4-  fini{x)  =  1  +  2^x  H 1-  7j-a"-'  ; 

x-f",{x)  -+-  xfi„,{x)  =  X  -i-  'i-x-  +■■■-!-  n-x". 
En  désignant  par  S„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  on  a,  par  suite, 

s„  =  /;,„(x)+x/i;.(x)-+-u:v;';„(x). 

Pour  «  inlini     {\x\  ■<  1),     on  a 

1  1  j:  "Sx-  Sa--  —  X  4-  1 


/•,.,{x)  = et  S  = 


1  —  a-  1  —  X        (1  —  x)-        (1  —  xf  (1  —  xf 

Posons  f\.M  —  fi„M  =  ?Ux)  =  j— ;r- 

On  a  l'expression  de  l'erreur  commise  en  s'arrétant  au  terme  en  x", 

,  ,  ^         „  „  ,   ,         (n-  -H  2»î  -f-  2)x"-'  '  -  (2/2-  -H  2rt  -+-  'l)x''+-2  +  {n'  -h  l)x'' 
S  — S»  =  9„„(x)  4- xo„.i(a;)  +  x-(fi„.(x)  = (l—xf 

1 

1 h  1 

Pour    x  =  — .,     on  a    S=  "^ r  = -V =  2ti  +  ISy/ï,     S=^5l,io5. 

v/2  /^  1  \-'  yi-1 


./■2  / 


v/2 
4°  Soit  F(n)  le  coefficient  de  x"  dans  la  série  cherchéo.  La  relation 

F(«)  —  3F(n  +1)4-  3I'"(n  -+-  2)  —  F(  »  -i-  3)  eee  0 
peut  s'écrire 

F(n)  -  2F(n  4-1)4-  F(n  4-  2)  =  F(rt  + 1  )  —  2F(rt  4-  2)  4-  F(n  -1-  3) . 
Le  premier  membre  est  une  fonction  de    n   qui  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  y  change  /;  en 
n4-l.     En  d'autres  termes,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  n  c'est  une  constante  A.  Or  l'identité 
F(n)  — 2F(n-|-l)4-  F(n  4- 2)  =  A  peut  s'écrire  F(n)  — F(n4- 1)  =  F(n4- D  — F(«-H2)-h  A. 
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Le  premier  membre  est  une  fonction  de    «  qui,  lorsqu'on  cliange    h    en     71    -h  I,     se  trouve  dimi- 
nuée dune  quantité  constante  A.   11  est  de  la  forme,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n, 

F(n)  — F(n-Hl)  =  B  — A». 
Enfin  cela  s'écrit  F(n  -t- 1)  =  An  —  B  -f-  F(n) . 

On  a  de  même 

F(n)  =  A(n  - 1)  —  B  -h  F(n  —  1), 
F(n  —  1)  =  A(n  —  2)  —  B  -1-  F(n  —  2), 


F(2)  =  A-B+F(i), 

F(l)  =  — B  -f-  F(0)  =  —  B  H-  G, 

C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 
En  sommant  toutes  ces  identités  il  vient 

F(n)  =  A  "^"~  '^  -B«  +C  =  An2  -  (  A  +B)n  +  G. 

Le  coefficient  de  x"  est  le  trinôme  le  plus  général  du  second  degré  en  n,     an-  -+-  bn  -h  c . 
0°  La  somme  de  cette  nouvelle  série  dans  tout  l'intervalle  de  convergence,     ( — I,     +1),     a  pour 
expression 

S  =  a[x-i-2'a;'H h  n^x" -{ ]  +  6[t  -i-'*x--\ h  nx»  h ]  H-c[l+x  +  a:-  h h- x" -^ ]. 

En  utilisant  la  notation  de  la  troisième  partie  on  a  donc 

V  =  cf  ^^.  +  (a  +  b)xf;:;  -h  rtiYS'  • 
D'ailleurs     f'\=  ■•    Nous  avons  donc 

1  —X 

c  (a-i-b)x  2ax*  ^         (a  —  b -[- c)x^ -h  {a -i- b  —  2c)x -^  c 

1-x  ^    (l-x)^    ^(l-x)'  (l-a?)^ 

Celte  fonction  y  est  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  que  nous  allons 
former. 

Nous  avons  ?/(!  —  x)'  =  {a  —b-h  c)x^  -^{a-h  b  —  2c)x  -h  c, 

puis,  en  dérivant,  successivement 

j/'(l— x)'— 3y(l  — x)2  =  2(0  — A+clx-Ha-HÔ— 2c, 
t/"(l-x)'  — 6.v'(l— xr-H-6i/(l  — .t)  =  2(a  — 6-t-c), 
V"'(l  —  x)^  -  9y"(l  -  x)2  -+- 1 8!/'(l  -  x)  —  6y  =  0 . 
Cette  dernière  égalité  est  l'équation  demandée.  La  solution  que  nous  en  connaissons, 

(XX-  +  ^X  4-  Y 

"=        (1-x)'    "' 
contenant  trois  constantes  arbitraires  2,  ?,  y,  en  est  l'inlégralo  générale. 


Très  bonnes    solutions  de  .M.  Linglahet,  et  de  M.  Fbancii.lox. 

M.  Krancillon  n  Ir.-xité  une  (|Uf'Stion  benuroup  plusgén^rnle  dont  il  a  tiré  celle-ci  comme  cas  particulier. 

A<;SfZ  bonnes  solutions  :  MM.  Laobenck  .  (ji^MENRun,  lyc^'C  de  Kouen. 
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QUESTIONS   POSÉES   AUX   EXAMENS   ORAUX  (^«1 

5247.  —  Si  deux  coniques  sont  liitangenlcs,  les  rayons  de  courbure  aux  points  de  contact  forment  une  proportion.  (•) 

5248.  —  Soient  P  et  Q  les  projections  d'un  point  M  sur  le<  diamitres  conjugués  égaux  d'une  ellipse.  Démontrer  que 
la  médiane  Ml!  du  Iriangle  MPQ  est  perpendiculaire  à  la  polaire  du  point  M.  Cas  où  le  point  M  est  sur  l'ellipse.  ;•) 

5249.  —  Lieu  des  pùlps  des  normales  à  la  parabole. 

5250.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  donnée  circonscrits  à  une  parabole. 

5251.  —  Par  un  point  quelconque  w  on  mène  des  parallèles  à  deux  directions  fixes  qui  rencontrent  une  conique  en 

des  points  A,  Fi  et  0,  D.  Démontrer  (lue  le  rapport        '  est  constant,  quel  que  soit  w. 

5252.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  d'un  faisceau  ponctuel  ou  tangentiel. 

5253.  —  On  considère  un  diamètre  variable  d'une  ellipse,  à  l'une  des  extrémités  on  mène  la  tangente,  à  l'autre  la 
normale,  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites. 

5254.  —  Le  produit  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  ellipsi'  par  le  cube  de  la  distance  du  centre  à  la  tangente 
correspondante  est  constant. 

5255.  —  Soit  .\B  un  diamètre  d'une  hyperbole  équilatère.  La  normale  en  A  rencontre  la  courbe  au  point  .M.  Montrer 
que  l'angle  aBM  est  droit. 

5256.  —  On  donne  une  conique  et  deux  points  0  et  0'.  On  joint  ces  deux  points  à  un  point  variable  A  de  la  conique  ; 
les  droites  obtenues  rencontrent  la  conique  en  M  et  M'.  La  correspondance  ainsi  obtenue  est  homographj((ue.  Peut-elle  être 
involutive  ? 

5257.  —  On  donne  une  parabole  et  un  point  A.  Par  ce  point  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  courbe  aux  points 
B  et  C,  et  sur  cette  droite  on  prend  un  point  M  tel  que    AM*  =  AB.AC.     Lieu  du  point  Jl. 

5258.  —  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  de  l'ellipse      -^-t-  -h 1  =  0    rencontrent  Oy  aux  points  T  et  N. 

Trouver  les  points  de  rencontre  de  Oa;  et  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MNT. 

5259.  —  Ine  tangente  variable  à  une  ellipse  rencontre  les  axes  de  la  courbe  en  A  et  B.  Sur  .\B  on  construit  un 
triangle  équilatéral;  lieu  du  troisième  sommet. 

5260.  —  On  considère  l'ellipse  définie  par  les  équations      x  =  —  ( <  H )<        !/  =  — r  (  ' )•        Kelations  entre 

les    t  de  quatre  points  situés  sur  un  cercle.  En  déduire  le  cercle  osculateur. 

5261.  — On  considère  une  ellipse  et  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  Soit  mm'  un  diamètre 
quelconque  de  l'ellipse  et  .MM'  le  diamètre  correspondant  du  cercle  'Mm  et  Mm'  étant  parallèles  an  petit  axe:.  Par  l'un  des 
foyers  on  mène  une  corde  ce'  du  cercle  parallèle  ,\  MM'.  Démontrer  que    ce'  =  mm' . 

5262.  —  Équation  générale  des  ellipses  ayant  pour  tangentes  au  sommet  les  axes  de  coordonnées  et  tangentes  à  un 
cercle  fixe  ayant  pour  centre  l'origine. 

5263.  —  On  donne  une  conique  et  une  droite  A,  base  de  deux  divisions  en  involution.  Par  deux  points  homologues, 
on  mène  des  tangentes  à  la  conique,  lieu  des  points  de  rencontre.  Cas  où  A  est  tangente  à  la  conique.  Transformer  la 
question  par  polaires  réciproques. 

5264.  —  Soit  M    un  point   d'une   ellipse  de  centre  0,  on  abaisse   OP    perpendiculaire   sur  la   tangente  au  point    M, 

(H" 
et  on  mène  le  diamètre  OA  parallèle  à  la  tangente.  Démontrer  que  le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  égal  à  • 

5265.  —  Étudier  la  conique    .x=  +  ixy  —  3?/^  —  21a;  —  ^6y  —  1 11  =0.     Centre  et  axes. 

5266.  —  Koyers  de  la  conique    2xy  +  4.r  —  1  =  0. 

5267.  —  Trouver  les  asymptotes  delà  conique    2a;'  —  ij^y -h  Gy- -h  Gx -¥- 2y — t  =■  0. 

5268.  —  On  considère  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  trois  tangentes  à  une  parabole.  Ine  des  tangentes 
reste  fixe,  les  deux  autres  se  rapprochent  indéfiniment  de  la  première.  Trouver  la  limite  du  cercle  circonscrit. 

5269.  —  Trouver  les  sommets  lie  l'ellipse  définie  par  les  équations    .r  =  A  cos  m(  +B  sin  w(,    y  =  A'  coswt  -t-  B'siuuf. 

5270.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P.  Déterminer  un  point  M  de  l'ellipse  tel  que  la  droite  PM  et  la  tangente  en  M 
fassent  des  angles  égaux  avec  les  axes  de  l'ellipse. 

5271.  —  On  donne  une  ellipse  et  on  considère  un  cercle  variable  ayant  pour  centre  un  point  fixe  .\.  On  demande  le 
lieu  des  milieux  des  cordes  communes  au  cercle  et  à  l'ellipse  et  le  lieu  des  centres  des  couples  de  sécantes  communes. 

5272.  —  Par  un  point  M  d'une  ellipse,  on  mène  une  droite  faisant  avec  les  axes  les  mêmes  angles  que  la  tangente  en 
M,  mais  en  sens  contraire.  Enveloppe  de  cette  droite. 

5273     —  Construire  la  courbe    (ar  +  by)-  —  .r  =  0,     et  calculer  l'aire  comprise  entre  cette  courbe  et  Ox. 


(*)  Voir  Hevue  de  }]athi'mitli()ues  sp^'ciales,  tome  VIII,  page  566,  tome  IX,  page  6. 
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6274.  —  Un  donne  une  eiiipse  ei  un  ijuim,  r.  cm  te  ^v^....  v...  •».^..^  «..>-  t,^.^^,— ....       .,  .....   _.- .-   .,....--- 

conque,  et  on  prend  l'intersection  de  cette  perpendiculaire  et  du  diamètre  conjugué.  Lieu  de  ce  point  de  rencontre.  Solution 
géométrique. 

5275.  —  Trouver  les  pieds  des  normales  menées  par  le  point    .r  =  — .     ;i  =  l    à  la  parabole    y  —  2,r  =  0. 

5276.  _  Par  un  point  A  variable  sur  une  parabole  on  mène  les  normales  AB  et  AC  à  cette  courbe.  Lieu  du  pôle  de 
BC  et  du  point  de  rencontre  de  BC  avec  la  tangente  en  A. 

5277  _  Peut-on  déduire  le  théorème  de  Pascal  des  propriétés  des  divisions  homographiques  sur  une  conique  ? 

5278  _  Théorème  de  Desargues.  En  déduire  les  propriélés  relatives  à  l'intersection  d'une  droite  avec  une  hyperbole 
et  ses  asymptotes. 

5279.  —  Par  le  foyer  d'une  conique  on  mène  une  sécante  variable  rencontrant  la  conique  aux  points  A  et  B.  Lieu  du 
point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  B. 

5280.  —  Par  un  point  de  la  directrice  d'une  paraliole  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  lis  tangentes.  Lieu  des  pieds 
de  ces  perpendiculaires. 

52S1  —  Que  représente  l'équation  x°  +  y*  —  a' -h  iXxy  =  0 .  Montrer  que  si  X  varie,  ces  courbes  tracent  sur  une 
droite  des  divisions  en  involution.  Points  doubles  de  cette  involution.  Condition  pour  qu'ils  soient  réels. 

5082    Étudier  les  coniques  r  -*"  tt"^ '  ^0.     Combien  en  passe-t-il  par  un   point  du    plan?  Quelle  est 

la  nature  de  ces  coniques  ? 

5283.  —  Mener  à  la  courbe    j'  —  3j/=  +  5  =  0    des  normales  par  le  point  (.ro,  t/o).  Discuter. 

5284.  On  donne  une  parabole  de  sommet  A  et  un  point  M  de  la  courbe.  Trouver  sur  la  courbe  un  point  M'  tel  que 

le  rapport  anharmonique  (.MM'Aœ  )  soit  égal  à    —  1 . 

5285    —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  courbe    {y  —  2x]'-hx+  iy  =  0. 

5286.  —  Trouver  le  sommet  de  la  conique    x^— ixy  +  iy-  —  ix -i- 2y  +  l  ^  0. 

5287.  —  On  donne  un  cercle,  trois  points  d'une  conique  et  un  point  ayant  même  polaire  par  rapport  au  cercle  et  à  la 
conique.  La  conique  est-elle  déterminée?  Trouver  l'intersection  de  la  conique  et  du  cercle. 

5088    Soient    x  =  — «  y  =  t    les   coordonnées  d'un  point  d'une  parabole   en    fonction  du   paramètre   (.    On 

2p 
considère  deux  points  M  et  M'  correspondant  aux  valeurs  (  et  I'.  Trouver  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite  MM'.    Si  ce 
pôle  décrit  un  cercle  tangent  à  la  parabole  en  son  sommet,  quelle  relation  y  a-t-il  entre  <  tt  i'  ? 

5289.  Étant  donnée  l'ellipse    —  -+-  Tï 1^0,     trouver  les  coniques  qui  coupent  cette  ellipse  à  angle  droit  aux 

quatre  points  d'intersection. 

5290.  —  Étudier  la  cnnicpie    x'  -h  y'  —  xy  +  x  -t-  y  =  0.    Sommets  et  axes. 

5291.  —  Lieu  des  projections  du  centre  d'une  ellipse  sur  les  normales. 

5292.  —  D'un  point  M  d'une  ellipse  on  abaisse  MP  et  MQ  perpendiculaires  sur  les  axes  de  la  courbe.  Démontrer  que  la 
droite  PtJ  est  normale  h  une  ellipse. 

5293.  —  Une  tangente  variable  à  une  hyperbole  équilatère  rencontre  les  asymptotes  aux  points  A  et  B.  On  construit 
sur  Ali  un  triangle  équilatéral.  Lieu  du  troisième  sommet. 

5294.  —  Podaircs  des  coni(|ues.  Étude  géométrique.  Cas  où  le  pôle  est  au  foyer.  Vérifier  aiialyticuienient  les  résultats 
obtenus. 

5295.  —  On  donne  l'ellipse  .r  =  n  cos  9,  y  ^  ft  sin  o.  On  pose  {■>'  =  (,  calculer  x  et  y  en  fonction  de  (.  Relation 
entre  les  (  de  quatre  points  situés  sur  un  cercle.  En  déduire  l'équation  du  cercle  osculateur.  On  donne  un  point  A  de  l'ellipse 
et  on  demande  de  trouver  un  cercle  osculateur  en  un  autre  point  M  que  le  point  A  et  passant  i>ar  le  point  A.  Il  y  a  trois 
solutions.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les  tangentes  aux  trois  points. 

5296.  —  Calculer  le  rayon  de  courbure  au  point  le  plus  haut  de  la  conique    x-  —  2xy  h-  3;/'  —  4=0. 

5297.  —  On  donne  un  axe  dirigé  Ox  et  deux  points  A  et  B  en  dehors.  Sur  Ox  on  prenil  deux  points  variables 
M  et  M'  tels  que  le  Si'gment  MM'  soit  constant.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  AM  et  BM'.  Étude  géométrique. 

5298    —  Enveloppe  d'une  droite  qui  forme  avec  deux  droites  fixes  un  triangle  de  surface  constante. 

5299.  —  Enveloppe  de  la  droite    j  cos  =■ -t-j/ sin  Ç  —a  cos  2'f  =  0.     Longueur  d'un  arc  de  la  courbe. 

5300.  —  Enveloppe  d'une  droite  telle  que  la  perpendiculaire  menée  H  cette  droite  par  son  pôle  par  rajiport  à  une 
ellipse  passe  par  un  point  fixe. 

5301. —  Enveloppe  de  la  droite    xcosO -t-i/sin  0  —  3asin —  z=  n.    Calculer  la  longueur  de  l'arc. 

5302.  —  On  considère  la  courbe  x(j' -t- y')  -f- l/'  —  a:*  ^  0,  et  on  demande  l'enveloppe  il'un  corde  dont  le  centre 
décrit  la  courbe  et  qui  passe  par  l'origine. 

5303.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  xcos  f)  +  y  sin  0  —  n  sin  —  =  0.  Longueur  de  l'arc  de  courbe.  Combien 
passe-t-il  de  ces  droites  par  un  point  du  plan  ? 

5304.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite    tix  -*-  vu  +  w  :=  0    sachant  qu'on  a     — 1 =0.     C'est  une  para- 

hole  tangente  aux  axes  de  coordonnées.  Trouver  son  axe  et  la  forme  réiliiite  de  son  équation. 
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5305.  —  Enveloppe  de  la  droite    x  cos  >.  +  y  sin  ),  -i-  [{X)  =  0.     Normale,  rayon  de  courbure. 

5306.  —  Soit  une  ellipse  de  foyers  F  et  F'.  Trouver  l'enveloppe  de  la  corde  MM'  sachant  (|ue  FM  et  F'M'  sont  paral- 
lèles à  deux  diamètres  conjugués. 

5307.  —  Trouver  sur  une  ellipse  un  point  M  tel  que  le  rayon  de  courbure  en  ce  point  soit  égal  au  demi-diamètre 
conjugué  du  diamètre  qui  passe  au  point  M. 

5308.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  conique. 

5309.  —  Trouver  l'enveloppe  d'un  cercle  dont  le  centre  décrit  une  ellipse  et  qui  passe  par  le  centre  de  cette  ellipse. 
Montrer  géométriquement  que  cette  enveloppe  est  homothétique  de  la  podaire  de  l'ellipse  par  rapport  il  son  centre. 

5310.  —  Lieu  des  milieux  des  normales  à  une  ellipse. 

5311.  —  Equation  aux  coefûcients  angulaires  des  normales  menées  par  le  point  {Xa,  y„)  à  la  parabole 

(ux  -h  vy)'  -h  2Dx  +  2E!/  -f-  F  =  0. 

5312.  —  Enveloppe  des  cordes  d'une  parabole  de  longueur  donnée. 

5313.  —  Enveloppe  des  cordes  d'une  parabole  dont  la  projection  sur  l'axe  ou  sur  la  tangente  au  sommet  est  de  lon- 
gueur donnée. 

IV.  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

5314.  —  On  fait  tourner  la  droite  .r  =  :-t-l,  )/ ^  2i -f- 3  autour  de  la  droite  joignant  l'origine  0  au  point  A 
{x  ^  \,    y  =  l,    :  :=  i\    d'un  angle  de  45"  dans  le  sens  direct.  Trouver  les  équations  de  la  nouvelle  position  de  la  droite. 

5315.  —  On  fait  tourner  la  droite  x  ^  az  +p,  y  ^  hz  ^  q  autour  de  0:  ;  peut  on  la  rendre  perpendiculaire  à  sa 
première  position  ? 

5316.  —  On  donne  dans  l'espace  trois  points  définis  par  leurs  coordonnées.  Trouver  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  et  de  l'orthocentre  du  triangle  formé  par  ces  trois  points. 

5317.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ojt,  Ci/,  0:  et  un  point  S\a,  b,  c) .  Déterminer  un  tétraèdre  régulier 
admettant  pour  sommets  les  points  0  et  A,  et  tel  qu'un  autre  sommet  .>oit  dans  le  plan  des  .ry. 

5318.  —  frouver  une  courbe  tracée  sur  le  cylindre  .v°  +  y-  —  II-  =  0  telle  que  les  tangentes  à  cette  courbe  soient 
tangentes  à  la  sphère    x-  -h  y-  -h  z*  —  a-  =  0. 

5319.  —  Trouver  une  courbe  tracée  sur  une  sphère  et  telle  que  les  tangentes  à  cette  courbe  soient  tangentes  à  un  cylin- 
dre de  révolution  dont  l'ase  passe  par  le  centre  de  la  sphère. 

5320.  —  Trouver  sur  la  sphère  une  courbe  coupant  fous  les  méridiens  sous  un  même  angle. 

5321 .  —  l.ieu  des  points  équidistants  d'une  droite  et  d'un  plan.  Cas  particulier  oîi  la  droite  et  le  plan  sont  perpendicu 
laires. 

5322.  —  On  projette  un  point  M  sur  le  plan  yOz  en  P,  et  on  prend  la  droite  OP'  symétrique  de  OP  par  rapport  à  i)z. 
On  fait  de  même  pour  les  deux  autres  plans  de  coordonnées.  Démontrer  que  les  trois  droites  analogues  à  OP'  sont  dans  un 
même  plan.  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que  ce  plan  soit  tangent  à  un  cone  donné  '? 

5323.  —  On  donne  deux  droites  quelconques.  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  l'une  tournant  autour  de 
l'autre. 

5324.  —  On  considère  une  hélice  située  sur  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  0;.  l'ne  droite  variable  assu- 
jettie à  rencontrer  0:  à  angle  droit  et  à  s'appuyer  sur  l'hélice  engendre  une  surface.  Représentation  paramétrique  de  celte 
svirface.  On  coupe  cette  surface  par  un  cylindre  de  révolution  d'axe  Oi.  Nature  de  l'intersection. 

5325.  —  Trouver  sur  un  cylindre  de  révolution  une  courbe  telle  que  son  plan  osculateur  soit  normal  au  cylindre. 

5326.  —  Les  extrémités  d'un  segment  AB  décrivent  des  courbes.  Soit  M  un  point  invariablement  lié  à  AU.  Montrer 
qu'à  chaque  instant  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  A,  B,  M  passent  par  une  même  droite. 

5327.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  O.c,  0)/,  Oj  et  trois  sphères  concentriques  de  centre  0. 
On  mène  une  droite  passant  par  le  point  0  qui  les  rencontre  en  A,  B,  C  Par  le  point  A  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan 
des  yz,  par  B  un  plan  parallèle  au  plan  des  zx,  par  0  un  plan  parallèle  au  plan  des  jy.  Ces  plans  se  coupent  en  im  point 
M  dont  on  demande  le  lieu.  Puis,  par  le  point  A  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  OA  qui  rencontre  Ox  en  A,,  par  le 
point  B  un  plan  perpendiculaire  à  OB  qui  coupe  Oy  eu  Bi,  et  par  le  point  C  un  plan  perpendiculaire  à  OC  qui  rencontre 
Os  en  Cl.  Montrer  que  le  plan  A,BiC,    passe  par  le  point  M  et  est  langent  en  ce  point  k  la  surface,  lieu  du  point  M. 

5328.  —  Trouver  sur  un  cylindre  parabolique  une  courbe  dont  les  tangentes  font  un  angle  constant  avec  les  généra- 
trices. 

5329.  —  On  considère  la  courbe  x  =  /-,  //  =;  (',  :  =  1.  Équation  du  plan  passant  par  trois  points  ti,  li,  ti.  Plan 
osculateur  en  un  point.  .Mener  les  plans  oscillateurs  passant  par  un  point  A  non  situé  sur  la  courbe.  11  y  a  trois  solutions  ; 
montrer  que  le  plan  des  trois  points  do  contact  passe  par  le  point  A. 

5330.  —  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas  ;  on  demande  le  lieu  engendré  par  une  droite  de 
longueur  constante  s'appuyant  sur  les  deux  droites. 

5331.  —Trouver  sur  un  cylindre  de  révolution  une  courbe  telle  que  les  tangentes  à  cette  courbe  rencontrent  un  cercle 
donné  concentrique  à  une  section  droite. 

5332  —  Trouver  l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  (l,  1,  1)  et  pour  directrice  la  courbe  x  =  C,  y  =  l', 
z  =  t. 

5333.  —  Déterminer  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine  une  courbe  telle  que  deux  méridiens  quelconques  pas- 
sant par  0;  interceptent  sur  cette  courbe  un  arc  égal  à-  l'arc  intercepté  par  les  mêmes  méridiens  sur  le  grand  cercle  du 
plan  des  .ry. 
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5334.  —  Tangente,  plan  osculateur, rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe    x  =  a  cos  6,  j^  =  a  sin  6,  z  =  a  cos  n  6. 

5335.  —  Soient  i,  ?,  r  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  un  point  dune  courbe  gauche,  calculer    di,  d?  et  d;. 

5336.  —  yue  représente  l'équation    ^(S,  S'|  =  0,    S  et  S'  étant  les  premiers  membres  des  équations  de  deux  sphères  ? 

5337.  —  On  coupe  une  surface  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  tangent  et  voisin.  Forme  limite  de  la  section. 

5338    —  Étudier  la  courbe    a-  =  -^,     ;/  =  -^^    Degré.  Plan  osculateur. 
a  tt 

"5339    —  Étudier  la  surface     ^ -^  =0.     Sections  par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coor- 

a»  —  z-        II-  —  z-  c 

données. 

5340.  —  Calculer  l'arc  de  la  courbe  j  =  o  cos 26  sin  0,  y  =  a  ?in  20  sin  0,  z  =  a  cos  0.  Trouver  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente. 

5341.  —  Que  représente  la  surface    ;  =     ""  ^,'-     Lieu  des  projections  d'un  point  fixe  sur  les  génératrices. 

5342.  —  Sections  du  tore  par  un  plan  bitangent  et  par  une  sphère  bitangente.  Calcul  et  épure. 

5343.  —  On  considère  la  courbe    fl'j  =  ^,     a}y  =  ^-    Trouver  la  longueur  d'un  arc.  Trouver  le  lieu  de  la  droite 

joignant  les  deus  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  un  plan  passant  par  Oc.  Montrer  que  les  tangentes  font  un  angle 
constant  avec  une  droite  fixe. 

5344.  —  Plan  tangent  en  un  point  de  la  surface  engendrée  par  la  droite    x  =  Iz-h  l-,    y  —  t'-z  -+- 1'. 

5345.  —  Volume  de  la  surface    — r  +  r ; ï  =  <>    compris  entre  les  plans    :  =  0,    z=li. 

a'        b-        z-+(i' 

5346.  —  On  donne  une  sphère  tangente  à  l'origine  au  plan  yOz.  Trouver  la  surface  engendrée  par  des  droites  tangentes 
à  la  sphère,  parallèles  au  plan  des  xy,  et  rencontrant  0;.  Sections  par  les  plans  z  =  II,  x  =  k.  Plan  tangent  en  un 
point  de  la  surface. 

5347.  —  Étudier  les  quadriques  : 

2'  —  2ti/  =  1 ,  x'  —  i/«  +  s'  —  2yz  -4-  iazx  —  ixy  ^  Sx  =  0,  x-  —  y'- -t-  z- —  z-hy  =  0, 

x'  —  y^+z-  +  2xz  —  ix-^  iy—  iz  =  0,  {r  +  y  —  z]'  -h  x-  +  y-  —  z-  +-2x  —  i  =  0, 

x'-^y'  +  z'  —  2(i/s  +  ZX  -r  xy)  ■+-  2[x  +  i/  -i-  :)  =  0,  x'  —  3y-  -h  iz^  =  i    (sections  circulaires), 

x»  +  y' -f- s' —  2j/z -h  8x  =  0,  x»  +  4i/s  — 2x +2i/-i- 2:  =  0,  x- —  y°  —  z--hixy  =  i      (ombilics), 

ï»  +  31/' —  3)/;  —  4X3  ^- 2x1/ +  4s» -t- 2  =  0,  x- +  {y  —  zf -h {z -i- 1)^  =  2, 

x«  -t-  j/5  -H  :'  —  2yz  —  ixz  -h2z  =  0    (sections  circulaires),  {y  —  z)'  +  (z  —  xf  +  (x  —  t/,»  -+-  (J-  +  j/  +  2)-  =  1, 

x»  + 2)/:  —  ;'+ 2x+ 1  =  0    fombilics),  .r=  — j/'  +  Ss' —  2j/s +x  — 1  ^  0,  i/: +zx -H x.)/ —  a' =  0 (méridienne). 

5348.  —  Équation  de  la  section  droite  du  cylindre       (3x — 2i/)'  + 5(x4-y+ I)'-  — 10  =  0. 

5349.  —  Ueu  des  centres  des  quadriques    x' 4- j/' +  j'  -h  2axy  —  hazx  A-2yz  —  2x  +  6i/-)-  2a:  —  1  =0. 

5350.  —  Montrer  que  deux  surfaces  du  deuxième  degré  qui  ont  une  génératrice  commune  se  touchent  en  deux  points, 

5351.  —  Plans  cycliques  du  c6ne    x=  +  2y'  —  32'  =  0. 

5352.  —  Etant  donnée  la  quailrique  x'  +j/' —  z'  —  2xy  -t-  iyz  +x  =  0,  trouver  les  sections  de  cette  quadrique  qui 
se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant  des  cercles. 

5353.  — Que  représente  l'équation  X(x'  —  a') -)- ii(i/' —  6') -H  vfs'  —  c')  =  0  quand  X,  a,  v  varient?  Lieu  des  points 
pour  lesquels  le  plan  tangent  est  parallèle  à  un  plan  fixe. 

5354.  —  Intersection  de  doux  quadriques  ayant  une  conique  commune. 

5355.  —  Par  un  point  donné,  on  mène  une  droite  variable  qui  rencontre  une  quadrique  en  deux  points  A  et  B.  Lieu 
du  milieu  de  AB. 

5350.  —  On  considère  les  droites  t\\n  sont  perpendiculaires  il  leurs  conjuguées  par  rapport  .i  une  quadrique.  Lieu  de 
ces  droites  qui  passent  par  un  point. 

5357.  —  Trouver  l'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  un  [loiiit  île  l'axe  0:  et  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  des 
xy  passant  par  l'origine.  Plans  cycliques  du  cône 

5'J58.  —  Trouver  l'équation  d'un  ellipsoïde  de  révolution  connaissant  les  sommets  A   et   A'   de  l'axe  de  révolution  et 

le  rayon  de  l'équateur.  Examiner  en  particulier  le  cas  où  l'origine  est  le  milieu  de  AA'. 

5359.  —  On  dimne  un  ellipsoïde  rappmtéà  ses  axes  et  on  considère  trois  demi-diamètres  conjugués  OM,  O.M'  et  OM' . 
Connaissant  les  coordonnées  de  M  et  de  W ,  calculer  celles  de  M'. 

5360.  —  On  donne  trois  droites  D„  !>,,  Dj.  Construire  un  triangle  A.A.As  dont  les  sommets  soient  sur  Di,  Dj,  Dj  et 
tels  qui'  AiAj  soit  perpendiculaire  h  D,,  AjA,  h  Di  et  AiAj  à  l)j.  Le  problème  est  en  génér.-il  impossible.  A  quelle  condition  est- 
il  possible? 

5361.—  Mener  par  la  droite     MX  f- ri/ +  ici  —  1  =  0,    u'x -4- d'j/ -t- ir'i  —  1  =  0     des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde 

X'  (/'  2' 

-^  "*■  -jT  -I ; 1=0.    Condition  pour  que  ces  plans  soient  confondus. 
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5362  -  Condition  ponr  «lu'an  plan  ux  +  vy  +  wz  =  0  coupe  le  cône  A.x"-  +  X'y\+  A":=  +  2Byz  +  2Wzx  +  aBxy  =  0 
suivant  deux  droites  rectangulaires.  Peut-oti  déduire  de  là  la  conditinn  i,ûur  que  le  cône  contienne  tro.s  génératrices  for- 
mant un  trièdre  trirectangle  ■.' 

5363  -  Lieu  des  points  tels  que  la  perpendiculaire  menée  de  l'un  deux  sur  son  plan  polaire  par  rapport  à  une 
quadrique  passe  par  un  point  lixe.  Equation  du  cône  qui  a  pour  base  la  cubique  trouvée  et  son  sommet  a  1  origine. 

5364  -  Etant  donnée  une  surface  réglée  du  deuxième  ordre,  démontrer  que  quatre  génératrices  d'un  système  déter- 
minent sur  deux  génératrices  de  l'autre  système  des  rapports  anbarmoniques  égaux. 

5365.  -  Etant  donné  un  cône  du  deuxième  degré,  trouver  un  plan  tel  que  le  sommet  du  cone  se  projette  sur  ce  plan 
en  l'un  des  foyers  de  la  section. 

5366.  -  Autour  de  quelles  droites  faut-il  faire  tourner  une  ellipse  pour  que  la  surface  engendrée  soit  du  deuxième 
degré  ? 

5367.  -  Equation  d'un  cylindre  de  révolution  tangent  à  l'origine  au  plan  des  xy.  Trouver  l'indicatrice  h  l'origine. 

5368.  —  Lieu  du  pùle  du  plan    ux-hvy  +  wz+  r  =  0    par  rapport  aux  quadriques 

«2  -(-  >,  ~^   6=  +  X         c'  ■+'>• 
X  et  p.  étant  des  variables. 

5369.  —  On  considère  les  trois  droites 

x=  az-hp,  x=  a'z  +  p,  x  =  a"z  -t-  p", 

Il  =  bz-hq,  y  =  b's  +q',  y  =  1)"^  -+-  q" . 

Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  les  rencontre. 

Trouver  la  surface  engendrée  par  un  cercle  rencontrant  ces  trois  droites  et  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  des  xy. 

5370.  —  Moment  d'inertie  de  l'ellipsoïde  de  révolution      - — -^  4-  4r  —  1  =  "     P»''  rapport  à  son  axe. 

a-  6- 

5371.  —  Section  du  cùne  x- -^  iif  —  z'- =  fi  par  le  plan  .f  —  2;/ -H  : -t- 1  =  0.  Nature  de  la  section.  Trouver  son 
foyer . 

5372.  —  On  donne  deux  droites  fixes  D  et  D'  et  une  droite  variable  rencontrant  D  et  U'  en  deux  points  A  et  A',  tels 
que  les  droites  joignant  A  et  A'  à  un  point  fixe  0  soient  rectangulaires.  Trouver  le  lieu  de  la  droite  AA'. 

5373.  —  Trouver  l'équation  du  paraboloïde  de  révolution  ajant  pour  sommet  le  point  A  (a,  h,  c)  et  pour  foyer  le  point 
F  (a,   P,  T). 

5374.  —  Lieu  des  points  do  l'espace  dont  le  rapport  des  distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  lixe  est  constant. 

5375.  —  Equation  générale  des  quadriques  passant  par  les  sommets  d'un  cube  symétrique  par  rapport  aux  trois 
plans  de  coordonnées. 

5376.  —  Normale  en  un  point  d'un  ellipsoïde.  Droite  conjuguée  de  cette  normale. 

5377.  —  On  donne  deux  droites  D  et  D'  qui  ne  se  rencontrent  pas  ;  par  la  droite  D  on  mène  un  plan  quelconque  P  et 
par  la  droite  0'  un  plan  P'  perpendiculaire  à  P.  Trouver  le  lieu  de  la  droite  intersection  de  P  et  de  P'.  Monlrer  géométrique- 
ment que  tout  plan  perpendiculaire  h  l'une  des  droites  D  ou  b'  coupe  la  surface  obtenue  suivant  un  cercle. 

5378.  -  Correspondance  homographique  entre  les  points  de  deux  coniques  situées  ou  non  dans  un  même  plan. 
Montrer  que  les  génératrices  d'une  quadrique  tracent  sur  deux  sections  planes  des  divisions  liomograpbiques.  Réciproque. 
Cas  de  deux  sections  circulaires  parallèles. 

■y.  Géométrie  descriptive. 

5379.  —  Symétrique  d'une  droite  par  rapport  au  bissecteur  du  deuxième  dièdre. 

5380.  —  Mener  par  une  borizontale  un  plan  parallèle  ;\  une  droite  donnée.  Trouver  les  traces. 

5381.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  parallèles  au  deuxième  bissecteur. 

5382.  —  Perpendiculaire  commune  à  une  droite  de  profilet  à  une  droite  quelconque. 

5383.  —  On  donne  un  segment  de  droite  par  les  cotes  de  ses  extrémitéset  un  point  de  cote  donnée.  Construire  le  mo- 
ment linéaire  de  la  droite  par  rapport  au  point. 

5384.  —  On  donne  une  droite  par  sa  projection  cotée,  et  un  point  par  sa  projection  et  sa  cote.  Faire  tourner  ce  point 
de  45»  autour  de  la  droite,  le  sens  positif  étant  défini  par  le  sens  des  cotes  croissantes  sur  la  droite. 

5385.  —On  donne  une  verticale  0;  etdeux  droites  0\  et  OB  qui  la  rencontrent  au  point  0  et  qui  se  projettent  liorizon- 
talement  suivant  ou  et  oh.  Connaissant  les  angles  que  font  OA  et  01!  avec  le  plan  horizontal,  et  l'angle  AOB,  construire 
l'angle  aob. 

5386     —  Construire  les  projections  d'une  parabole  connaissant  les  projections  de  son  foyer  et  de  sa  directrice 

5387.  —  Mener  par  un  point  un  plan  coupant  les  cotés  d'un  quadrilatère  gauche  eii,|uatre  points  qui  soient  les  som- 
mets d'un  parallélogramme. 

5388.  —  Plans  bissecteurs  de  deux  plans  définis  par  leurs  échelles  de  pente. 
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5389.  —  Projection  d'im  octaèdre  régulier. 

5390.  —  On  donne  uii  plan  déQni  par  une  fronLile  et  une  horizontale,  et  dans  ce  plan  un  cercle  défini  par  son  centre 
et  son  rayon.  Déterminer  le  point  de  l'ellipse  projection  horizontale  où  la  tangente  fait  45°  avec  xy. 

3391.   —  Projection  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle. 

5392.  —  On  donne  quatre  droites  passant  par  un  même  point  et  formant  un  angle  polyèdre.  Mener  par  un  point  un 
plan  coupant  cet  angle  suivant  un  parallélogramme. 

5393.  —  Un  trièdre  trirectangle  a  une  arête  verticale,  une  de  bout  et  l'autre  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Le  couper 
suivant  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 

5394.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Ce  cercle  est  le  rabattement  d'un 
cercle  du  plan  donné  autour  de  la  trace  horizontale.  Cette  circonférence  est  dans  l'espace  la  base  d'un  cône  dont  la  hau- 
teur est  double  du  lajon  de  base.  Contours  apparents  de  ce  cône. 

5395.  —  Construire  une  droite  passant  par  un  point,  parallèle  à  un  plan  et  située  à  une  distance  donnée  d'une  droite 
donnée. 

5396.  —  Trouver  les  contours  apparents  d'un  cône  dont  la  base  est  une  circonférence  située  dans  un  plan  de  bout  et 
définie  par  son  rabattement  sur  le  plan  horizontal. 

5397.  —  On  donne  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  On  considère  le  cône  supplémentaire. 
Déterminer  :  1°  sa  trace  horizontale;  2°  ses  contours  apparents. 

5398.  —  .Normale  commune  à  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  et  à  une  droite  quelconque. 

5399.  —  Une  droite  AB  est  l'axe  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  dont  on  donne  les  bases  en  grandeur  dans  les  plans 
menés  par  A  et  B  perpendiculairement  à  AB.   Représenter  les  projections  du  tronc  de  cône.  Construire  le  sommet  du  cône. 

5400.  —  On  donne  un  cercle  f  dans  le  plan  horizontal,  un  plan  vertical  P  et  trois  points  A,  B,  C.  Le  cône  de  sommet 
A  et  de  directrice  y  coupe  le  plan  P  suivant  une  conique  vi-  1-6  cône  de  sommet  B  et  de  directrice  y,  coupe  le  plan  hori- 
zont;il  suivant  une  courbe  •;=,  et  enfin  le  cône  qui  a  pour  sommet  C  et  pour  directrice  fi  rencontre  le  plan  P  suivant  la 
courbe  yj.  Trouver  le  point  le  plus  à  droite  et  le  point  le  plus  à  gauche  de  ^3. 

5401.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  et  une  droite  dans  ce  plan.  Mener  par 
cette  droite  un  plan  coupant  le  cône  suivant  une  parabole,  héterrainer  le  sommet  de  celte  parabole. 

5402.  —  On  donne  un  plan  défini  par  son  échelle  de  penle,  une  conique  dans  ce  plan  dont  la  projection  horizontale 
est  un  cercle.  Cette  conique  est  la  directrice  d'un  cône  dont  le  sommet  est  donné  par  sa  projection  horizontale  et  sa  cote. 
Trouver  la  trace  horizontale  du  cône.  Mener  à  cette  trace  des  tangentes  par  un  point  du  plan  horizontal. 

5403.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  un  plan  quelconque  P.  Trouver  les  autres  plans  non 
parallèles  au  plan  P  qui  coupent  ce  cône  suivant  un  cercle. 

5404.  — On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  horizontal.  On  le  coupe  par  un  plan  de  bout  par.xllèle  à  une 
génératrice  de  contour  apparent  vertical.  La  section  est  une  parabole.  Trouver  le  sommet  de  la  projection  horizontale. 

5405.  —  Section  d'un  cône  à  base  circulaire  horizontale  par  un  plan  parallèle  au  deu.\ième  bissecteur. 

5400.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  a.ve  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  l'une  des 
génératrices  de  contour  apparent  vertical  du  cône. 

5407.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  liorizontal  et  un  point  S.  Le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base 
le  cercle  est  coupé  par  un  plan  de  profil  suivant  une  conique,  qu'on  prend  comme  base  d'un  deuxième  cône  de  sommet  T. 
Déterminer  l'intersection  des  deux  cônes. 

5408.  —  Condition  pour  que  deux  coniques  soient  les  projections  d'une  même  conique. 

5409.  —  intersection  d'un  cylindre  hyperbolique  ayant  sa  base  dans  le  plan  horizontal  avec  un  cône  dont  le  sommet 
est  sur  l'aie  du  cyhndre  et  dont  la  base  est  un  cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  et  passant  par  le  centre  de  l'hyperbole. 

5410.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  qui  est  la  base  commune  à  deux  cylindres.  On  les  coupe  par  un 
plan  de  front,  et  on  considère  deux  cônes  ayant  pour  bases  les  sections  et  pour  sommets  des  points  donnés.  Trouver  les  con- 
tours ap|>arents  de  ces  cônes  et  leur  intersection. 

541 1.  —  On  donne  une  droite  quelconque  rencontrant  deux  verticales.  Ces  verticales  sont  les  axes  de  deux  cônes  de  révo- 
lution .lyant  la  première  droite  pour  génératrice.  Intersection  des  deux  cônes. 

5412.  —  Intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  dont  l'un  a  ses  génératrices  perpendiculaires  au  plan  vertical  et 
dont  l'autre  a  ses  génératrices  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

54'13.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  parabolique. 

5414  —  Une  parabole  est  tangente  en  son  sommet  s  à  la  ligne  de  terre  ;  c'est  la  directrice  d'un  cône  dont  le  sommet 
(«,  s)  est  sur  la  verticale  du  point  s.  Intersection  de  ce  cône  avec  un  cylindre  vertical  dont  la  directrice  est  un  cercle  du 
plan  horizontal  langent  en  s  ,î  la  ligne  de  terre. 

5415.  —  Branches  infinies  dans  l'intei-sfction  d'un  cylindre  hyperbolique  et  d'un  cylindre  parabolique. 

5416.  —  On  coupe  un  cylindre  de  révolution  ;i  axe  vertical  par  un  plan  parallèle  au  deuxième  bissecteur.  Ombre  portée 
par  la  section  à  l'intérieur  du  cylindre  suiiposé  creux. 

^**'-  —  On  donne  une  sphère  par  ses  contours  apparents  ;  elle  représente  la  terre.  Le  méridien  de  front  est  celui  de 
Paris,  lax<-  de  la  terre  étant  vertical.  Dessiner  sur  la  sphère  les  points  dont  la  longitude  est  égale  à  la  latitude.  Tangente  en 
un  point,  l'oints  remarquables. 

54 18.  —  Mener  à  une  sphère  des  plans  tangents  par  une  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
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5419.  —  Trouver  l;i  projection  verticale  d'une  droite  passant  ]ini-  un  point  donné  et  tangente  à  une  spliére  donnée, 
connaissant  la  projection  liorizontale  de  la  droite  cherchée. 

5420    —  Ombre  portée  par  une  .sphère  sur  une  droite. 

5421 .  —  Mener  dans  une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  horizontal  une  corde  parallèle  à  une  droite  de  front,  de 
longueur  donnée  et  dont  l'une  des  extrémités  est  dans  le  plan  horizontal. 

5422.  —  Intersection  d'une  sphère  dont  les  contours  apparents  sont  confondus  et  d'ime  droite  située  dans  le  second 
bissecteur. 

5423.  —  Par  un  point  A  d'une  sphère  on  mène  une  droite  quelconque  qui  représente  un  rayon  lumineux  tombant  sur 
la  sphère  au  point  A.  Construire  le  rayon  réfléchi. 

5424.  —  On  donne  une  sphère  et  un  prisme  dont  la  base  est  un  ti-iangle  situé  dans  le  plan  du  grand  cercle  horizontal 
et  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Les  arêtes  du  prisme  ont  une  direction  donnée.  Solide  commun  à  la  sphère  et  au  prisme. 

5425.  —  On  donne  les  projections  cotées  de  quatre  points.  Déterminer  le  centre  de  gravité,  les  centres  des  sphères 
inscrite  et  circonscrite  au  tétraèdre  défini  par  les  quatre  points. 

5426.  —  On  donne  deux  sphères  ayant  pour  centres  les  points  0  et  0,  et  passant  toutes  deux  par  un  point  H  Intersection 
des  deux  sphères. 

5427.  —  Trouver  les  contours  apparents  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  une  courbe  située  d.ms  un  plan 
de  bout  et  se  projetant  horizontalement  suivant  un  cercle,  qui  tourne  autour  d'un  axe  quelconque. 

5428.  —  Une  conique  située  dans  le  deuxième  bissecteur  ayant  ses  projections  confondues  suivant  un  cercle,  tourne 
autour  d'un  axe  de  Iront.  Section  de  la  surface  obtenue  par  un  plan  vertical. 

5429.  —  Une  surface  de  révolution  a  son  axe  de  front  et  est  déûnie  par  sa  méridienne  principale  Mener  à  cette  surface 
un  plan  tangent  par  un  point  donné,  dont  le  point  de  contact  soit  sur  un  parallèle  donné. 

5430.  —  Ombre  portée  d'un  tore  à  axe  vertical  sur  le  plan  vertical. 

5431.  —  On  donne  dans  un  plan  de  bout  une  ellipse  qui  se  projette  suivant  un  cercle  sur  le  plan  horizontal,  et  on  fait 
tourner  cette  ellipse  autour  d'un  axe  vertical.  Trouver  la  courbe  de  contact  de  la  surface  engendrée  et  du  cylindre  circons- 
crit dont  les  génératrices  en  projection  horizontale  et  verticale  font  K'  avec  les  lignes  de  rappel. 

5432.  —  On  considère  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical,  et  on  la  fait  tourner  autour  d'une 
droite  verticale.  Méridienne  principale  de  la  surface  engendrée. 

5433.  —  On  fait  tourner  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  autour  d'une  droite  définie  par 
sa  projection  horizontale  graduée.  Trouver  un  point  du  contour  apparent  horizontal  de  la  surface  engendrée,  et  la  tangente 
en  ce  point. 

5434.  —  Un  cylindre  de  révolution  est  défini  par  son  axe  et  un  point.  1°  Construire  ses  contours  apparents;  2°  étant 
donnée  la  projection  d'un  point,  trouver  l'autre  projection  et  le  plan  tangent  ;  3°  mener  les  plans  tangents  par  un  point  ou 
parallèlement  à  ime  droite.  Résoudre  ces  problèmes  en  géométrie  descriptive  et  en  géométrie  cotée. 

5435.  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  dont  on  donne  l'axe  et  le  sommet  pour  qu'il  soit  tangent  à  un  cylindre  de 
révolution  dont  l'axe  est  de  front. 

5436.  —  Mener  par  un  point  une  tangente  commune  à  deux  cylindres  de  révolution. 

5437.  —  Construire  une  hélice  sur  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical;  un  [point  et  la  tangente. 

5438.  —  En  géométrie  cotée  on  donne  le  sommet,  l'axe  et  l'angle  au  sommet  d'un  ci'me  de  révolution.  .Mener  à  ce  cône 
des  plans  tangents  parallèles  à  mie  droite. 

5430.  —  Construire  un  cône  de  révolution  [lassant  par  un  point  et  langent  aux  deux  plans  de  projection,  connaissant 
son  sommet. 

5440.  —  Construire  un  cône  de  révolution  connaissant  son  axe  et  sachant  qu'il  est  tangent  au  plan  horizontal. 

5441.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  défini  par  son  axe,  son  sommet  et  une  génératrice  quelconque.  Intersection 
de  ce  cône  et  d'une  droite. 

5442.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  par  son  axe,  son  sommet  et  le  demi-angle  au  sommet.  Trouver  le  contour 
apparent  horizontal . 

5443.  —  On  donne  un  point,  une  droite  et  un  plan.  Mener  par  le  point  une  droite  rencontrant  la  droite  donnée  et  fai- 
sant avec  le  plan  un  angle  donné. 

5444.  — Ombres  d'un  cône  de  révolution  sur  les  plans  de  projection. 

5445.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  par  son  axe  et  une  génératrice.  Construire  un  cylindre  de  révolution  d'axe 
donné  et  tangent  au  cône. 

5440.  —  On  donne  deux  droites  qui  se  rencontrent  en  un  point  S,  et  qui  sont  définies  par  leurs  projections  cotées. 
Mener  par  le  point  S  une  droite  faisant  avec  les  droites  données  des  angles   a  et  p. 

5447.  —  On  donne  une  sphère,  un  point  et  une  droite  en  géométrie  cotée.  Mener  par  le  point  une  droite  tangente  à  la 
sphère  et  rencontrant  la  droite  donnée. 

5448.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front.  Construire  un  cylindre  tangent  à.  ce  cône  et  ayant 
pour  axe  la  ligne  de  terre. 

5449.  —  On  donne  une  droite  de  front  D,  une  droite  quelconque  A  et  un  point  A.  et  on  demande  île  mener  par  le 
point  A  une  droite  f.Tisant  un  angle  de  30°  avec  D  et  un  angle  de  45"  avec  A. 

5450.  —  On  donne  une  droite  A,  un  point  S  sur  cette  droite  et  une  autre  droite  li.  Construire  un  cône  de  révolution 
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avant  pour  a\e  A,  po'""  sommet  S  et  tangent  à  la  droite  B.  Soit  M  le  point  de  contact.  Le  plan  vertical  projetant  U  coupe 
le  cône  suivant  une  conique  tangente  à  B  en  M.  Construire  le  rayon  de  courbure  de  cette  conique  au  point  M. 

5451.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  faisant  un  angle  donniS  avec  une  droite  donni^e. 

5452.  —  Construire  un  cône  de  révolution  tangent  à  une  verticale  donnée,  connaissant  son  axe  et  son  sommet. 

5453.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  C  et  on  considère  le  cercle  qui  passe  par  ces  points.  Au  centre  0  de  ce  cercle  on 
élève  une  perpendiculaire  à  son  plan,  sur  laquelle  on  prend  de  part  et  d'autre  deux  points  S  et  S,  tels  que  OS  =  OSi  =  15'^"- 
Représenter  le  double  cône  dont  les  sommets  sont  S  et  S,  et  qui  a  pour  base  le  cercle. 

5454.  —  On  donne  une  droite  par  sa  projection  graduée  :  c'est  l'axe  du  cône  de  révolution  dont  le  sommet  a  pour  cote 
zéro  et  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal  à  SO».  Intersection  de  ce  cône  et  d'une  droite  quelconque. 

5455.  —  On  donne  une  verticale  et  une  droite  D.  Construire  une  droite  A,  rencontrant  D,  faisant  un  angle  donné 
avec  le  plan  borizontal  et  telle  que  la  perpendiculaire  commune  à  i  et  à  la  verticale  ait  une  longueur  donnée  et  soit  dans  un 
plan  horizontal  donné.  ,    ,   .,     ,       ,     ,   ,■  ,    ,. 

5456.  —  Intersection  d'une  droite  quelconque  et  d'un  liyperboloide  de  révolution  à  axe  de  front. 

5^57    _  Contours  apparents  delà  surface  engendrée  par  une  droite  de  front  tournant  autour  d'une  horizontale. 

5458.  —  Une  droite  de  front  tourne  autour  d'une  droite  du  plan  vertical.  On  demande  la  trace  horizontale  de  la  sur- 
face engendrée. 

5459.  —  Une  surface  gauche  de  révolution  est  définie  par  son  axe  vertical,  une  asymptote  et  un  pointde  la  méridienne 
principale.  Mener  à  cette  surface  un  plan  tangent  par  un  point,  le  point  de  contact  étant  sur  un  méridien  donné. 

5460.  —  Une  surface  gauche  de  révolution  est  définie  par  son  axe  de  front  et  une  génératrice  G.  Trouver  la  seconde 
génératrice  qui  passe  par  un  point  donné  iV  sur  G.  Déterminer  sur  la  génératrice  G  le  point  situé  sur  le  contour  apparent 
vertical. 

546t.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  de  front  avec  le  deuxième  bissecteur. 

5462.  —On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  limitée  à  deux  plans  horizontaux.  On  suppose  le 
solide  creux  à  l'intérieur,  et  on  demande  l'ombre  portée  de  la  base  supérieure. 

5463.  —  Déterminer  les  génératrices  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  qui  font  un  angle  donné  avec 
la  ligne  de  terre. 

5464.  —  Intei'seclion  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  une  droite.  Un  plan  de  bout  coupe  la  surface 
suivant  une  section  qui  se  projette  horizontalement  suivant  un  cercle.  Trouver  le  centre  de  ce  cercle  (géométriquement  et 
analytiquement).  Section  par  un  plan  quelconque. 

5465.  —  Ombre  au  flambeau  d'un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical. 

5466.  —  On  donne  quatre  droites  ayant  leurs  projections  parallèles  (géométrie  cotée).  Existe-t-il  des  droites  les  rencon- 
trant toutes  les  (|uatre  ? 

5^67.  —  On  donne  une  horizontale  et  quatre  droites  qui  la  rencontrent  (géométrie  cotée).  Existe-t-il  d'autres  droites 
rencontrant  les  quatre  droites  données. 

5468.  —  Un  paraboloïde  est  défini  par  une  génératrice  verticale  et  une  génératrice  quelconque;  il  a  pour  plan  direc- 
teur le  plan  horizontal.  Traces  des  génératrices.  Ombre  au  flambeau,  ombre  au  soleil. 

5460.  —  Étudier  les  génératrices  d'un  hyperboloide  défini  par  trois  droites  dont  les  projections  horizontales  sont 
concourantes. 

5470.  —  On  donne  trois  droites  dont  les  projections  verticales  passent  par  un  même  point,  ainsi  que  les  projections 
horizontales.  On  considère  l'hyperboloïde  défini  par  ces  trois  droites.  Construire  les  génératrices  de  la  surface. 

5^71.  —  Vn  hyperboloide  est  défini  par  une  verticale,  une  ligne  de  bout  et  la  ligne  de  terre.  Construire  des  généra- 
trices des  deux  systèmes 

5472.  —  Trouver  le  plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  paraboloïde  hyperbolique  délini  par  deux  génératrices  et 
un  plan  directeur  horizontal.  Cône  circonscrit. 

5473    —  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  d'une  droite. 

5474.  —  Un  paraboloïde  hypcrholique  a  pour  plan  directeur  le  plan  bissecleur  du  deuxiiine  dièdre.  Mener  h  ce  parabo- 
loïde un  plan  tangent  de  front. 

5475.  —  On  donne  trois  frontales  dont  les  projections  verticales  sont  concourantes.  Etudier  le  paraboloïde  hyperbo- 
li(|ue  défini  par  ces  trois  droites. 

5476.  —  On  donne  un  quaiiiilatire  gauche  dont  les  côtés  sont  les  génératrices  d'un  paraboloïde  hyperbolique.  Mener  à 
cette  surface  les  plans  tangents  de  profil. 

5477  —  On  considère  un  hyperboloïde  détlni  par  un  cercle  horizoïilal  et  ileux  génératrices  reneontiant  ce  cercle,  dont 
lune  est  verticale.  Section  plane 

5478.  —  On  donne  un  hyperboloïde  défini  par  trois  génératrices  dont  une  est  verticale  et  une  autre  de  front.  Cons- 
truire un  point  (|uelron(|ue  et  le  plan  tangent.  Intersection  de  la  surface  et  d'un  plan  parallèle  au  deuxième  bissecteur. 

5'47î).  —  Section  plane  d'un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  une  horizontale  s'appuyant  sur  deux  droites.  Trouver 
les  tangentes  de  front  de  la  section. 

5480.  —  On  dcinne  une  surface  gauche  de  révolution  ib'fiiiie  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  île  froTit.  Cuns- 
truire  luie  sphère  tangente  il  l'hyperboloïde  en  un  point  de  cette  génératrice.  Intersection  des  deux  surfaces;  tangentes  au 
point  double. 

SiSI  —  On  coiipi>  un  ellipsoïde  île  révidiition  à  axe  vertical  par  un  plan  de  hmit.  el  on  supprime  la  partie  supé- 
rieure. Trouver  l'ombre  portée  ,'i  l'intérieur,  les  rayons  lumineux  passant  par  un  puint  fixe. 
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5482.  —  Intersection  de  deux  cyliniires  de  révolution  dont  l'un  i'~t  vertical  et  l'autre  horizontal. 

5483.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  de  front  tt  d'une  spliï-re  tangente  au  cylindre. 

5484.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  verticil  et  d'un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le 
plan  liorizontal. 

5485.  ^  Intersection  d'un  paraboloile  engendré  par  une  horiz mtale  s'appuyant  sur  deux  droites  de  front  .\  et  B  et 
d'un  cylindre  de  révolulion  ayant  pour  axe  la  droite  A. 

5486.  —  Intersection  d'un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  Cl^ne  de  révolution  dont  l'axe  e3t  de  front 
et  dont  une  génératrice  est  verticale. 

5487.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  hyperbolo'ide  engendré  par  l'axe  du  cône  tour- 
nant autour  d'une  droite  de  front. 

5488.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  base  horizontale,  lo  sommet  étant  au-dessous.  Ombre  à  l'intérieur. 
5480.  —  On  donne  une  sphère  de  centre   0  ;  soit  BC  le  diamètre  parallèle  à  la   ligne  de  terre  et  A   le  point   le  plus 

haut.  Intersection  de  la  sphère  et  du  cône  engendré  par  la  verticale  du  point  C  tournant  autour  de  Ali. 

5490.  —  On  considère  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  le  plus  élevé  d'une  sphère  et  pour  directrice  l'intersec- 
tion de  la  sphère  par  un  plan  de  bout.  Trace  horizontale  du  cône. 

5491.  — On  donne  dans  le  plan  vertical  un  cercle  de  centre  o'  tangent  en  a'  à  la  ligne  déterre.  C'est  le  cercle  de  gorge 
d'un  hyperboloïde  engendré  par  une  droite  D  du  plan  horizontal,  passant  par  a'.  Trouver  l'intersection  de  cet  hyperboloïde 
avec  la  surface  engendrée  par  le  cercle  tournant  autour  d'un  axe  vertical  situé  dans  le  plan  de  profil  du  point  o'. 

5492.  —  Mener  à  un  tore  d(jnt  l'axe  est  vertical  des  plans  tangents  par  une  droite. 

5493.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'une  sphère  tangente  .à  l'axe  du  cône  et  ayant  son 
centre  dans  le  plan  de  front  de  l'axe.  Chercher  analyticiuement  la  projection  horizontale  de  l'intersection. 

5494.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  un  même  plan  de  front. 

5495.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  son  axe  vertical  et  une  droite  quelconf|ue  D.  Inter- 
section de  celte  surface  et  d'un  hyperboloïde  défini  par  l'axe  du  premier,  sa  génératrice  <le  front  et  la  droite  Ù. 

5496.  —  On  donne  un  point  A,  une  verticale  D  et  une  droite  quelconque  S.  Construire  une  droite  qui  soit  .a  une 
distance  donnée  du  point  A,  qui  rencontre  U  et  A  en  faisant  avec  A  un  angle  x. 

5497.  —  Un  cercle  dans  le  plan  vertical  est  tangent  à  la  ligne  de  terre  et  à  une  droite  Terticale.  On  le  fait  tourner 
successivement  autour  de  ces  deux  droites.  Intersection  des  deux  tores  ainsi  engendrés.  Résoudre  la  question  analytï- 
quement. 

5498.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolulion  à  une  nappe  avec  un  cône  de  révolution  engendré  par  une 
génératrice  de  front  de  l'hyperboloïde  tournant  autour  d'un  axe  vertical. 

5499.  —  On  considère  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  dont  deux  plans  principaux  sont  parallèles  aux  plans  de 
projection.  On  demande  l'ombre  portée  par  la  moitié  inférieure  de  cette  surface  sur  les  plans  de  projection,  les  rayons 
lumineux  étant  de  front  et  inclinés  à  45°  sur  le  plan  horizontal. 

5500.  —  On  donne  une  ellipse  située  dans  un  plan  de  front  et  ayant  son  grand  axe  vertical.  Trouver  l'intersection  de 
l'ellipsoïde  engendré  par  cette  ellipse  tournant  autour  de  son  grand  axe  et  du  cône  de  révolution  engendré  par  le  grand 
axe  en  tournant  autour  d'une  droite  située  dans  le  plan  de  l'ellipse  et  passant  par  son  centre. 

5501.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front  avec  une  droite  donnée. 

5502.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  qui  a  pour  base  un  cercle  de  front  dont  la  projection  verticale  coïncide 
avec  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère. 

5503.  —  Jléme  question  en  remplaçant  le  cône  par  un  cylindre. 

5504.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  de  front  dont  la  base  située  dans  un  plan  de  bout  se  projette  hori- 
zontalement suivant  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère. 

5505.  — Intersection  de  deux  surfaces  gauches  de  révolution  engendrées  par  une  même  droite  tournant  autour  de 
deux  axes  verticaux. 

5506.  —  On  donne  une  sphère  et  un  plan,  et  on  considère  le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  le  plus  haut  de  la 
sphère  et  pour  base  la  section  de  la  sphère  par  le  plan.  Intersection  de  ce  cône  et  d'une  droite  quelconque. 

5507.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  paraboloïde  à  plan  directeur  horizontal. 

5508.  —  Intersection  de  deux  paraboloiiles  hyperboliques  ayant  comme  plan  directeur  commun  un  plan  de  bout  et 
comme  deuxième  plan  directeur,  l'un  le  plan  horizontal  et  l'autre  le  plan  vertical. 

5509.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  vertical  reposant  sur  le  plan  horizontal  et  limité  supérieurement.  Sur 
ce  cylindre  repose  un  deuxième  cylindre  de  plus  grand  rayon  et  de  même  axe.  Ombres  du  système  sur  le  plan  vertical. 

5510.  —  On  donne  une  sphère  et  Uii  point  S  situé  sur  la  verticale  du  centre.  Par  ce  point  on  mène  une  tangente  au 
grand  cercle  de  front  de  la  sphère;  c'est  l'axe  d'un  cône  de  révolulion  dont  une  génératrice  est  verlicale.  Intersection  des 
deux  surfaces. 

5511.  —  Ombres  de  la  niche,  les  rayons  lumineux  ayant  leurs  projections  inclinées  à  K°  sur  la  ligne  de  terre. 

5512.  —  Intersection  d'un  tore  et  d'une  sphère  bilangente. 

5513.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal.  On  fait  tourner  une  génératrice  de  ce 
cône  autour  d'un  axe  vertical.  Intersection  de  la  surface  engendrée  et  du  cône. 

5514.  —  On  donne  un  hémisphère  limité  supérieurement  à  un  plan  horizontal  passant  par  le  centre  de  la  sphère. 
Ombres  propres  et  portées  sur  les  plans  de  projection. 

5515.  —  Intersection  d'un  cône  el  d'un  cylindre  circonscrits  à  une  sphère. 
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5516.  —  On  considiTe  un  paraboloïiie  engendré  par  une  horizontale  s'appuyant  sur  deux  droites  A  et  I!.  Intersectiun 
de  cette  surface  et  d'un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite  A. 

5517_ Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  paraboloïde  dont  les  plans  directeurs  sont  l'un  horiznnt.il  et  l'autre 

de  bout. 

5518.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  derévoUition  à  axe  vertical  avec  un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  surface 
et  pour  base  le  cercle  de  gorge. 

5519.  —  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent,  et  on  les  fait  tourner  autour  d'une  horizontale  de  leur  plan.  Trouver 
l'intersection  des  cônes  obtenus. 

5520.  —  Ombres  du  système  formé  par  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  par  une  sphère  dont  le  point  le  plus 
bas  est  au  sommet  du  cône. 

5521.  —  On  donne  trois  points  0,  A,  B.  Intersection  de  la  sphère  de  diamètre  OA  avec  le  cône  engendré  par  la  droite 
OA  tournant  autour  de  OB. 

5522.  —  Construire  la  courbe  (un  point  et  la  tangente),  lieu  des  projections  d'un  point  sur  les  génératrices  ou  sur  les 
plans  tangents  d'un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  horizontal. 

5523.  -  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  son  axe  vertical  A  et  une  génératrice  de  front  G.  On 
demande  l'intersection  de  cette  surface  et  du  paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  une  horizontale  s'appuyant  sur  les 
droites  A  et  G. 

5524.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  paraboloide  hyperbolique  engendré  par  une  hori- 
zontale s'appuyant  sur  une  des  génératrices  de  contour  apparent  vertical  du  cône  et  sur  une  autre  droite  de  front. 

5525.  —  Intersection  d'un  cylindre  vertical  et  d'une  sphère  tangente. 

5526.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  droite  de  front  G  tournant  autour  d'un  axe  ver- 
tical. Intersection  de  cette  surface  et  du  cône  de  révolution  engendré  par  une  verticale  (rencontrant  G)  et  tournant  autour 
de  G. 

5527.  —  On  considère  un  hyperboloide  de  révolution  défini  par  son  axe  vertical  A  et  une  génératrice  de  front  G,  et  un 
paraboloïde  hyperbolique  passant  par  les  droites  A  et  G  et  ayant  pour  plan  directeur  le  deuxième  bissecteur.  Intersection 
des  deux  surfaces. 

5528.  —  Un  hyperboloïde  est  défini  par  trois  génératrices,  une  verticale,  une  droite  de  bout  et  une  droite  de  front.  Un 
paraboloïde  a  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal,  passe  par  la  verticale  et  une  autre  droite  de  front.  Intersection  des 
deux  surfaces. 

5529.  —  On  donne  deux  droites  A  et  B  parallèles  à  la  ligne  de  terre  et  situées  dans  un  même  plan  de  front  et  une 
droite  C  les  rencontrant.  Intersection  des  cônes  de  révolution  engendrés  par  B  tournant  autour  de  C  et  par  C  tournant 
autour  de  A. 

'VI.  Cinématique. 

55^0.  —  On  donne  un  cercle  fixe  de  rayon  R  et  un  cercle  mobile  de  rayon    —   qui  roule  à  l'intérieur  du  cercle  fixe 

de  manière  que  le  point  de  contact  ait  un  mouvement  uniforme  sur  le  cercle  fixe.  Étudier  le  mouvement  d'un  point  du 
cercle  mobile. 

5531 .  —  Un  point  décrit  une  sinusoïde  ?/  =  sin  x,  sa  projection  sur  O.r  étant  animée  d'un  mouvement  uniforme. 
Etudier  le  mouvement  du  point,  sa  vitesse  et  son  accélération. 

5532.  —  Trouver  un  mouvement  dans  lequel  l'accélération  est  constamment  perpendiculaire  et  égale  à  la  vitesse. 

5533.  —  Mouvement  uniforme  sur  la  cycloïde. 

5534.  —  Une  droite  D  roule  sans  glisser  sur  un  cercle  C  de  manière  que  le  mouvement  du  point  de  contact  sur  le 
cercle  soit  uniforme.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  de  la  droite.  Accélération  tangentielle  et  normale. 

5535.  —  On  donne  deux  cercles  dans  un  même  plan  qui  sont  parcourus  par  ries  mobiles  M  et  M'  d'un  mouvement 
uniforme  avec  la  même  vitesse  atigulaire  u.  On  joint  ces  points  à  un  point  fixe  0  du  plan,  et  on  achève  le  parallélogramme 
construit  sur  O'A  et  O.M'.   I.icu  du  quatrième  sommet. 

5536.  —  Une  parabole  roule  sans  glisser  sur  une  parabole  égale  d'un  mouvement  uniforme  rie  manière  qu'à  l'instant 
/  =  0    les  deux  sommets  coïncident.  Etudier  le  mouvement  du  foyer. 

5537.  —  tjue  devient  la  loi  des  aires  quand  le  centre  s'éloigne  indéfiniment. 

5538.  —  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  perpendiculaires  l)i  et  D2.  Un  point  M,  parcourt  Di  d'un  mouvement 
uniforme  ;  un  point  Mï  parcourt  I).  d'un  mouvement  uniformément  varié.  Lieu  du  centre  de  gravité  de  ces  deux  points. 

5539.  —  Un  point  se  déplace  sur  la  courbe  x  =;  a  cos  9,  1/  =  0  sin  »,  s  =  a  cos'  &.  Calculer  l'accélération  normale 
et  l'aecéléralion  tangentielle. 

5540.  —  Un  point  décrit  un  cercle  passant  par  l'origine  0,  de  manière  que  l'accélération  passe  constamment  par  le 
point  0.  Trouver  la  loi  du  mouvement. 

5541.  —  Un  point  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  Calculer  l'angle  de  l'accélération  avec 
le  rayon  vecteur. 

5542.  —  On  considère  un  mouvement  lidnt  l'Iioriographe  a  pour  équation    y  =  .r',    s  =  —p  :    le  riiagrainmt'  des  vi- 
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lesscsest  V  =  y/ — . — .    Déterminer  le  mouvement. 


5543.  —  L'hodographe  d'un  mouvement  est  une  spirale  logarithmi(iup,  la  loi  des  espaces  est    «  =  (■';  trouver  la  trajec- 
toire, 

5544.  —  Etudier  le  moiivcment    x—  a  cos  (ul  -4-  a). 

5545.  —  Un  point  mobile  sur  nn  cercle  décrit  des  arcs  pruportionnels  au  temps.  Calculer  l'accélération. 
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5546.  —  Nature  d'un  mouvement  dont  l"hodographe  est  une  courbe  sphérique  et  en  particulier  un  cercle. 

5547.  —  Si  Ion    donne  l'hodographe  d'un  mouvement  et  le  diagramme  des  vitesses,  le  mouvement  est-il  déterminé? 

5548.  —  Un  point  parcourt  une  courbe  C  d'un  mouvement  uniformément  accéléré,  puis  suivant  une  loi  inconnue.  En 
chaque  point  de  la  courbe  les  accélÎTations  dans  les  deux  mouvements  ont  la  même  direction.  Trouver  la  loi  du  second 
mouvement. 

5549.  —  Un  point  décrit  une  hélice  circulaire  d'axe  0:,  de  telle  manière  que  la  projection  de  l'hodographe  sur  le  plan 
des  xy  soit  une  parabole  de  sommet  0.  Trouver  le  mouvement. 

5550.  —  Un  point  décrit  une  trajectoire  suivant  une  certaine  loi;  il  décrit  ensuite  la  même  trajectoire  de  manière  que 
sa  vitesse  en  chaque  point  soit  égale  et  opposée  à  ce  qu'elle  était  dans  le  premier  mouvement.  Quelle  relation  v  a-t-il  entre 
les  accélérations  des  deux  mouvements? 

5551.  —  On  donne  im  cercle  et  une  parabole  dont  le  sommet  est  au  centre  du  cercle  et  dont  le  paramètre  est  égal  à  la 
moitié  du  rayon  du  cercle.  Un  point  .M  décrit  le  cercle  do  façon  que  l'accélération  soit  parallèle  h  la  polaire  de  M  par  rap- 
port .1  la  parabole.  Diagramme  des  vitesses. 

5552.  —  On  considère  un  mouvement  de  rotation.  Au  point  M  la  vitesse  est  donnée  en  grandeur  et  en  direction  ;  en 
deux  autres  points  .M,  et  .Mj,  la  vitesse  est  donnée  en  grandeur  seulement.  Déti  rminer  l'axe  de  rotation. 

5553.  —  Un  point  décrit  une  hélice  d'un  mouvement  uniforme  :  trouver  son  accélération. 

5554.  —  On  donne  deux  cercles  concentriques,  et  deux  points  A  et  B  décrivant  ces  cercles  d'un  mouvement  uniforme 
en  sens  contraires.  EtuJier  le  mouvement  du  milieu  de  AB.  l'eut-on  déduire  de  là  une  construction  de  l'ellipse  point  par 
point? 

5555.  —  On  donne  deux  droites  D,  et  D. .  Un  point  X  se  déplace  sur  Di,  un  point  B  sur  Di,  les  positions  initiales  étant 
Ao  et  Bo.  Par  un  point  de  l'espace  Don  mène  des  vecteurs  Oi  et  O^équipollents  à  Ao.\  et  BoB,  et  on  prend  la  somme  géomé- 
trique O.M  de  Oa  et  0^.  Etudier  le  mouvement  du  point  M.  Cas  où  l'un  des  mouvements  est  uniforme  et  l'autre  uniformé- 
ment varié. 

5556.  —  On  donne  trois  plans  de  coordonnées  rectangulaires  et  dans  chacun  de  ces  plans  un  cercle.  Ces  trois  cercles 
de  rayons  B,,  Bs,  lU  sont  détTits  par  des  mobiles  M,,  \\>.  M,,  ayant  pour  masses  mi,  ni.,  Ws,  les  vitesses  angulaires  élant  égales 
à  w.  Etudier  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  ces  trois  points. 

5557.  -  On  donne  un  tétraèdre  S.\bC.  Trois  points  partent  respectivement  de  A,  B,  C,  et  se  déplacent  sur  S.\,  SB,  SC, 
les  mouvements  étant  imiformes.  Etudier  le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  système  des  trois  points. 

5558.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  sur  la  parabole  y'  —  2px  =  0,  sachant  que  la  projection  du  point  sur 
Or  est  animée  d'un  mouvement  uniforme.  Vitesse,  accélération. 

■VII.  Dynamique. 

5559.  —  Mouvement  d'un  point  dans  un  plan,  soumis  à  deux  forces  perpendiculaires  aux  axes  de  coordonnées  et  en 
raison  inverse  des  distances  à  ces  axes. 

5560.  —  Un  point  pesant  placé  au  point  le  plus  haut  d'un  cercle  vertical  e?t  lancé  sur  ce  cercle  avec  une  certaine 
vitesse  initiale.  A  quel  moment  quitte-t-il  le  cercle? 

5561.  —  Un  point  se  déplace  sur  une  droite  de  manière  que  sa  vitesse  soit  une  fonction  connue  de  son  abscisse. 
Trouver  la  force  qui  agit  sur  le  point. 

5562.  —  On  donne  dans  un  plan  vertical  deux  axes  rectangulaires,  Ox  horizontal  et  Oj/  vertical  dirigé  vers  le  bas,  et 
une  courbe  C  passant  par  l'origine.  Un  point  pesant  assujetti  h  se  déplacer  sur  la  courbe  est  abandonné  en  0  sans  vitesse 
initiale.  Trouver  sa  vitesse  au  point  M,  et  le  temps  nécessaire  pour  parcourir  O.M.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  ce 
temps  soit  une  fonction  donnée  de  l'ordonnée  du  point  .M. 

5563.  —  Un  point  se  meut  sur  une  courbe  plane  C  sous  l'action  d'une  force  parallèle  à  Oy  et  fonction  de  .v-  Trouver 
cette  force.  Cas  où  la  courbe  C  est  une  conique. 

5564.  —  .Mouvement  d'un  point  .M  sur  une  parabole  sous  r.iction  d'une  force  centrale  égale  à  MF,  F  étant  le  foyer. 

5565.  —  Trouver  une  courbe  C  telle  que  si  un  point  M  la  décrit  sous  l'action  d'une  force  centrale  fonction  de  la  dis- 
tance, le  mouvement  soit  uniformément  accéléré. 

5566.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance,  sans  vitesse  initiale,  subis- 
sant une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse. 

5567.  —  Un  point  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  décrit  la  courbe  ?  =  f(ui  .  Loi  de  la  force.  Cas  particulier 
où     f  M  =  a  u  +  h. 

5568.  —  Déduire  la  profondeur  d'un  puits  de  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  l'instant  où  on  laisse  tomber  un  poids  dans 
le  puits  et  celui  où  on  perçoit  le  bruit  de  sa  chute. 

5569.  —  Un  point  décrit  une  ellipse  sous  l'action  d'une  force  i-entrale  émanée  d'un  des  foyers.  Belation  entre  la  posi- 
tion du  point  et  le  temps. 

5570.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  pro|iorlionnelli"ment  h  la  distance,  mais  éprouvant  une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse. 

5571.  —  Un  poids  de  10?''  est  lancé  sous  l'incidence  45°  avec  une  vitesse  de  350"»  à  la  seconde.  Calculer  sa  force  vive 
lorsqu'en  retombant  il  arrive  à  une  distance  égale  à  deux  mètres  du  sol. 

5572.  —  Un  point  .M  est  attiré  par  une  force  perpendiculaire  ,a  0:  et  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  dis- 
tance du  point  0:.  Montrer  qu'on  peut  choisir  la  vitesse  initiale  de  façon  que  le  point  décrive  une  hélice  de  pas  donné. 

5573.  —  In  train  marche  à  la  vitesse  de  60'^'»  à  l'heure.  De  ce  train,  on  lance  un  projectile  avec  une  vitesse  de  3"  h 
la  seconde,  horizontalement  et  perpendiculairement  au  train.  Ce  projectile  tombe  sur  un  talus  situé  à  un  niveau  inférieur 
de  vingt  mètres  à  celui  des  rails.  On  demande  en  quel  point  il  va  tomber? 

-5574.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  0  proportionnellement  au  cube  de  la  distance, 
la  vitesse  initiale  étant  dirigée  vers  le  point  0. 

5575.  —  Soit  la  force  dont  les  projections  sont  X  =  1 ^-  Y  =  ^  •  Y-a-t-il  un  potentiel  ?  Calculer  ce  poten- 
tiel. Courbes  de  niveau.  Lignes  de  force. 
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5576.  —  Un  point  assujetti  à  se  déplacer  sur  un  cercle  est  attira  par  un  point  0  extérieur  au  cercle  avec  une  force 
proportionnelle  h  la  dislance.  Mouvement  du  point. 

5577.  —  On  lance  un  mobile  avec  une  vitesse  Oo  faisant  avec  le  plan  horizontal  l'angle  jt.  Quelle  doit  être  Va  pour  que, 
sans  changer  a,  on  atteigne  un  point  déterminé? 

5578.  —  Etudier  le  mouvement  relatif  de  deux  corps  pesants  tombant  sans  vitesse  initiale  d'un  même  point  0  à  un 
intervalle  de  temps  égal  h  6. 

5579.  —  Hodographe  du  mouvement  d'un  point  qui  se  déplace  sous  l'action  d'une  force  centrale,  inversement  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  distance.  Solution  géométrique. 

5580.  —  bans  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  dislance,  peut-on  diriger 
la  vitesse  initiale  (donnée  en  grandeur)  de  façon  à  atteindre  un  point  donné  du  plan  ? 

5581.  —  On  lance  verticalement  un  point  matériel  pesant  qui  éprouve  une  résistance  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse.  A  quelle  hauteur  parvient-il  .'  Quelle  est  sa  vites.-e  quand  il  revient  au  point  de  départ  '.' 

5582.  —  L'n  point  se  meut  sur  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme  ou  uniformément  varié  ;  il  est  soumis  à  Taclion 
d'une  force  passant  par  un  point  fixe  du  cercle.  Trouver  l'expression  de  cette  force. 

5583.  —  On  lance  d'un  point  divers  points  matériels  dans  des  directions  quelconques  avec  des  vitesses  initiales  quel- 
conques. Démontrer  qu'a  chaque  inslani  les  langentesaux  diverses  trajectoires  sont  concourantes. 

5584.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  par  une  force  égale  à : ^  • 

j  ■-         r^ 

5585.  —  Un  point  décrit  la  courbe  .r'  -H  j/'  =:  1  en  étant  soumis  à  l'action  d'une  force  qui  passe  par  l'origine.  Étu- 
dier le  mouvement  de  ce  point. 

5586.  —  Un  point  pesant  M  est  assujetti  h  décrire  une  circonférence  située  dans  un  plan  vertical.  Il  est  attiré  par  le 
diamètre  vertical  par  une  force  proportionnelle  à  sa  distance  à  ce  diamètre.  Mouvement  du  point  M.  Positions  d'équilibre 
stable. 

5587.  —  Quelle  est  la  condition  pour  qu'un  mobile  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance 
décrive  rrn  cercle  ? 

5588. —  Un  point  mobile  décrit  la  coirrbe  r  =  o -(- 60,  et  est  attiré  par  l'origine  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance.  Calculer  le  travail  de  la  force  après  n  tours. 

5589.  —  Un  point  décrit  la  courbe  p«  =  a-  cos2u  d'un  mouvement  uniforme  ;  trouver  la  force  qui  produit  ce  mou- 
vement. 

5590.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  lancé  avec  une  vitesse  Vo  sur  une  hélice  circulaire  dont  l'axe  est 
borizontal. 

5591 .  —  Soit  dans  un  plan  un  système  de  forces    X  =  y,    \  =  x.    Y  a-t-il  un  potentiel  ?  Lignes  de  niveau,  lignes  de  force. 

5592.  —  Mouvement  d'un  point  M  attiré  par  deux  centres  fixes  proportionnellement  à  la  distance. 

5593.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  ceixle  dont  le  centre  A  est  sur  Oj  et  dont  le  rayon  est  égal 
à  2  0.\.  Un  point  M(j',  ;/)  effectue  une  révolution  complète  sur  le  cercle  en  étant  soumis  à  l'action  de  la  force. 

X  =  '   ,^    ;  (j-  +  )/-— 1),  y  = —-f-—  il-x'  —  y-). 

Travail  effectué.  -^  -*- y  ■'-  -•-  :'/" 

5504.  —  Etant  donné  la  force    X  = ^ — ,     Y  =  — ^j^— ,     Z  =  ft,     y  a-t-il  une  fonction  des  forces? 

.1-  -h  !/■  r-  +  y- 

5595.  —  Même  question  pour  la  force    X  = 2l!^,     y= — — —    'z=—-    Surfaces  de  niveau. 

.r-  -+■  y'  x'  -h  y'  a' 

5596.  —  Un  point  M  de  masse  égale  à  is  décrit  un  cercle  de  rayon  10'">  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  celle  de  la 
grande  aiguille  il'une  montre.  Calculer  Uaccélération  et  la  force  vive. 

5^^'-  ~  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  cycloïde  dont  la  concavité  est  tournée  vers  le  haut. 

5598.  —  Un  point  pesant  décrit  une  hélice  circulaire  à  axe  vertical  sous  l'action  d'une  force  passant  par  un  point  de 
l'aie.  Loi  de  la  force  ;  loi  du  mouvement. 

5599.  —  Etirdier  le  mouvement  d'un  point  pesant  tombant  verticalement,  la  résistance  étant  proportionnelle  à  la  vitesse. 

5600.  —  Un  point  pesant  sotrmis  à  une  certaine  force  décrit  un  cercle  vertical  d'un  mouvement  uniforme.  Trouver 
cette  force. 

5601.  —  On  lance  un  mobile  pesant  assujetti  à  rester  sur  un  cercle  -vertical  à  partir  du  point  le  jilirs  lias.  Quelle  doit 
être  la  vij^esse  initiale  pour  qu'il  arrive  au  point  le  plus  haut  avec  une  vitesse  nulle  ? 

5602.  —  Un  point  M  se  meut  sous  l'action  d'une  force  centrale  de  façon  que  OM  diminue  proporti.innellement  au 
temps.  iJélermincr  le  mouvement  dir  point  M. 

6603.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  situé  sur  une  droite  0.r  et  soumis  à  l'actiorr  d'une  force  attractive  ou  répul- 
sive ^égale  il  k</.i,x  étant  l'abscisse  du  point  M. 

o604.  —  Mouvement  d'rrii  point  srrr-  Or,  soumis  i\  aucune  force,  mais  éprouvant  une  résistance  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse. 

5605.  —  Un  point  assujetti  à  décrire  irne  courbe  d'un  mouvement  uniformément  .rccéléré  est  attiré  par  un  centre  fixe 
proportronnellenrent  A  la  distance.  Trouver  la  forme  de  la  courbe. 

5606.  —  On  dorrne  un  cercle  dans  un  plan  vertical.  Un  imint  pesant  assujetti  à  se  déplacer  sur  le  cercle  est  placé  en 
un  point  M,,  sans  vrtcssc  initiale.  Trouver  sa  vitesse  en  un  point  «iirelconque  M.  Pression  en  ce  point.  On  place  ensuite  le 
pornl  au  pornt  le  plus  élevé  du  cercle  ;  on  lui  donne  une  vitesse  très  petite,  négligeable.  Déterminer  en  quel  point  le  mobile 
quitte  le  cercle. 

5607.  —  On  donne  dans  un  plan  vertical  une  horizontale  0.r  et  une  verticale  Oî  dirigée  vers  le  bas,  et  on  divise  en 
quatre  parires  égales  l'angle  droit  .tOs  par  les  dnilles  OA,  OH,  OC.  Quatre  points  pesants  sont  abandonnés  en  0  sans  vitesse 
^^  ^'^Rnà'''**"''î'""'  ■'  '''^■'■''''■^  '"  «•roites  0:,  OA,  Olî,  OC.  Lieu  du  nrouvement  du  centre  de  gravité  de  ces  points. 

5608.  —  Un  point  M  décrit  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme  sous  l'action  de  son  poids  et  d'une  force  dirigée 
vers  le  centre  du  cercle.  Troirvcr  cette  force 
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5609.  —  Mouvement  .l'une  bille  (i:ms  une  rigole  circulaire,  la  bille  n'étant  soumise  à  aucune  force  extérieure  et  sachant 
qu'il  y  a  frottement. 

ôtilU.  —  Trajectoire  d'un  point  mobile  dans  un  [ihm,  attiré  pu-  un  pjiut  fi\e  de  façon  que  sa  distance  au  point  fixe 
soit  une  fonction  linéaire  du  temps. 

5611.  —  In  point  est  attiré  par  0;  proportionnellement  à  la  distance,  et  par  le  plan  des  xy  proportionnellement  à  la 
distance.  Etudier  le  mouvement.  Surfaces  de  niveau.  Lignes  de  forces. 

VIII.  Statique. 

5612.  —  On  donne  une  courbe,  un  point  \  use  sur  cette  courbi  et  un  point  variable  M  également  sur  la  courbe.  Soit  G 
le  centre  de  gravité  de  l'arc  AM.  Trouver  la  tangente  au  lieu  du  point  G  quand  M  se  déplace  sur  la  courbe.  Même  question  pour 
le  centre  de  gravité  du  secteur  AO.M,  0  étant  un  point  fixe  du  plan. 

5(il3.  —  Un  arc  de  courbe  AB  est  soumis  en  chaque  point  à  une  pression  normale  et  constante.  Trouver  la  résultante 
de  toutes  ces  forces. 

5614.  — Une  barre  rigide  est  fixée  en  un  point  A  et  s'appuie  en  B  sur  une  droite  verticale.  Réaclionsen  A  et  B. 

5615.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à  se  déplacer  sur  un  cercle  avec  frottement. 

5616.  —  Dans  la  réduction  des  forces  à  deux,  monirer  qu'on  peut  donner  h  l'une  des  forces  une  direction  choisie  arbi- 
trairement, ou  qu'on  peut  faire  en  sorte  ((ue  les  deux  forces  soient  perpendiculaires. 

5617.  —  Réduction  d'un  système  de  forces  à  deux  dont  l'une  passe  par  un  point  0.  Lieu  de  l'extrémité  de  cette 
force. 

5618.  —  Trouver  l'axe  central  du  système  formé  par  trois  forces  dont  les  points  d'application  sont  respectivement  sur 
Ox,  Oy  et  0:. 

5619.  —  Aux  sommets  d'un  losange  on  applique  quatre  forces  suivant  les  diagonales,  conditions  d'équilibre. 

5620.  —  Dans  la  réduction  d'un  système  de  forces  à  deux,  peut-on  se  donner  arbitrairement  la  ligne  d'action  d'une 
des  forces  ? 

5621.  —  Centre  de  gravité  de  la  table  de  Pythagore. 

5622.  —  Déterminer  le  centre  de  gravité  ilun  arc  de  spirale  logarithmique  sur  laquelle  est  répandue  une  matière  de 
telle  sorte  que  la  densité  en  un  point  soit  proportionnelle  à  la  lon;,'ueur  de  l'arc  comptée  à  partir  du  pôle. 

5623.  —  Etant  donné  un  tétraèdre  et  une  force,  montrer  qu'on  peut  décomposer  la  force  en  forces  dirigées  suivant  les 
aréles  du  tétraèdre. 

5624.  —  Centre  de  gravité  de  l'arc  et  de  l'aire  de  la  cycloide. 

5625.  —  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle,  et  déterminer  le  lieu  de  ce  point  quand  lune  des  extrémités 
de  l'arc  varie. 

5626.  —  On  donne  les  droites  D,,  D-,  ...  D„.  Peut-on  apphquer  sur  ces  droites  des  forces  se  faisant  équilibre  ?  Discuter 
suivant  les  valeurs  de  ». 

5627.  —  Trouver  l'équilibre  d'un  point  pesant  placé  sur  un  plan  incliné  et  attiré  par  un  point  proportionnellement  à 
la  distance. 

5628.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  d'hélice. 

5629.  —  Trouver  une  courbe  C  telle  qu'un  point  mobile  avec  frottement  sur  cette  courbe,  et  soumis  à  une  force 
attractive  issue  d'un  point  0  et  proportionnelle  à  la  distance,  soit  constamment  en  équilibre  limite. 


EXAMENS  DE  1906  {Suite). 

CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  {Lyon  Juillet  1906). 

Mathématiques  préparatoires. 

A  nahjse  infinitésimale. 
1549.  —  Soit    y  —  /(x)    l'équalion  d'une  courbe,  rapportée  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ; 
et  soient  T  et  N  les  points  où  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  quelconque 
.M  de  cette  courbe  rencontrent  l'axe  Ox. 

1°  A  quelle  équation  différentielle  (E)  doit  satisfaire  la  fonction  y  =  f[x) 
pour  que  ion  ait,  pour  tous  les  points  .M  de  la  courbe,  la  relation  OT.ON  =  c-, 
où  c  est  une  longueur  donnée  "/ 

20  Intégrer  cette  équation  différentielle  (E),  en  se  servant  du  changement 
de  variables    x-  =  u,  y-  =  v. 

3-  Par  le  point  P,  de  coordonnées    x  =  c,  y  =  2ll.     passent  deux 

courbes   intégrales  de  l'équation  (E)  ;   une  ellipse  et   une  hyperbole.   Trouver  les  équations   de  ces  deux 
courbes. 

4°  L'hyperbole  considérée  divise  l'aire  de  l'ellipse  considérée  en  trois  parties.  Calculer  l'aire  de  chacune  de 
ces  parties. 
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Mécaniijiie. 

Établir  le  théorème  des  forces  vives  dans  le  mouvement  absolu  et  dans  le  mouvement  relatif  d'un  système. 

Principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 

Epreuve  pratique. 

Étudier  les  variations  de  la  fonction    y  =  e"f*^    et  calculer,  à  0.001  près,  la  valeur  de  y  pour    a;  =  0,2. 

^ 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


1550.  —  1°  On  considère  la  fonction  .1/  =  xfQ.Lx -\- i>-) . 

Tracer  les  riifTércntes  formes  de  la  courbe  qui  représente  ses  variations,  les  nombres  p,  '/.,  ji  variant. 

20  Former  l'équation  différentielle  à  laquelle  la  fonction  y  satisfait,  p  étant  donné,  À  et  ji  variant. 

3»  Montrer  que  réqualion  différentielle 

(i)  ox^y"  •+-  bxy'  +  C|/  =  0. 

a,  b,  c  étant  des  constantes,  admet  toujours  une  solution  de  la  forme  .r'. 

En  déduire  l'intégration  de  l'équation  (1). 

Retrouver  les  résultats  obtenus  en  faisant  le  changement  de  variable    x  —  e'. 

4°  Chercher,  a,  b,  c,  a.  étant  des  nombres  fixes,  et  a  diilérent  de  zéro,  le  terme  général  de  la  série  entière  la 
plus  générale  satisfaisant  k  l'équation  différentielle 

(2)  {ax-  -+-  a)y"  +  bxy'  -+-  ci/  =  0. 

Que  peut-on  dire  de  la  convergence  de  cette  série? 

Dans  quels  cas  particuliers  l'équation  différentielle  (-2)  est-elle  satisfaite  par  un  polynôme  ou  bien  n'adniet- 
elle  pour  intégrales  que  des  polynômes?  Th.  L. 

1551.  —  Montrer  que  le  polynôme     x'" -\- mx'"~' -\- m{m — i)x'"-- +  ■  ■  ■  +  m  \  x -t- m  l     n'a   pas   de    racine 
réelle  si  m  est  pair  et  a  une  seule  racine  réelle  et  négative  si  m  est  impair. 


DEUXIEME   PARTIE 


MECANIQUE 


1494.  _  Un  point  se  meut  de  manière  que  son  o.ccéléralion  normale  variable  soit  datis  un  rapport 
constant  k^  avec  te  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire,  et  que  son  accélération  tangcntielle  ait  une  valeur 
constante  a.  Trouver  l'hodographe  et  ta  trajectoire  de  ce  mobile. 

Soient  v  la  vitesse  et  p  le  rayon  de  courbure  ;  nous  avons  par  hypothèse 

V- 

—  =  k'o,  ou  u"  =  k-?^,  ou  enfin  v  —  ko. 

P 

Désignons  par  x  et  ;/  les  coordonnées  d'un  point  do  la  trajectoire  et  par  x',  xj',  x",  y"  les  dérivées 
première  et  seconde  de  x  et  y  par  rapport  au  temps.  L'égalité     v  =  ko    peut  s'écrire 

(x'^  -+-  V  -)  '   =  /.■  \  „    •'      „  t  ou  -^ V-  =  ^■• 

xy  —y'x  x'^-hy 

L'intégration  est  immédiate  et  nous  donne 

arc  Ig -^  = /f/ H- C,  ou  ^  =  tg(A-< -t- C), 

X  X 

G  désignant  une  constante  arbitraire. 

D'autre  part,  on  a     — —  =  a,    ou,  en  intégrant,  v  =  {x'-  +  y"^)  •   =  at-hC; 

il  en  résulte  que  les  coordonnées  polaires  r  et  d  d'un  point  de  l'hodographe  sont 

r  =  at-hC',  0  =  A/  +  C. 


MECANIQUE 


Kn  éliminant  /  eiilre  ces  deux  équations,  on  obtient  pour  équation  polaire  de  l'hodographe  une 
équation  de  la  forme     r  =  AO  -f-  B,     qui  représente  une  spirale  d'Archimède. 

Cherchons  maintenant  la  trajectoire.  Pour  simplilier  les  relations  qui  précèdent,  nous  prendrons 
pour  origine  du  temps  finstant  où  la  vitesse  du  mobile  est  nulle  ;  et  nous  choisirons  comme  axe  des  x 
une  droite  parallèle  à  la  tangente  à  la  trajectoire  au  point  où  la  vitesse  est  nulle.  Nous  avons  ainsi 

y' 


x' 


1)  zzz  at  =  (x'-  ■+■  y'-)  ^ 

et,  par  suite,  x'  =  atcoskt,  y'  =  alsinkt. 

Nous  en  déduisons  x  =  fat  cos  kl  dt,  y  =  fui  sin  kt  dl. 

Calculons  ces  deux,  intégrales.  En  intégrant  par  parties,  on  a 


(  cos  kl  dl  =  t 


kldl 


sin  kl. 

cos  kt 


I 


sin  kl 


dt 


l  sin  kl        cos  kt 


k 


r  cos  kt   ,  t  c 


k  k- 

t  cos  kt        sin  kl 


X —  -r,,  =  —  (cos  kl - 


■kl  sin  kl), 


y<>  =  -^(sinA-r 


k'- 
kt  cos  kt). 


Xf,,  ?/o  étant   des  constantes  arbitraires,  ou  en  transportant  l'origine  au 
point  (i„,  î/„), 

a;  =  -Tjl  cos  kt  -h  kl  cos  l  kt '^\  li 

y  =  ttI  sin  kt  -H  kt  sin  l  kt —)  1  ■ 

Considérons  le  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  et  dont  le  rayon  est 

égal  à    -75-5    et  prenons  sur  ce  cercle  le  point   P,  tel  que  l'angle  de  Ox 

avec  OP  soit  égal  à  kt  ;  puis  sur  la  tmgente  au  point  P  et  dans  le  sens 
négatif  prenons  une  longueur  P.\I  égale  à  l'arc  AP.  On  voit  immédiatement  que  le  point  M  a  pour 
coordonnées  les  nombres  x  et  y  définis  par  les  relations  précédentes. 

Or  le  point  M  décrit  une  développante  du  cercle  considéré;  donc    la  trajectoire  du  mobile  est  une 
développante  de  cercle.  M.  LAURENCE. 

Solutions  satisfaisantes  par  MM.  G.  Cottt,  élève  à  l'Ecole  normale  supérieure  et  Foucry,  à  Roanne. 


1495.  —  Un  point  se  meut  de  manière  ijae  son  arrjHéralion  normale  variable  soit  dans  un  rapport 
constant  k''  avec  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire,  cl  que  son  accélération  totale  ait  une  valeur  cons- 
tante a.    Trouver  l'hodographe  et  la  trajectoire  de  ce  mobile . 

Comme  dans  la  question  1494,  nous  avons  d'abord 

^  =  tgA7,  ou  «  =  A7, 

X 

en  choisissant  la  même  origine  du  temps. 

Puisque  l'accélération  totale  est  constante,  l'hodographe  est  décrite  d'un  mouvement  uniforme  de 
vitesse  a,  et  en  désignant  par  r  et  6  les  coordonnées  pjlaires  d'un  point  de  l'hodographe,  nous  avons 

a-, 

1         '^T 
ou,  en  remplaçant  0  par  kl, 


dt  = 


dt^ 

dr 


dl^ 


v/a2 


•  A-V» 


k 


i         k-'-r^ 
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On  en  déduit,  en  intégrant, 

1  .     k)-  kr 

<-hC=-arcsin — ,  ou  —  =  sin /.•(<-(- 0). 

k  a  a 

Pour    t  =  0,     on  a     r  =  0,     puisqu'à  l'origine  du  temps  la  vitesse  est  nulle;  nous  avons  donc 
;=_sinA7,  et  7'  =  — sine. 

Il  en  résulte  que  lliodograplie  est  un  cercle. 

Les  coordonnées  rectilignes  a,'  et  y'  d'un  point  de  l'hodographe  sont  alors 

x'  =  -r  sin  kt  CCS  kl,  ii  =  -r  sin-  kt  ; 

et,  par  suite,  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  de  la  trajectoire  sont 

X  =  —  /  sin  kl  cosAv  (i(,  V'  —  "r  1  sin-  kt  dt. 

/                                  1     ,'                                   sin-/,7          1 — cos  2kl 
Mais  on  a  /  sin  kl  cos  kl  dl  —  —  1  sin  kl  d  (sin  kl)  =  — — —  = — , 


Ain'  kt  dl  =    j  — 


-2kl  -  sin2A7 


4  k 

Il  en  résulte        x—x,=  W^^  ~  ^''^-''^>'  'J—Uo  =  "^  ("'''—  sinSftO; 

et,  en  transportant  l'origine  au  point  {x„,  ijo), 

X  =  y^  (1  —  cos  2A7),  y  =  7^  i^kl  —  sin  2/,7). 

On  reconnaît  les  équations  paramétriques  d'une  cycloide,  engendrée   par  un  point  d'un  cercle  de 

rayon  — r-  et  roulant  sur  Oj/.  M.  L.\URENCE. 

4/.- 

Solutions  satisfaisantes  par  MM.  Amblahd,  à  Uuines  ;  G.  Cotty  ;  FociiiY  ;  h.  de  Fabia. 
♦ 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


1552.  —  Trouver  la  condition  pour  qu'une  équation  du  troisième  degré, 

ax'  +  bx^  -+-  ex  +  d  =  0, 
devienne  réciproque  avec  la  racine  I  quand  on  y  fait    x  =  y  +  h,     h   étant  une  certaine  constante  indétonninée. 
Trouver  la  relation  qui  existe  alors  entre  les  racines  de  l'équation  du  tioisièuie  degré  et  résoudre  cette  équation. 

Appliquer  it  Hx^  —Ux^  -  i~x  —  \S  =  0.  E .  Il . 

1554.  —On  donne  un  volant  dont  la  couronne  a  un  diamètre  extérieur  égal  à  3  mètres  et  un  diamètre 
intérieur  égal  à  4  mètres.  La  section  méridienne,  abstraction  faite  du  moyeu  et  des  bras,  est  composée  de  deux 
ellipses  dont  le  grand  axe,  parallèle  à  l'axe  de  rotation  0;,  a  une  longueur  de  O",?. 

Ce  volant  est  animé  d'une  vitesse  de  120  tours  à  la  minute  ;  on  demande  : 

l"  sa  masse,  en  le  supposant  composé  de  fonte  de  densité  égale  à  7,3; 

2"  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  Oj  et  son  rayon  de  gyration  par  rapport  a  un  axe  parallèle  à  0;  et 
langent  à  la  surface  extérieure  de  la  couronne  ; 

3°  le  nombre  de  kilogrammètres  emmagasinés  cinématiquement  ; 

4»  la  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  l'hypothèse  d'un  arrêt  brusque,  la  température  linale  du  volant  au- 
dessus  de  l'ambiance  dans  cet  arrêt,  en  supposant  que  la  chaleur  spécifique  de  la  fonte  soit  0,1138. 

S"  En  supposant  que  ce  volant  doive  fournir  brusquement  50000  kilogrammètres  en  une  seconde,  dire 
quelle  sera  la  diminution  relative  de  sa  vitesse  angulaire.  P.  Iîrizaud. 

Erratum.  —  N"  I,  page  23,  liibliograplilc.  Au  lieu  de  C'A.  Lucas  de  Pesloican,  lire  Cli.  Lucas  de  Pestoi'an. 

♦ 

BAB-LE-DDc.  —  iitp.  couTK-jACQUET.  /-c  Rédacteuv-Gérunt  :  H.  VUIBERT. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


NOTE  SUR  LES  QUARTIQUES  BICIRCULAIRES 

par  M.  J    Haag,  élève  h  l'école  normale  supérieure. 


1.  On  sait  que  toute  quaitique  bicirculaire  peut  être  considérée  comme  enveloppe  d"un  cercle 
qui  reste  ortliogoiial  à  un  cercle  fixe  et  dont  le  centre  décrit  une  conique.  Nous  allons  montrer  qu'on 
peut  donner  à  cette  propriété  un  énoncé  d'un  emploi  plus  commode  dans  les  applications  : 

Les  cercles  d'un  faisceau  quadratique  ponctuel  enveloppent  une  quarlique  bicirculaire. 

Cette  propriété  est  facile  à  vérifier  analytiquement.  Nous  nous  contenterons  de  l'établir  par  la  géo- 
métrie. 

Considérons  une  famille  de  cercles  (C)  telle  que  ])ar  tout  point  du  plan  passent  deux  de  ces  cercles 
et  deux  seulement.  Ces  cercles  enveloppent  une  certaine  courbe  (S).  Cherchons  en  combien  de  points  (S) 
rencontre  une  droite  quelconque  (D).  11  faut  pour  cela  chercher  les  points  de  (Dj  par  lesquels  passent 
deux  cercles  (C)  confondus.  Or  par  tout  point  de  (D)  passent  deux  cercles  (C),  qui  rencontrent  de  nou- 
veau la  droite  on  deux  points  M  et  M'.  Or,  il  est  facile  de  voir  qu'il  existe  entre  les  points  M  et  M'  une 
correspondance  biquadratique  involutive.  Il  y  a  par  suite  dans  cette  correspondance  quatre  points 
doubles,  qui  sont  évidemment  des  points  de  (S)  et  les  seuls  situés  sur  la  droite  (D).  (S)  est  donc  du 
quatrième  degré.  On  peut  faire  voir  maintenant  d'une  façon  tout  à  fait  analogue  que  (S)  rencontre  un 
cercle  quelconque  en  quatre  points  à  distance  finie,  ce  qui  montre  que  les  points  cycliques  sont  deux 
points  doubles  de  (S).  Ceci  résulte  d'ailleurs  aussi  de  ce  que  (S)  est  une  enveloppe  de  cercles,  car  les 
points  cycliques  sont  points-limites  pour  tous  les  cercles  de  la  famille  ;  d'autre  part  ceux-ci  devant  être 
tous  tangents  à  l'enveloppe  aux  points-limites,les  points  cycliques  sont  forcément  points  doubles  au  moins. 

Il  ne  faudrait  pas  croire  que  ce  mode  de  génération  des  quartiques  bicirculaires  est  plus  général 
que  celui  que  nous  avons  rappelé  au  début  de  cette  note,  car  il  n'en  diffère  pas.  Je  dis  d'abord  que  les 
cercles  (C)  restent  orthogonaux  à  un  cercle  fixe.  En  effet,  considérons  un  cercle  particulier  (C,).  Un 
cercle  (C)  quelconque  le  coupe  en  deux  points  M  et  M'.  Or  on  voit  aisément  que  les  points  M  et  M' 
décrivent  sur  (C,)  deux  divisions  en  involulion.  Donc  MM'  passe  par  un  point  fixe  Q.  L'axe  radical 
relatif  à  deux  cercles  (C)  et  (C)  quelconques  passe  d'ailleurs  par  le  point  Q,  puiscjuc  celui-ci  est  le 
contre  radical  relatif  aux  trois  cercles  (Ci),  (G),  (C'j.  Les  cercles  (C)  restent  donc  orthogonaux  à  un  cercle 
lise  (A)  de  centre  Q;  c'est  le  cercle  directeur  des  cercles  (C). 

Je  dis  maintenant  que  le  lieu  des  centres  w  des  cercles  (C)  est  une  conique  (r).  En  effet,  soient  wi 
et  w.i  les  centres  de  deux  cercles  particuliers  (C,)  et  (C^),  t»  le  centre  d'un  cercle  (C)  quelconque.  Il  est 
facile  de  voir  que  les  droites  (o,w  et  (uow  se  correspondent  bomographiquement.  Donc  w  décrit  une 
conique  (r)  passant  par  w,  et  m,.  C'est  la  conique  déférente. 

2.  Je  me  propose  maintenant  de  chercher  la  ou  les  conditions  pour  que  la  courbe  (S)  ait  un  ou  deux 
points  doubles  autres  que  les  points  cycliques. 

Soit  M  un  tel  point.  La  tangente  en  ce  point  à  (S)  doit  être  indéterminée.  11  doit  donc  en  être  de 
même  de  la  tangente  au  cercle  (G)  qui  admet  ce  point  pour  point-limite.  Or  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que 
dans  deux  cas  :  ou  bien,  il  y  aune  inûnité  de  cercles  (C)  admettant  M  pour  point-limite,  auquel  cas  tous 
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1/ 

N 

^ 

1^ 

M  \ 

^ 

A 

F 

\ 

Q 

\ 

^       ^ 

/(.) 

(DO 

(D) 

les  cercles  (C)  passeraient  par  deux  points  fixes,  auxquels  se  réduirait  l'enveloppe  ;  ou  bien  il  y  a  un 
cercle  (C)  de  centre  M  et  de  rayon  nul,  admettant  le  point  M  pour  point-limite.  Or  les  points-limites 
d'un  cercle  (C)  de  centre  i»  sont  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  Q  sur  la  tangente  en  w  à  (r).  Pour 
que  M  soit  point  double  de  (S),  il  faut  donc  qu'il  soit  le  pied  d'une  normale  à  (r)  issue  de  Q.  Il  doit 
être  en  outre  sur  le  cercle  (A).  Celui-ci  doit  donc  être  tangent  à  (r).  C'est  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  (S)  ait  un  point  double. 

On  peut  montrer  directement  que  si  cette  condition  est  remplie,  (S)  est  bien  une  quarlique  admet- 
tant le  point  de  contact  M  pour  point  double.  En  effet,  la  courbe  (S)  peut 
être  évidemment  considérée  comme  le  lieu  des  points-limites  des  faisceaux 
linéaires  de  cercles  orthogonaux  à  (A)  et  admettant  pour  axes  radicaux 
les  tangentes  à  (Fj.  Or  si  nous  considérons  une  droite  quelconque  (D),  l'en- 
veloppe des  axes  radicaux  (T)  relatifs  au  cercle  (A)  et  aux  cercles-points  N 
situés  sur  (D)  est  une  parabole  (D)  de  foyer  F,  milieu  de  AQ  [A  pôle 
de  (D)]  de  tangente  au  sommet  (D')  et  bitangente  au  cercle  (A)  en  M  et  M', 
comme  le  montre  suffisamment  la  figure  ci-contre. 

-Aux  quatre  tangentes  communes  à  cette  parabole  et  à  (r),  correspon- 
dent quatre  points  qui  sont  les  points  de  (S)  situés  sur  (Dj.  On  a  ainsi  dé- 
montré en  passant  que  dans  le  cas  général,  la  courbe  (S)  est  du  quatrième 
degré,  sauf  cependant  si  (F)  est  une  parabole,  auquel  cas  elle  se  réduit 
au  troisième  degré.  Dans  le  cas  particulier  où  (A)  est  tangent  à  (r)  en  un  point  M,  si  l'on  fait  passer  la 
droite  (D)  par  ce  point,  la  parabole  (n)  correspondante  est  tangente  en  M  à  (.i)  et  par  suite  à  (l"). 
A  la  tangente  de  contact  correspond  le  point  M,  aux  deux  autres  tangentes  communes  correspondent 
deux  autres  points  sur  (D).  M  est  donc  bien  un  point  double  de  (S). 

Pour  que  la  quartique  ait  deux  points  doubles,  et  par  suite  se  décompose  en  deux  cercles,  il  faut 
et  il  sutfitque  le  cercle  directeur  soit  bitangent  à  la  conique  déférente.  Cela  résulte  de  ce  qui  précède.  Les 
deux  points  de  contact  sont  les  deux  points  doubles,  c'est-à-dire  les  deux  points  de  rencontre  des  deux 
cercles-enveloppes.    On  peut  encore  montrer  directement  que  l'enveloppe  se  compose  de  deux  cercles 

ayant  pour  centres  respectifs  les  foyers  de  la  déférente  situés  sur 
l'axe  perpendiculaire  à  la  corde  de  contact  MM'.  En  effet,  soit  ai 
le  centre  de  l'un  des  cercles  (C).  Si  l'on  pose 
OF 

le  rayon  du  cercle  (C)  considéré  est 

p  =  e.eoP. 
Or  loF  =  e.(oR; 

donc  coF  — ?  =  e(u,K  — u)P)  :=  e.PR=  R. 

Le  cercle  (C)  est  donc  tangent  extérieurement  au  cercle  décentre  F  et  de  rayon  R  =  c.PR. 
On  montre  d'une  façon  analogue  qu'il  est  tangent  intérieurement  au  cercle  de  centre  F'  et  de  rayon 
R'  =  e.PR'. 
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1473.  —  On  considère  la  fonction 

1°  Étudier  ses  variations. 

2°  Calculer    fydx. 

3"  Développer  y  en  série. 


Il  =  ch  X  cos  X. 
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Retrouver  le  terme  général  de  cette  série  en  considérant    ij  romme  intégrale  particulière  d'une  équation 
diff'érentielle  linéaire  à  coefficients  constants. 

4"  Calculer  la  valeur  numérique  de  y  pour    x  =  1     avec  o  chiffres  décimaux  exacts. 
5°  Intégrer  l'équation  diff'érentielle 

y"  -+-  2i/  tg  X  -i~2ij  tg'^  a;  =  0. 

1°  Soit  ;/  =  ch  X  cosx. 

La  courbe  représentant  les  variations  de  cette  fonction  est  syinétri(iue  [lar  rapport  à  l'axe  des    i/. 
Cette  courbe  est  toujours  comprise  entre  les  deux  chaînettes 

;/i  =  ch  X,  y>  =  —  ch  X 

qu'elli'  rencontre  une  infinité  de  fois,  la  première  toutes  les  lois  que     cosx  =  l,     la  seconde  quand 
cosa:  =  —  1.     Ces  points  de  rencontre  avec  les  deux  chaînettes  sont  des  points  de  contact,  car 

y'  =  sh  X  cos  X  —  ch  X  sin  x 
et  lorsque     cosx  =  ±  1  ;      i/'  =  ±  shx;     c'est  le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  à  la  chaînette 
correspondante. 

Ces  points  de  contact  sont,  pour  la  courbe  à  construire,  des  points  d'inflexion,  car  on  a 

y"  =  —  2shx  sin  x. 
A  la  rigueur,  ces  remarcjues  suffisent  pour  donner  l'allure  de  la  courbe. 
Késolvons  cependant  l'équation     ;/'  =  0,     qui  s'écrit  encore 

Igx  =  tghx, 
et,  sous  cette  forme,  se  résout  immédiatement  en  traçant,  x  variant  de  0  à    -t-ao  ,    les  courbes  repré- 
sentant les  variations  des  deux  fonctions  tgx  et  tgh  x. 

C'est  ce  ([u'indique  la  ligure  suivante  qui  met  en  évidence  que  l'équation     y'  =  0     a  une  inGnité  de 

racines  a,,  aj.  ..,«„...   comprises  respec- 

y 


tiveraent    entre    r    et      t. -\- —<      2it     et 
4 

^2~-\-~,     ...,ji~et     ii7:  +  -l... 
4  A 

Nous  ne  tracerons  pas  la  courbe  repré- 

I        sentant  les  variations   de  la    fonction  y  en 

raison  de  la  difûcullé  pratique  provenant  de 

la  rapide  augmentation  des  ordonnées  de  la 

chaînette. 

2°  Pour  calculer  /ch  x  cos  x  rfx,  nous 
intégrerons  par  parties.  Posons  d'abord 
ch xdx  =  du,     cosx  =  u;     nous  aurons 

(1)      /  chxcosxrfx  =  shxcosx 

sh  X  sin  xdx. 


Posons  ensuite    cosxrfx  =  rfu,    chx  =  u;     nous  aurons 

(2)  /  ch  X  cos  xdx  =  ch  x  sin  x  —  /  sh  x  sin  xdx. 

Il  suflit  d'ajouter  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2)  pour  obtenir 

sh  X  cos  X  H-  ch  X  sin  x       ^ 


■f^ 


J 


ch  X  cos  xdx  = 


3"  Le  moyen  le  plus  naturel  de  développer  y  en  série  entière  est  d'écrire 
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y  =  chxcosar  =  —  (e''-t-e~^)(e''^-+- e"'-'), 

Le  terme  général  du  développement  est  donc 

^[(i^i)"  +  (-i)"(i+ir4-(i-i)"+(-ini-j)"]- 

Le  coefficient  de  ce  terme  est  nul  si  n  est  impair. 
Prenons  donc    «  =  2p;     le  coefficient  devient 

Or  1 +  i  =  v'^l  cosy -i-isin  —  1,  1  — i  =  /â(  cos  —  —  isin  —  |  • 

Donc 

a.,,,  =  lL__2cos-V  • 
"'         Si(2p)  !  2 

Si  ;;  est  impair,  ce  coefficient  est  nul.  Prenons  donc    n  =  2/j  =  iq,     il  viendra 

Le  développement  en  série  entière  cherché,  absolument  convergent  quel  que  soit  x,  est  donc 

!/  =  ^--^ -'  +  !-"- ■••-(-^)'^-'"  +  -- 
Il  était  possible  de  retrouver  ce  développement  en  série  en  considérant  y  comme  intégrale  particu- 
lière d'une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  constants.  Écrivons  la  suite  des  dérivées  de    y 

y  =  ch  X  cos  X, 

y'  =  sh  X  cos  X  —  ch  X  sin  x, 
y"  =  —  2shx  sinx, 
y'"  =  —  2sh  X  cos  X  —  2ch  x  sin  x, 
j/'^  =  —  4ch  X  cos  X. 

La  fonction  y  est  donc  intégrale  de  l'équation  différentielle 

(3)  ;/'v  +  4;/  =  0 

et  c'est  l'intégrale  qui  pour  .r  =  0  prend  la  valeur  1,  y',  y",  ;/'"  s'annulant  pour  x  =  0.  Comme  on 
sait  que  y  est  développable  en  série  entière  absolument  convergente  quel  que  soit  x,  comme  ce  déve- 
loppement est 

'/n  '/(>        o  V'o" 

comme  l'identité  (3)  s'écrit  encore  en  ditTérentiant  n  fois 

,yi"+n  _|-  4,yi")  —  0  et  donne  »/[;""  -h  'ly'"'  =  0, 

le  développement  est  ainsi  plus  rapidement  obtenu  . 

Faisons  encore  la  remarque  que  l'équation  différentielle  (3)  a  pour  équation  caractéristique 

r'-H4  =  0,  ou  (r» -4- 2)' —  4r2  =  0, 

r2-+-2=zh2»-,  (>-±l)--  =  — 1,  )-=±lz!zi. 

Donc  les  intégrales  s'écrivent 

e'djii  cosx-+-|Ji-2sin  x)-t-t'"'(|Ji3C0S3:-t-  fx^sinx), 


ANALYSE  61 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

chj;(v,cosx-hv2sina:)  -+- shar(v3  cos  x  -+-  v^sina:). 
On  obliendrail  donc  aussi  rapidement  les  développements  en  série  des  fonctions 

chxsina:,  sha;cosx,  sha;sina;. 

4"    Pour  calculer  la  valeur   de  chxcosx  pour    i  =  1     avec  5  chiffres  décimaux  exacts,   nous 
emploierons  la  série 

i  4-  4^ 

^  4  !       ^  8  !  121 

Pour    X  =  1     on  a 

k_         4^  4^ 

4!  "^  8!         12!  "^  "' 
série  alternée,  absolument  convergente,  dont  les  termes  vont  en  décroissant. 

1 
ÏÔ 


1 

Je  calcule  ses  termes  avec  une  erreur  de   -j—>   les  termes  positifs  par  défaut,  les  termes  négatifs 


par  excès  : 

w,     1  u.    0,1666667 

«3    0,0003968  u,    0,0000002 


1,0003968  0,1066669 

Nous  obtenons  comme  somme 

0,8337299    par  défaut 

3 
sans  tenir  compte  du  reste,  nous  avons  déjà  une  erreur  de  — -—  qui  ne  permet  pas  d'aHirmer  la  5* 

décimale. 

Prenons  donc  8  décimales  à  chaque  terme 

»,     1  ./,    0,16666667 

«3    0,00039682  «j     0,00000014 


1,00039682  0,16666681 

Cette  fois,  nous  avons  par  défaut  la  somme 


0,83373001 . 

iîF-''' 
Donc  ch  1  cos  1  est  compris  entre 


3  4* 1 

L'erreur  résultant  des  termes  est -—-;  le  reste  est  inférieur  à -7— r'   c'est-à-dire    inférieur  à   -— 

lu  loi  lu 


(  0,83373001, 

\  0,83373003. 
En  cherchant  o  chiffres  décimaux  exacts,  nous  en  avons  obtenu  7. 

5»  Rappelons  qu'étant  donnée  l'équation  différentielle     i/"-i-)/P(x)-i-?/Q(x)  =  0,     il  est  souvent  utile 
d'introduire  une  fonction  auxiliaire  u  et  de  faire  le  changement  de  fonction  qui  remplace  y  par  :, 

M  =  "î- 
L'équation  différentielle  devient 

!(:  "  -H  2u'  l'-t-  u"3  -+-  {irJ  +  :w')P(x)  -1-  u:Q(x)  =  0, 
ou 

U-:  H-  [2u'  -1-  uP(x)]:'  H-  [u'-(-  u'P(x)  -h  uQ(x) ]:  =  0, 
et  l'on  peut  simplifier  l'équation  différentielle  en  annulant  le  coeflicient  de  :  si  u  est  une  intégrale  par- 
ticulière de  l'équation  en  y  ou  en  annulant  le  coefficient  de  :'  si  u  est  intégrale  de  l'équation 

2ii' -I- !/P(x)  =  0. 
Appliquons  ces  remarques  à  l'équation 
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Posons    y  =  uz  ;     il  vient 

tiz"  -h  2(m'  +  M  Ig  a-):'  -+-  (u"  -+-  2a'tg  x  h-  2u  tg^  a;):  =  0. 
Première  méthode.  —  La  fonction 

u  =  ch  X  cos  X 
est  intégrale  particulière  de  l'équation  en  i/  comme  on  le  voit  on  éliminant  cli  x  et  sh  x  entre  les  trois 

relations 

!u  =  chxcos  x, 
u'  =  sh  r  cos  X  —  ch  a:  sin  x, 
u"  =  —  2sh  .r  sin  x. 
Donc  l'équation  en  z  devient 

ch  xcosxs"-!-  2[sha;cos  x  —  chxsinx  -i-  chxcosx  tgx]:'  =  0, 

„      ^  ,  ,        „  ;"       „  sh  X 

ou  chx  cos3;s  +  2shx  cosx:  =  0, 

d'où  L:'+ Lch-x  =  LG,  ou  enfin  z'  =     ,"  __  >  :  =  G  tg  h  xh-C. 

Donc 

!/  =  (G  tg  hjc  4-  G')  ch  a;  cos  a;  =  (G  sh  x  -+-  G'  ch  x)  cos  x. 

Deuxième  méthode.  —  L'équation  dillérentielle     m'h-u  tg.c  =  0     s'intègre  de  suite 

u'        sin  X 

et  donne  1 =  0, 

w        cos  X 

d'où  Lu  =  Lcosx+LX,  î«  =  Xcosx. 

Prenons  donc  w  =  cos  x.  Il  vient  z"  cos  a;  -h  z  cos  x  =  0, 

c'est-à-dire  z"-i-:  =  0, 

dont  les  intégrales  sont  de  la  forme  i  =  G  sh  x  4-G'  ch  x. 

On  retrouve  hien  y  =  (Csh  x  -t-  C'ch  x)  cosx. 

Très  bonnes  solutions  :  MM.  Qcéménkuii,  lycée  de  Rouen  ;  M.  Lalbenck. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Bkesse,  à  lielfort  ;  Le  Bla.vc,  collège  Chaptal  ;  Houri\i4he3,  à  Bordeaux. 

Assez  bonne  solution  :  M.  Dessimonu,  à  Alger. 


— 
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1481  .  —  On  considère  un  paraboloïde  n. 

1°  J'ar  un  point  M,  on  peut  mener  un  plan  P  et  un  seul  qui  coupe  le  parabnloidc  u  suivant  une  coni- 
que G  admettant  le  point  M  pour  centre. 

2"  Si  le  point  M  décrit  une  droite,  le  plan  P  reste  tanijent  à  un  cylindre  parabolique  et,  dans  un  cas 
particulier,  passe  par  une  droite  fixe. 

3°  Si  le  point  M  décrit  une  conique  dont  les  points  à  i infini  sont  sur  le  paraboloidc  -,  le  plan  P  reste 
langent  à  un  cône  du  second  degré. 

4°  La  conique  C  de  section  par  /<>  plan  P  étant  supposée  semblable  ou  égale  à  une  conique  donnée,  on 
demande  le  lieu  de  son  centre  M  . 

1°  Soit  le  point  M  de  coordonnées  Xo,j/o.«o-  Un  plan  passant  par  ce  poinl  a  pour  é(|iiation 

u[x  —  x„)  -V-  vig  —  j/„)  +  «'(j  —  lo)  =  0. 
Le  diamètre  de  la  direction  de  pians  u,v,u'  a  pour  équations 
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Ax 


By         -1 


(Ai^  _)_  Bi/-  —  2:  =  0     désigne  l'équation  du  paraboloïde). 

S'il  contient  le  point  Xu,?/„,:o,  on  a 

u  V     _      w 

Ai'o  ~  B;/o       —  1  ■ 

Donc  le  plan  P  existe;  il  est  unique  et  son  équation  est 

A<x  —  !•„)  -H  By„(î/  —  »/o)  -  (r  —  3„)  =  0. 
2°  Supposons  que  le  point  M  décrive  la  droite  x  =  a:  +  p,  y  =  ^i  -H  <■/,  l'équation  du  plan  P  devient, 
en  fonction  de  Zq, 

—  V(A!t-  -I-  W)  -i-  :o(Am-  -+-  Biy  —  2Aa/j  —  -iB'pq  H-  1)  +  A/)x  -h  B</!/  —  :  —  Ap-  -  Bç-  =  0. 
Le  plan  P  enveloppe  donc  le  cylindre  parabolique 

(Aaa;  H-  B?y  —  2Aa;j  —  2B?ç  -hi^-h  4(Aa^  -+-  Bâ^)  fApx  -+- Bqy  —  z  —  Ap-  —  Bç^)  =  0. 
On  peut  d'ailleurs  éviter  de  faire  appel  à  la  notion  d'enveloppe  de  surface  et  remarquer  que  le 
plan  P  est  parallèle  à  une  direction  fixe  et  que  sa  trace  sur  un  plan  de  coordonnées  enveloppe  une 
parabole . 

Si  l'on  a  A^^  -|-  B?2  =  0,  c'est-à-dire  si  la  droite  donnée  est  parallèle  à  un  des  plans  directeurs  du 
paraboloïde  -,  le  plan  P  passe  par  une  droite  tixe. 
Voici  une  solution  géométrique  de  cette  partie  : 

Remarquons  d'abord   que  le  plan  P  qui  correspond  à  un  point  M  est  parabole  au  plan  tangent  à 
l'extrémité  du  diamètre  du  point  M. 

Soil  donc  D  la  droite  décrite  par  le  point  M.  Nous  allons  considérer 
le  plan  parallèle  à  l'axe  du  paraboloïde  et  passant  par  D. 

/"  Cas.  —  11  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  parabole  II.  C'est  dire 
que  D  n'est  pas  parallèle  à  un   plan  directeur. 

Les  plans  P  correspondant  aux  divers  points  de  la  droite  D  sont  paral- 
lèles aux  génératrices  du  cylindre  circonscrit  le  long  de  la  parabole  H. 
Cherchons  donc  l'enveloppe  de  leurs  traces  sur  le  plan  de  la  parabole  H 
qui  s'obtiennent  en  menant  par  chaque  point  M  de  D  une  parallèle  A  à 
la  tangente  A,  à  la  parabole  H  au  point  u  situé  sur  le  même  diamètre 
que  M. 

La  droite  a  enveloppe  une  parabole  parce  que  le  point  M  et  le  point  à 
l'infini  de  A  décrivent  deux  divisions  homographiques;  et  celle  parabole  est 
aisée  à  déterminer. 

2e  Cas.  —  La  droite  D  est  parallèle  à  un  plan  directeur. 
Le  plan  parallèle  à  l'axe  du  paraboloïde  mené  par  D  donne  à  distance 
finie  une  génératrice  G  et  si  Ma  est  parallèle  à  l'axe,  le  plan  P  passe  par  M 
et  est  parallèle  au  plan  langent  en  jji. 

11  passe  par  une  droite  fixe,  car  son  pôle  est  le  point  M' de  M.a  tel  que  (x 
soit  le  milieu  de  MM',  el  ce  pôle  décrit  évidemment  une  droite  passant  par  le 
point  commun  de  G  et  de  D. 

3»  Si  le  point  M  décrit  une  conique,  on  a 

^»-^'  y^-  =«)'  "-  0(0' 

fil  A'  fit  ?  désignant  des  polynômes  du  second  degré. 
L'équation  du  plan  P  devient  alors 

\xf,  o  -^  Byf,  o  -  z'J  -  Afr  -  Bf^  -^  fn  =  0. 
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Elle  contient  le  paramètre  t  au  quatrième  degré.  Donc  le  plan  P  reste  tangent  à  une  surface  déve- 
loppable  de  quatrième  classe. 

Si  les  points  à  l'infini  de  la  conique  sont  sur  le  paraboloide,  les  racines  de  o{t)  =  0  sont  racines 
de  A^2^-B/•i.2  =  0. 

Donc  le  premier  membre  de  l'équation  du  plan  P  est  dans  ce  cas  divisible  par  o{t)  et,  ce  facteur 
enlevé,  se  réduit  à  Pi-  +  Q^  +  R  =  0, 

P,  Q,  R  désignant  les  premiers  membres  des  équations  de  trois  plans. 

Le  plan  P  enveloppe  donc  le  cône  du  second  degré 

Q-2  —  4PR  =  0 
de  sommet  F  =  0,  Q  =  0,  R  =  0  et,  en  transportant  l'origine  en  ce  point  on  peut  obtenir  ce  résultat 
indépendamment  de  la  théorie  des  surfaces  enveloppes. 

Montrons  brièvement  que  ce  calcul  peut  être  fait  d'une  manière  plus  précise. 

Supposons  le  plan  des  xy  parallèle  au  plan  de  la  conique  décrite  par  le  point  M,  ce  que  l'on  peut 
faire  en  prenant  l'équation  réduite  du  paraboloide  en  axes  obliques. 
Soient 

I   Aa^o' -(- Bi/o^  ^  2Gx„  +  2Dy„  +  F  =  0, 

les  deux  relations  exprimant  que  le  point  a:„,i/(,,:„  décrit  une  conique  du  plan  :  =  /;  dont  les  points  à 

l'infini  sont  sur  le  paraboloide. 

En  se  servant  des  relations  (1),  l'équation  du  plan  P  s'écrit 

Axxo  -H  Bî/î/o  —  :  +  2Ca-o  -^  2Di/„  h-  F  -+-/«  =  0. 

2C                     20 
Il  passe  par  le  point  fixe    a*  — >    y  = — i     c  =  F-h  /«     et  sa  trace  sur  le  plan     z  =  h 

s'écrit 

Axx„  +  Bi/!/„  -+-  2Ca-„  -^  2Dj/o  -t-  F  =  0. 

Elle  contient  linéairement  x,,,  y,,  qui  sont  liés  par  une  relation  du  second  degré. 
On  sait  que  dans  ces  conditions,  cette  trace  enveloppe  une  conique  dont  l'équation  tangentielle 
s'écrit  de  suite  et  dont  l'équation  ponctuelle  s'obtient  par  la  règle  habituelle. 
Traitons  maintenant  celte  question  géométriquement. 

Dire  que  le  point  .M  décrit  une  conique  K  ayant  ses  points  à  l'inlini  sur  le  paraboloide,  c'est  dire 
que  le  cylindre  qui  admet  la  conique  K  comme  directrice  et  qui  est  parallèle 
à  l'axe  du  paraboloide  coupe  ce  paraboloide  à  distance  finie  suivant  une 
conique  puisqu'il  lui  est  homotbotique.  Soit  une  génératrice  Ma  de  ce 
cylindre. 

Le  plan   P   correspondant  au  point   M  passe  par   M    et  est  parallèle  au 
plan  tangent  en  \j..  Donc,  son  pôle  est  en  M'  sur  Mji.,  M'  étant  tel  que 
[xM'  =  Mfi. 
Or,  le  point   M'   décrit  une  section  plane  du  cylindre  considéré,  c'est-à- 
dire  une  conique. 

/  Les  points  d'une  conique  sont  dans  un  plan  :  il  y  en  a  deux  sur  une 

I  droite  de  ce  plan. 

/  Les  plans  P  passent  donc  par  im  point  fixe  ;  il  y  en  a  deux  passant  par 

/  une  droite  contenant  ce  point  fixe.  Ils  enveloppent  donc  un  cône  du  second 

/m'  '•'^S'"^' 

4°  Nous  cherchons  les  lieux  des  centres  des  coniques  d'un  paraboloide 
qui  sont  semblables  ou  égales  à  une  conique  donnée.  Le  premier  lieu  est  une  surface.  Le  second  est  une 
courbe . 
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Si  une  section  plane  est  semblable  à  une  conique  donnée,  toutes  les  sections  par  des  plans  paral- 
lèles le  sont  aussi.  Le  premier  lieu  peut  donc  s'obtenir  comme  étant  le  cylindre  de  génératrices 
parallèles  à  l'axe  du  paraboloïde  dont  la  directrice  est  sur  le  paraboloïde  le  lieu  des  points  par  oii 
passent  deux  génératrices  faisant  un  angle  donné. 

Mais  il  vaut  mieux,  dans  le  cas  présent,  chercher  le  second  lieu,  problème  qui  se  ramène  au  suivant  : 

Exprimer  que  le  paraboloïde  est  coupé  par  le  plan 

Ax„{x  —  x„]  -h  By„(î/  —  j/„)  —  (:  -  :„)  =  0 
suivant  une  conique  de  grandeur  donnée. 

Transportons  l'origine  au  point  x„,  y„,  c„.  L'équalion  du  plan  devient 

(3;  A,r„XH-Rv„Y  — Z  =  0, 

et  celle  du  paraboloïde 

A(X  -f-  x„f  -^-  B(  V  -+-  Vo)'  -  2i  Z  +  :,)  =  0 
ou 

(4)  \X-  -+-  HT'  -+-  2Ax„X  -+-  2ByoY  —  2Z  +  Ax;  h-  B;/5  —  2:„  =  0 . 

La  conique  de  section  du  plan  {'.i)  par  le  paraboloïde  (4)  est  la  même  que  par  le  cylindre 

(•">)  AX^  +  BY-^  +  Z-,  =  0, 

en  posant  pour  abréger  /■„  =  Aa;o  + Bi/J— 2:^. 

Cela  posé,  les  longueurs  des  axes  de  la  conique  [(3),  (5)j  s'obtiendront  par  la  méthode  classique. 
Coupons  par  la  sphère 

(())  X'-hY-^  +  Z-  — R2  =  0. 

Le  cône  qui  a  son  sommet  à  l'origine  et  qui  s'appuie  sur  la  courbe  d'intersection  des  surfaces  (3)  et 
(6)  est  du  second  degré  et  a  pour  équation 

^77"^  i)^''!?!"^!^)  ^1-  =  '^  ""^  X-XAR^-^Z-J+YW  +  A^  +  ^Yo  =  0. 

S'il  est  tangent  au  plan  (3),  R  sera  la  longueur  d'un  des  demi-axes  de  la  coniiiue  considérée  ;  et 
cette  condition  est 


A-lv        ,        B^yl  .-L^O. 


AR^+/„         BR-^  +  /;,        /•„ 
Rendue  entière,  elle  donne  l'équation  en  R% 

ABR'  H-  /;(A  -i-  B  +  A-B.t;^  -t-  AB^;/ii)R2  -t-  ffiA^xi  -h  B-1/5  -+-  1  )  =  0 . 
Si  ses  racines  sont  données,  on  a 

/"ofA  -+-  B  -H  A^B-Ts  H-  A B-^yî)  =11,  fnA'xi  -+-  B^i/o  +  1)  =  K , 

H  et  K  désignant  deux  constantes  données- 
La  courbe  définie  par  ces  deux  équations  donne  le  lieu  des  centres  des  coniques  de  grandeur  donnée 
[ilacées  sur  le  paraboloïde. 

En  formant  une  combinaison  homogène  de  II'  et  de  K,  on  aura  la  surface  lieu  des  centres  des  coni- 
ques du  paraboloïde  semblables  à  une  conique  donnée.  Son  équation  est  par  exemple 

[A+B  +  AB(A.i5-|-Byg)]^   _    H^ 
A-xl-hB-yl-^l  K 

En  particulier,  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilalères  du  paraboloïde  est  le  cylindre 

Axj  +  Ri/5  +  —  -t-  —  =  0 
A         ri 

qui  coupe  bien  le  paraboloïde  suivant  Ihyperbolc  de  Monge  contenue  dans  le  plan 

2:  H 1 =  0. 

A         B 

Très  bonnes  solutions  :  MM.  Quémenedr,  lycée  de  Rouen  ;  E.  Sizaire. 

lionnes  solutions  ;  MM.  Laokence  ;  Custalui  ;i  Pliilippeville.  Bonne  solution  géoméUique  de  M.  PAnnoD. 
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1475.  —  Vis-à-vis  d'un  miroir  spliérique  de  pclilc  ouverture,  on  place  un  quadrillage  vivement  éclairé, 
dans  une  position  telle  que  la  droite  joignant  le  centre  du  quadrillage  au  sommet  du  miroir  fasse  avec  l'axe 
de  celui-ci  wn  angle  de  45°. 

Le  plan  du  quadrillage  est  normal  à  cette  droite  et  les  traits  sont  les  tins  normaux,  les  autres  parallèles 
au  plan  d'incidence  moqen.  Que  doit-on  trouver  en  explorant  le  faisceau  réfléchi  à  l'aide  d'un  écran? 

Soit  C  1p  conlrfi  du  miroir  S  et  A  celui  du  quadrillage.  Supposons  que  ce  point  A  soil  à  la  croisée 
de  deux  traits  du  quadrillage.  Les  rayons  lumineux  qui  en  émanent  donne- 
ront lieu,  après  réflexion  sur  le  miroir,  à  deux  focales  qui  seront  rencontrées 
par  la  symétrique  de  SA  par  rapport  à  SC.  L'une  sera  située  à  l'intersection 
A'  de  cette  droite  et  de  .\C,  et  dirigée  suivant  AC;  l'autre  sera  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  flgure  en  un  point  A"  tel  que  l'on  ait,  d'après  l'équation 
de  Petit, 

t  1     _        2       _   •is!:l 

SA  SA"  ~  Rcosi  ~  K 
Si  maintenant  nous  considérons  les  divers  points  de  la  ligue  AB  du  qua- 
drillage, chacun  donnera  lieu  à  deux  focales  analogues.  Les  focales  A'  seront 
toutes  situées  dans  le  plan  de  la  figure  et  leurs  milieux  appartiendront  à  un 
arc  de  courbe  A'B',  de  sorte  que  l'ensemble  de  ces  focales  formera  une  bande 
lumineuse  excessivement  étroite  ayant  la  direction  générale  de  A'U'.  Les 
focales  A"  formeront  au  contraire,  en  se  juxtaposant,  une  bande  assez  large, 
perpendiculaire  au  plan  de  la  ligure  et  le  rencontrant  suivant  A"B".  Chacune 
des  lignes  du  quadrillage  parallèles  à  AB  donnera  lieu  de  même  à  deux  bandes  lumineuses,  l'une  étroite 
et  située  sensiblement  dans  le  plan  mené  par  C  et  par  la  ligne  considérée,  l'autre  large  et  perpendicu- 
laire à  ce  plan.  Les  bandes  telles  que  A'B'  serontsensiblement  parallèles  entre  elles,  ainsi  que  les  bandes 
telles  que  A"B'. 

Considérons  maintenant  les  lignes  du  quadrillage  qui  sont  perpendiculaires  à  la  ligure.  Les  focales 
A'B'  de  leurs  divers  points  formeront  de  larges  bandes  normales  aux  précédentes,  mais  les  focales  A" 
formeront  des  séries  de  lignes  étroites  perpendiculaires  au  plan  de  la  ligure. 

Su|)posons  que  l'on  déplace  un  écran  dans  le  champ  des  rayons  réfléchis  de  manière  à  ce  (juil  reste 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure. 

En  A',  et  surtout  si  on  l'oriente  de  manière  a  lui  donner  la  direction  générale  dd  la  courbe  A'B',  on 
verra  l'image  nette  des  traits  parallèles  au  plan  de  la  ligtire.  Eu  A  ,  on  verra,  au  contraire,  limage  nette 

des  traits  perpendiculaires  au  plan  de  la  ligure. 

iM.  LAUKLiNCli. 
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Mathématiques  préparatoires. 

Kpreure  écrite. 
î.  —  1555    ICtanl  donnés  trois  axes  rectangulaires  (»  ./•)/;,  on  prend  sur  Ox-  une  longueur    ()A  =  2    et  on 


QUESTION  PROPOSÉE 


décrit  sur  OA  comme  diamètre  dans  le  plan  xOij,  une  demi-circonférence  OMA. 
Calculer  le  volume  limité  inférieurement  par  le  plan  xOy,  latéralement  par  la  sur- 
face du  cylindre  droit  ayant  pour  base  le  demi-cercle  OMA  et  supérieurement  par 
la  surface  courbe  ayant  pour  équation    z  ==  x'-;/. 

Nota.  —  On  pourra  commencer  par  évaluer  le  volume  élémentaire  compris 
entre  deux  plans  infiniment  voisins  passant  par  0:;. 


II.  —  Calculer  l'intégrale détinie    I 


i,     20- 


III. 


1556.  Déterminer  l'exposant  constacit  n  par  la  condition  que  l'expression 


16  COS.'/; 

(x  —  ij)dx  -f-  [x  -+-  y)dy 


-  y-f 


soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction  U  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y.  L'exposant  h  étant  ainsi 
déterminé,  calculer  la  fonction  U. 

IV.  —  1557.  On  considère  deux  points  fixes  A  cl  B,  situés  à  une  distance  AI!  égale  à  un  décimètre.  Un 
point  mobile  M  est  attiré  par  chacun  de  ces  points  avec  une  intensité  constante  égale  à 
1  dyne.  Montrer  que  la  résultante  V  des  deux  attractions  dérive  d'une  fonction  de  forces  U 
et  calculer  cette  fonction.  Déterminer  les  surfaces  de  niveau.  On  abandonne  le  mobile 
sans  vitesse  initiale,  dans  une  position  Mo  également  distante  des  deux  centres  attractils. 
Appliquer  le  théorème  de  la  force  vive  au  mouvement  du  point  et  calculer  dans  le  système 
C.  G.  S.  la  vitesse  avec  laquelle  il  arrive  en  0  en  supposant  la  distance  OMo  égale  ii 
12  centimètres  et  la  masse  in  du  point  égale  à  2  grammes. 


1°  Constriiii-e  la  partie  de  la  courbe 


Epreuve  pratique. 
I  i 


.     1 


X-  2.r  —  I 

correspondant  aux  valeurs  de  x  supérieures  à 

2''  Montrer  que  cette  partie  de  la  courbe  est  tangente  à  l'axe  Ox  et  déterminer  le  point  de  contact  A. 

3»  Calculer  à  — ^  près  la  valeur  de  x  qui  rend  y  maximum  et  la  valeur  correspondante  de  y. 

4°  Démontrer  que  la  courbe  présente  un  point  d'inflexion  entre  le  point  A  et  le  point  M  qui  correspond  au 
maximum  de  ;/. 


QUESTION  PROPOSÉE 


1558    —  On  considère  l'équation  ditt'érentielle  : 

ix  —  I)  )/'  —  1/  =  \ix*  —  lix-  +  17»;-  —  lOx. 

1»  Former  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  en  la  faisant  dépendre  de  sa  valeur  pour  x  =  0  prise 
comme  paramètre  variable  ; 

2«  Discuter  suivant  les  valeurs  du  paramètre  la  réalité  des  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant 
l'intégrale  générale  à  0; 

3°  Lieu  des  poinis  d'inflexion  des  courbes  intégrales  C; 

40  Former  l'équation  du  lieu  P  des  points  des  courbes  C  où  la  tangente  est  parallèle  ;i  une  direction  donnée 
de  coefficient  angulaire  m.  Quand  m  varie,  le  lieu  r  est  la  courbe  intégrale  générale  d'une  équation  dift'éren- 
tielle  qu'on  demande  de  déterminer.  Construire  1"  pour  »i  =  0; 

5»  Construire  les  diverses  formes  des  courbes  intégrales  C.  suivant  les  valeurs  du  paramètre  dont  elles 
dépendent.  En  particulier,  on  construira  les  courbes  C  tangentes  à  Ox. 

Ch.  MiciiEi,. 
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AL(jÈBRE 


DEUXIEME    PARTIE 


ALGEBRE 


1503.  —  Etudier  les  variations  de  la  surface  totale  d'un  cône  de  révolution  circonscrit  à  une  sphère. 
Trouver  la  surface  vnnimum  et  la  distance  du  sommet  de  ce  cône  particulier  au  centre  de  la  sphère. 

Trouver  par  le  calcul  intégral  le  volume  coynpris  entre  la  surface  du  cône  circonscrit  proprement  dite 
et  celle  de  la  sphère  qui  prolonge  celle-ci,  dans  le  cas  particulier  oii  la  surface  est  minimum. 

Trouver  le  centre  de  gravité  de  ce  volume  particulier. 

Nous  rapporterons  la  sphère  à  trois  axes  rectangulaires  passant  au  centre  de  cette  sphère,  0:  étant 
placé  sur  la  hauteur  du  cône  et  dirigé  vers  le  sommet,  et  nous  désignerons  par 
:  la  distance  du  sommet  A  au  centre  de  la  sphère.  Nous  aurons  alors  d'une 
façon  évidente, 


l     \ 

^^\ 

A    ^ 

l\        ^ 

donc 


AD 


puis, 


V2' 

-R^ 

AC 
AO   ~ 

A  F 
AD 

CF 

=  CD 

=  AC- 

-AD  -- 

; 

CF 

^R{z 

+  R) 

AC  = 


-A'  +  R) 


R) 


-J  —  R- 


V  :^  -  R^ 
Or  la  surface  totale  du  cône  est 


S  = 


S  = 


S  =  7tCF'-i--CF.AC  =  -CF(CF 
TzRjz  -t-  R)    (î  +  R)^ 

-Riz  +  R)- 


^^^^-RK 


■VG)  ; 


Nous  déduisons  de  là  immédiatement 

dS   _   -R;:-  — -ilt:  — 3R^0 

dz    ~ 


d<, 


-Ri:-hR)(;-3R) 


iz  —  R;-  dz  (c  — Ri- 

D'aulre  part,  des  remarquesgéoméiriques  évidentes  nous  montrent  que  :  doit  varier  de  R  à  -t- x  . 

^  f/S 

Comme  —  est  nef^alif  pour     :  <  .iR     et  positif  pour     :  >  3R,     nous  voyons  de  suite  les  variations 

de  S  :  S  décroit  depuis  +  x  jusqu'à  SttR^,  quand  :  croit  de  R  à  3R  ;  puis,  S  croît  depuis  8-R- 
jusqu'à  -\-<x,  quand  :  croît  de  3R  à  +x.  Le  minimum  de  S  est  donc  8-R-  et  il  a  lieu  pour 
OA  =:  =  3R. 

Il  est  alors  facile  do  calculer  lo  volume  du  cùne  AKI)  ot  celui  du  sogmeni  sphériquo  DFD'.  Chacun 
d'eux  est  fourni  par  l'intégrale  f-.i-dz,    x  étant  limité  soit  à  la  droite  AD,  soit  à  l'arc  do  cercle  DF. 

Nous  avons  en  outre     Uli  =  — —  =  -— ;     par  conséqucnl,  les  limitos  de  la  première  intégrale  sont  -^ 


et  3R,  cullcs  de  la  seconde,    —  R   el  -;-•    Sur  la  droite    AD,   on  a 


3R 


LD 


3R-I 


=  3. 


3R  —  : 
8R 


d'ailleurs,     E[) 


--s/--^  =  -^^- 


par  suite     x  — 


(3R 


9  3       '     '' ■    ~  4 

c--i-:-  =  R\  .,-  =  R-— :i. 


Sur  l'arc  DF,  on  a 
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Donc  finalement  le  volume  du  cône  AED  est  donné  par 

celui  du  segment  spliéri(iue  est  donné  par 

8O-R3 


W,  =  T.  i    '    (R-^  —  z'jdz  = 
Le  volume  total  est  donc  ésal  à 


81 

10t:R' 


9 

Cherchons  maintenant  les  :  des  centres  de  gravité  de  ces  deux  volumes  ;  nous  aurons,  pour  déter- 
miner ces  deux  valeurs, 

312. TtR» 
8.81     ' 

6't-R' 

\,z^_  =    j    -  zd\  —    j    -  -KziW'-  z')dz  =  - 

et  nous  déduisons  de  là 

I! 


V,3,  =    /       :rfV  =    /       —zCiR-zY-dz 

;l  3 

^  R  li 

V.,:.  =    f^  zdW  ^    f~-Kz{K'  -  z')dz  =  - 

--  .'-R  .'-1,  '..Hl 


La  première  valeur  de  :  se  calcule  aisément  en  s'appuyant  sur  ce  théorème  :  que  le  centre  de  gra- 
vité d'un  cône  ou  d'une  pyramide  est  situé  à  une  distance  de  la  base  égale  au  quart  de  la  hauteur.  Mous 
avons  ainsi 

d'où  :,  =  R. 

Le  :  du  centre  de  giavité  du  volume  total  est  alors  fourni  par  l'égalité     V:  =  V,:,  -h  V,:.,     qui 

nous  donne    ;  =  —  :     le  centre  de  gravité  est  au  point  E. 

G.  FOUCKV,  à  Roanne. 
Bonne  solution  de  M.  lî.  M\nen,  à  Aibi  (Institution  Sainte-Marie  . 

♦ 
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1477.  —  On  considère  la  cissuide  droite  {x-  -i- y-)x — «?/'  =  0  rapporip.e  à  deux  nxes  recluntjulaircs 
Ox,  Oij  et  le  cercle  générateur  x-  +  y'  —  ax  =  0.  On  prend  un  point  variahle  M  sur  la  cissoide  et  la 
polaire  A  de  ce  point  par  rapport  au  cercle. 

i°  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  O.W  et  de  la  draite  S  quand  le  point    M   décrit  la  cissoide. 

2°  Par  un  point  P  quelconque  du  plan  passent  trois  droites  A  correspondant  à  trois  points  M,,  M»,  M, 
de  la  cissoide.  Démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite,  et  construire  la  courbe  que  doit  décrire  le 
point   I'   pour  que,  di's  trois  droites   OMi,  (tMi,  OM.,,    l'une  soit  bissectrice  de  l'angle  des  deux  autres. 

i.  Si  l'on  désigne  par  /  le  coellicient  angulaire  de  la  droite   OM,  les  coordonnées  du  point   .M  sont 


al-  at' 

y 


f'-i-l  ^        l-  -+- 1 

et  la  polaire  A  de  re  point  par  rujiport  au  cercle  a  pour  équation 

-  27  —  <j,i-  =  0. 


i-  +  \'"  t--t-  I 
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(l)  ithj-htXx —a)  —  x  =  Q. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  OM   et   a,  il  faut  éliminer   t   entre  l'équation 

(1)  et  l'équation     y  =  tx,     ce  qui  revient  à  remplacer  dans  (1)  t  par  —  ;     on  obtient  ainsi 


2j/'         y^{x  —  a) 


-x~0,  ou  2i/*H-i-i/-  —  x^  —  axy- 

(x-  —  i/-)(2j/2  —  x^}  —  axy-  =  0. 


0, 


ou  enfin 

Celte  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  d  Ox,  admettant 
un  point  triple  à  l'origine. 

Pour  la  construire,  nous  poserons     y  —  tx  ;     nous  avons  alors 

_  at^  _  aP 

et  nous  allons  étudier  les  variations  de  x  et  de   y  quand  /    varie.  Si  l'on  change   /en     —  /,     x  ne 
change  pas  et   y    change  de  signe;  cela  nous  montre  de  nouveau  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  à   Oj  ;  et  pour  en  avoir  la  moitié,  il  suffira  de  faire  varier  /  de  0  à     h-  x  . 
Prenons  les  dérivées  de  .r  et  de  y  par  rapport  à  /  ;  nous  avons 

dx  _  ialCIf- -i-  \)  dy  _         a<^(-2<'- —  <- -t-3) 


{^f'-iy{r--^iy- 


dt 


(2/2    _    1)2((2_^   1)2 


dx  dy 

donc    — —    el    —j-    sont  toujours  négatifs,  et  par  suite,  x  et  y  sont  des  fonctions  décroissantes.   Ces 


fonctions  sont  discontinues  pour     i  =  —-■ 

v/2 


0 

\ 

5 

+  0O 

0 
0 

décroit 
décroit 

—  00 

30 

+  00 
+  x 

décroît 
décroit 

0 
0 

Nous  avons  donc 

.r 

ou,  en  divisant  haut  el  bas  par     t^li  —  I, 

(2)  î/-  — 

\  - 

1 

el  alors  pour     /  =  — ^.     on  a 


y 

Nous  obtenons  ainsi  les  branches  de  courbe  OA  et 
BO  ;  la  première  est  tangente  à  l'origine  à  O.r,  et  la 
deuxième  à  0'/. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  direction  asymptotique 

est  -rr  ;   pour  avoir  l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptolo. 

il  faut  chercher  la  limite  de     v  —  -^.  ou   de     Ix '-- 

s/2  v'2 

xit,/2-i) 
ou  encore  de  = 


i(/;2  — 1)   ^         >><-(/v2  — 1) 

2  y/l  ~    v/2('=  +  l)(2<=-l) 


v/2(<=-t-l)(/v'2-+-«) 


'""•(î'--^)=^67f 
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Donc  l'équation  de  l'asymptote  est 

..         X  a 

l'ouravoiiia  position  des  branches  de  courbe  par  rapport  à  cette  asymptote,  il  faut  clicrcber  le  signe 
de  >i  —  \  pourlesvaleiirsde  /  voisinesde  — r--  lietranclions  les  égalités  [-2)  et  (3)  membre  à  membre, 
nous  avons 

II-  a     _   a(—  t'^2-i-ol-—t^ï — l) 


y-'^^M^ 


-h  l)(/v/2  -t-  1)         Gv/"2  0v'■2(^/2  -H  1  )(l-  H-  i  ) 


6v/2(V2-+-  1X'^  +  ') 

1 

Le  second  membre  est  de  la  forme    (  / —  \/\t),    l\l)  désignant  une  fonction  rationnelle  qui  est 

i  i  i 

positive  pour     t= — -■     Donc,  pour  les  valeurs  de  t  voisines  de    — — ,    ri -Y     a  le  signe  de    / . 

'  '  v/2  ^  v/2       •  °  v'2 

11  en  résulte  que  la  branche  OA  qui  correspond  à     t  <  —p-    est  au-dessous  de  l'asymptote,  tandis 

v- 
qiie  la  branche  OB  est  au-dessus. 

Nous  aurons  toute  la  courbe  en  construisant  les  symétriques  des  branches  (JA,  Uli  et  de  l'asymp- 
tote par  rapport  à  Ox. 

2.  Pour  que  la  droite  A  passe  par  le  point  P,  il  faut  et  il  sutlil  que  son  pôle  M  par  rapport  au 
cercle  soit  situé  sur  la  polaire  du  point  P.  Or  cette  polaire  rencontre  la  cissoïde  en  trois  points  ;  donc, 
il  existe  trois  droites  A  passant  par  le  point  P,  et  les  points  M  correspondants  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  analytiquement.  Une  droite  quelconque  ux-+-vij  -h  iv  =  0  rencontre 
la  cissoïde  en  trois  points  dont  les  t  sont  racines  de  l'équation 

uai-  vaP 

i  -h  t-      ^  +  i- 
ou 

(4)  vaP  +  {ua-h}v)t- -i-ic  =  0. 

Dans  celte  équation  le  coeflicienl  de  t  est  nul  ;  par  conséquent,  pour  que  trois  points  de  la  cissoïde 
soient  en  ligne  droite,  il  faut  que  les  /  de  ces  points  vérilient  la  relation     lt,l.,  =  0. 
Cela  posé,  écrivons  que  la  droite  A  passe  par  le  point  P(x^,  y^),  nous  avons 

(5)  ^thj„  +  t\x,-a)-x„  =  (}: 

cette  équation  admet  trois  racines  qui  vérilient  la  relation  '^1,1;,  =  0,  donc  les  trois  points  correspon- 
dants sont  en  ligne  droite:  et  si  l'on  identifie  les  équations  (l)et(a),  on  obtient  pour  u,  v,  w  les 
coeflicients  de  la  polaire  du  point  P  par  rapport  au  cercle. 

Soient  ^,  l.,,  t^  les  racines  de  l'équation  (5)  ;  ces  nombres  sont  les  coefficients  angulaires  des  droites 
OMi,  OMj,  OM3.  Pour  que  la  droite  OM,  soit  bissectrice  des  droites  CM.,  et  OM3,  il  faut  qu'on  ait 

ou     {ti-t.\l-hiih)-h(t,  —  l,)[i-htj,)  =  {},     ouencore,     2/,  — (/j +/,) +  /,(;,<, +/,/,) -^/./j/,  =  0. 
Nous  avons    tj^  +  tj.,-^  tJi  =  ^^    par  suite     I1I3  +  (tt,  ~  —li'z',     de  sorte  que  l'égalité  précédente 
peut  s'écrire  3/,  —  (/,  +  l<-\-  t,)  —  3(,^/,  =  0. 


Or  nous  avons 


(,-^1,^1,=  --^[r—^  l<l,h 


en  remplaçant,  on  a 
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3.^0  —  (l  oXq 

~^0  Wo 


=  0 


6.'/o 


Tout  revient  donc  à  écrire  que     "' °  —    est  racine  de  léqnation  (3).  ce  qui  donne 


(2.r„  -+-  aV        {-2x„  -h  ay{x„  —a) 


108.V? 


ou.  en  supprimant  les  indices, 


(:2.r-t-  fl?(o.c —  2rt) 


—  Xo  =  0, 


108a- 


C'est  l'équation  du  lieu  ;  elle  représente  une  couibe  du  troisième  degré,  symétrique  par  rapport  à 
Oi".  A  chaque  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs  de  y,  égales  et  de  «ignés  contraires;  nous  consi- 
dérerons seulement  l'une  d'elles,  par  exemple  celle  qui  est  définie  par  l'équation 


le  radical  étant  supposé  précédé  du  signe     -h. 

ox  —  2fl 
Pour  que  y  soit  réel,  il  faut  que    soit  positif,  et,  pour  cela,  que  x  soit  extérieure  l'inter- 


'Sx 


valle      0, 


2a 


La  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est 

d.c 


lOx* 


18x^1 


/  o.r 


elle  est  toujours  positive,  donc  la  fonction    y    est  croissante.  Ses  variations  sont  représentées  par  le 
tableau  suivant  : 


X 

—  X) 

a 

2 

0 

^^ 

is. 

-*-=>o 

Jf 

-oo 

croit 

0 

croit 

H-  OO 

0 

croît 

-,-00 

Nous  en  déduisons  la  branche  de  courbe  ABC  asymptote  ii  ()y,  et  la  branche  Dli,    la  I.TUgente  au 
point  D  étant  parallèle  il  0(/. 

Cherchons  maintenant  si  les  branches  infinies    B.\  et  DE    ont  une  asymptote.  Pour  cela,  nous 
allons  développer   y  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  x- 

Nous  pouvons  écrire 

m 


V     3  t)        V  ox  / 


ou,   en  développant    (l ^j      parla 

formule  du  binôme. 


/5 


« 


1  — -r- 


30x-  "^  x^  '' 


X  restant  lini,  quand    x    augmente  indé- 
finiment. 

Nous  en  lirinis 
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\     3  V  3  "^  10        2oi-        x'  ) 
par  suile,  l'asymptote  a  pour  équalion 

/"5  /  X         a 

et  l'on  a 


î/-^'  =  \/t(-^+^)' 


Le  second  membre  a  le  sisne  de :; —    pour  les  valeurs  de  x  suffisamment  grandes.  Par  suite, 

la  branche  BA  est  au-dessus  de  l'asymptote,  et  la  branche  DE  au-dessous. 
En  achevant  par  symétrie  par  rapport  à  Ox,  on  obtient  la  figure  ci-dessus. 

G.  PÊLISSIER,  à  Toulouse. 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Bresse,  à  Belfort  ;  G.  Fodcrt,  à  Roanne;  G.  Fbbt,  à  Alger;  A.  Le  Blanc,  collège  Ctiaptal  ; 
Jean  Mattos,  à  Leyssin  ;  Montpezat  d'Estaing,  école  des  Anglais,  le  Point-du-Jour,  Lyon  ;  Jules  Ykrnacx,  école  des  mines,  à 
Mous. 


PHYSIQUE 


1484.  —  Pour  délerminer  l'indice  d'une  lentille  plan-convexe,  on  procède  aux  opérations  suivantes  ; 

1°  On  mesure  le  rayon  de  courbure  de  la  face  convexe  à  l'aide  d'un  sphéromètre.  Le  déplacement  de 
la  vis  affleurant  successivement  la  lentille  et  le  plan  de  l'instrument  est  trouvé  égala  10'""', OiA,  avec  une 
incertitude  de  0">'",00o.  Le  rayon  du  cercle  passant  par  les  trois  pieds  est  de  o6""°,3,  avec  une  incertitude 
de  0™™,15. 

2°  On  mesure  l'épaisseur  de  la  lentille:  on  trouve  20"'™  avec  une  erreur  possible  de  0"™,2o. 

3»  On  argenté  la  face  convexe  puis,  observant  du  côté  de  la  face  plane,  on  détermine  la  position  du 
centre  du  miroir  concave  équivalent  à  la  lentille;  on  trouve  ce  point  à  93™">  de  la  face  plane,  avec  une 
erreur  possible  de  1™™. 

Calculer  l'indice,  ainsi  que  l'erreur  qui  pourrait  affecter  la  mesure  ainsi  faite. 

Cherchons  d'abord  le  rayon  de  courbure  R  de  la  face  convexe  :  a  désignant  le  déplacement  de  la 
vis  et  )•  le  ravon  du  cercle  circonscrit  aux  trois  pieds,  R  est  donné  par  la  formule 

et  la  valeur  numériijue  déduite  des  données  est 

R  =  les"",  1. 

L'incertitude  sur  R  est  donnée  par  la  différentielle 

ou,  en  donnant  à  chaque  terme  une  valeur  positive, 

2R  =  ^  j  (3^'  -  1)  X  0,(105  H-  2  X  5,G  -H  0,lo      =  0—,92. 

D'autre  part,  le  centre  du  miroir  équivalent  à  la  lentille  argentée  est  le  conjugué,  par  rapport  à  la 
face  plane,  du  centre  de  la  face  convexe.  Si  l'on  désigne  par  d  sa  distance  à  la  lentille  et  par  e  l'épais- 
seur de  celle-ci,  on  aura  donc 
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R  —  e  =  nd,         d  ou       «  =  — - — , 
a 

ce  qui  donne,  avec  les  nombres  trouvés,  n  =  l,o06. 

L'incertitude  sur  n  sera 

oR         le         R  —  e 


ou,  en  donnant  toujours  à  chaque  terme  une  valeur  positive, 


8rf, 


0,92         0,25  143 

on  =    H ^ =  O.Ozo. 

95  95  9ox9o 


La  méthode  apparaît  donc  comme  peu  précise. 


M.   LAURENCE. 


ECOLE    CENTRALE    (1906) 


QUESTIONS   POSÉES   AUX   EXAMENS   ORAUX 

Arithmétique  (M.  Combette.) 

3343.  —  Ecrire  le  nombre  5324  dans  le  système  de  base  8. 

3344.  —  Reste  de  la  diflsion  par  11  des  nombres  7  915,  ~t  915%  7  915'. 

3345.  —  Tout  nombre  entier  est  un  produit  de  facteurs  premiers. 

3346.  —  dus  grand  commun  diviseur,  plus  petit  multiple  commun  de  trois  nombres  A,  B,  C. 

3347.  —  Réduire  les  fractions     — >    — •    —    au  plus  petit  dénominateur  commun. 

3348.  —  Former  les  diviseurs  d'un  nombre.  Exemples  : 

N=3'X5»X7;  N  =  2' X  5=  X  "  ;  N  =  2'X3-Xo'. 

3349.  —  Nombre  des  diviseurs  de    N  =  2'x  5«x  7. 

8350.  —  Diviseurs  du  nombre    .N  =  2\3'.7.  —  Nombre  et  somme  de  ces  diviseurs. 

3351.  —  Extraire  la  racine  carrée  du  nombre  74.524  et  faire  la  théorie  sur  cet  exemple. 

3352.  —  Calculer  le  quotient     — '■ à     près. 

0,0241  100 

3353.  —  Limite  de  l'erreur  Ju  quotient     — '■ >    l'erreur  sur  chaque  terme  étant  inférieure  à  une  unité  de  l'ordre 

0,7914  ^ 

(le  son  dernier  chiffre. 

3354.  -  Oilculer  —    à     __  près  ;     v'^    à     —-près;     v'oTÏ2S,     v/ô:3T4.     yjÔ^i^K     à     j^  P^s  : 


i  /  M42  1 

Vôïi7    '    TSTP-"^^' 


0,0127 
3355.  —  Calculer  v'ë^^^,     \J-  +  e,     \/t?^^     à     ——près;     y/-  — e,     ^/lO  —  2v'5     à      près; 


V 


i.     V=  k 


3356.  —  Calculer  cosa,  sachant  que    sina  =  0,35  117. 

3357.  —  Le  nombre  0,3147  étant  approché  à     près,    calculer  sa  racine  carrée  avec  la  plus  grande  approxima- 

10  000     "^         '  t  n  rr 

tion  possible. 

3358.  —  La  surface  d'un  cercle  a  été  mesurée   au  dmq  près  :     S  =  32'"'i,21.  Trouver  son   rayon  avec  II   plus  grande 
approximutiun  possible. 

Algèbre  M.  Courette.) 
3350.  —  llésoudre  les  systèmes 


2x  —  3y  +  5:  =  1, 
ix  —  2y  +  Z:  =  4, 
6x  —  Sy  -f-  8r  =  2  ; 


2.T  — 3S/-+-Î  =  1, 
5j-t-2j/— 3r  =  3, 
7x  -  j/  -  2:  =  4  ; 
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ix  -  y  +  iz  =  i, 
5x  —  31/  +  5c  =  2, 
8.r  —  4(/  -)-  9i  =  8  ; 


3x  +2y  —  5z  =  4, 
2j;— 3I/-I-4J  =  2, 
5a;  —  «/  —  ;  =  6  ■ 


3x  —  2y  -h  iz  =  5, 
2x  4-  5)/  —  33  =  2, 
Sx  -h  Si/  +  Z  =  1  ; 

3360.  —  Eliminer  x  et  y  entre  les  trois  équations 

ax  +  by^e^O,  a'x -hb'y -hc' —  0,  a"x -h  b'y -hc'' =  0. 

3361 .  —  A  quelle  condition  le  système 

ax  +  by  +  c:  =  0,  a'x  +  b'y  -t-  c':  —  0,  a"x  +  b"y  +  c"z  =  0 

admet  il  d'autres  solutions  que    a;=  0,    ?/ =  0,    :  :=  0  ? 

3362.  —  Déterminer  les  eofifûcients  a,  b,  c  du  trinôme    ac-+  bx+e,    connaissant    les   valeurs  A,  B,  C  qu'il  prend 
pour    X  ^=  a,  ,3,  v. 

3363 .  —  Démontrer  la  formule    Cf;,  =  C,^-|  +  2C,f,z^  +  C,„^2  • 

3364.  —  CoefBcient  de  a'b'c^  dans    (a  -f-  i>  -+-  c  +  df. 

3365.  -  Somme  des  n  premiers  nombres  entiers. 

3366.  —  Somme  des  n  premiers  nombres  impairs. 

3367.  —  Somme  des  cubes  des  «  premiers  nombres  entiers. 

3368.  —  Somme  des  cubes  des  termes  d'une  progression  arilfimétique. 

3369.  —  Étudier  les  séries 

1  1  1 

1  +  — -+-  —  -4---H !-•■■; 

2  3  n 

lit  1 

! --{ + 1 1 ; 

-         -K-l-l         «  +  2  --h  n 

J-  1  1  t 

e        e  +  i        e+-2    '  e  +  n 

—  _L       —  _L 

H'         "        n" 

3371 .  —  Soit  la  série  Mo,  «.,  M;,  . . .,  u„  k  termes  iiositifs.  Démontrer  que  si  n«„  tend  vers  5  quand  n  augmente  indé- 
finiment, la  série  est  divergente.  Si  n'u„  tend  vers  3,  la  série  est  convergente. 

3372.  —  Étudier  les  séries 

n-f  1  in-  —  l  2n— 1  3h  —  4  3» -(- J  Ji  +  3 

in—l  jn  —  \  in -h  3  5m- 3  n'-h3  1 


4n'  —  S  "        4ic'  -^i  n^-hS  n{n  +  i){n  -+  2) 

tend  vers     —     quand  n  augmente  indéfiniment,  la  série  est  convergente. 

«T,  3 

_  4 

3374.  —  Si  dans  une  série  à  termes  positifs.     7m„     tend  vers     -.    qu'en  résulte-til  pour  la  série  ? 

3375.  —  Si     ^^^^    tend  vers  une  limite  X,     Vîû    tend  aussi  vers  une  limite  et  cette  limite  est  X. 

3376    —   La  série      1-4-  — -I-—  + ^-—+...    est    convergente   pour    toute   valeur    de    x.    Démontrer   que 

1         1.2  ni 

x^ 
—    tend  vers  0  quand  n  augmente  indéfiniment. 

h! 

3377.  -  Calculer   e   à   -^  près;    Te,      ^'     '^    1^  V''^'-     ^^     ''    1^0  P""^'" 

3378.  —  Développer  S*-'.  Développer  5""  ;  étudier  la  série  trouvée. 

3379.  —  Étudier  les  séries 

COS  a         ces  2a  cos  lia 


1  2  !  n  ! 

cos  a  ces'  a  cos"  a 

i  +  -r-  +  -^7-  +  -  +  -7r^-  = 

_1_        J l_^  __i L_-H... 

v/2  v'3  ^T  v^2h  -  1  v'2îï 

3380.  —  Caractéristique  du  logarithme  décimal  d'un  nombre.  Exemples  :    428,17  ;    0,00217  ;  —  le  cologarithme  de  a 
étant  donné,    colog  a  =  3,56  894,    chercher  log  V" • 

3381 .  —  On  place  4  OOOf'  à  la  fin  de  chaque  année.   On  demande  ce  qu'est  devenue   cette  somme  au  bout  de  S  ans  ; 
tau.\  4»/o. 

3382.  —  Formule  de  Taylor  pour  un  polynonii'  entier  en  j-. 
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3383.  —Développement  suivant  les  puissances  de   h  et  de   k  de    f(x-hh,    y-hk),    l\x,y)   étant   un    polynôme  du 
second  degré  en  a;^t  y.  Démontrer  que  si  ce  polynôme  est  homogène,  on  a 

3384.  —  Démontrer  que  si  fi,x,  y}  est  homogène  et  de  degré  m,  on  a 

icfx+yfy  =  rn((x,y]. 

3385.  —  Développement  de  /{a;  +  A,    j/  -+- 1,    2  +  1). 

3386.  —  Démontrer  que  F^  =  F,"^. 

3387 .  —  Si  f{x)  est  un  polynôme  entier  en  .r,  on  a 

{{X,  +  h)-  f{xo)  -  Y rM  =  -^  fixo  +  w,    0  <  e  <  1 . 


3388.  —  Si  f{x)  et  ?(j)  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  on  a 

f{x<,  +  h]-r{x,)    _   n^o  +  OA) 


0  <e  <1. 


o{Xo -h  h)  — '^(Xo]  ^'{x„-i-(lh) 

En  particulier 

o(ft)  — 0(0)      o\nh) 

3389.  —  Dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

y— '         u  =  8  cos' 5x-,  !/  =  8cos'5x',  !/  =  5cos'8x',  «  =  S/i,  «  =  V3  —  4  cos' x', 

3x'  -t-  3x  —  2 


S/  =  5v2  — 5x',  y  =  5'9C05U  j',  y  =V<:oi'''-,  y  =  5'"*^,  y  =  5"" '^\  j/ =  S"»  ^xS, 

y=arctg8x',    y  =  arc  tg  (5x' +  4^,    !/=  5  cos' (8^),    y  =  v*'*  cos'  Sx'  —  5-^",    v  =  5'^"^v'cos=x'+ 1,    !/ =  Stg- x'.v'^'F+T, 

y  =  5"s4'2  arc  tg  Ix',      »  =  L  cos'  4x>,      j/  =  L  are  tg  Sx',      y  =  L  arc  tg  (sin«  lx=),      y  =  L  arc  sin  Sx",       j/  L  arc  cos  Sx', 

y  =  log  10  cos' Sx',        y  =  L(4cos'8x»  — 1),      y  =  I.(arc  sin  Tr''),      y  =  L(arc  tg  8x'x9j=),        y  =  4  cos'Sx'x  L(4  tg'x"). 

3390   —  Dérivées  de 

y=:ix,  y  =  x«',  y=(xx)^,  y  =  (x)^',  y  =  (5x=+))Ai,  y  =  5(3x_i)cosV, 

y=  (cos4j')-'»->,  y  =  (8x» +!)»'='•='■',  y  =  (5i' +  a)*'^"''"',  y  =  (Sx' +  2x)'*'-'',  y  =  (sin  x)'^^ 

y  =  (Seosx  +  l)""'^-',       y  =  (3  cos=x  +  1)*='"'"',     ^    y  =  (cos' Sx^ls-^'+i,         y  =  4(cos'8x')'sV^         y  =  (Sx'' —  !)<:<>>'", 

y  =r  (sin3x)">s'«,  y  =  (arc  sin  8x')"g'^' ,  y  =  (arc  tg  Sx»)'"""'"',  y  =  (arc  tg  Sx')"»»'«-'', 

y  :=  (arc  tg  Sx')*"^"*'^ ,  y  =  (arc  (g5x')''°*^x'. 

3391.  —  Étant  donnée  l'équation    f[x,y]  =  0.     trouver  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  .r.  Qu'arrive-t-il  si  /'j  et  f,'  sont 
nuls  en  même  temps  ? 

3392.  —  Calculer  y'^  sachant  que  l'on  a 

5x-  —  4y'  -f-  S'''  —  log  5y  =  X  ; 
42rt-y  _  5  arc  tg  (x«  -  3y)  =  1 . . 

3393.  —  Calculer  y^  et  z^  sachant  que 

f{x,y,z)  =  0,  9(x,  y,  ;)=0. 

3394.  —  Dérivée  d'ordre  n  de  sin  x  et  cos  x. 

3395.  —  Dérivées  n"'  de    y= -<     y  = -.     (/=   , .     y 


ax  +  b  X  —  2  Tx-i-l  4x— i 

1  4  1 

!/  =  -7::3 — ;:•    2/=-::7— - — r'    •"=-:; — ?-— — -    tf  = -r- 


4x»  —  9  x=  -t-  X 

3396.  —  Primitives  des  fonctions  suivantes: 
!/':=5x=.T«.  .v'=^-|^.  y- 


5x'  +  1               '          S  —  5x'               '          4  H-  ox'               "  4  H-  3x«  '  4  -h  ox' 

4x                ,             x'                 ,         1x  -f-  3            ,             3x  -(-  4                              4x'  —  5  4x  -h  3 

>J  =    ,._.u'         y  =    ..■=    .   o'        y=-7Z TT—T'  >J'=^ ^TT^-T'  •«  = 


8x'-5  •'  (X— 1)»  •'  5j=  +  2  '  (x  — 1)'H-1  ■'  (x  — 2)'+l  "  y/j'— 6XH-7 

5x'  ,  2x  +  3  ,  4x»  4x  +  ■)  4x' 

y   =  — r^=r  1  y    ^   — 1  y   =    —  »  u'  ^   —  1  u   =:  —  ., 

•4  —  5X*                              /x'—tx+k  v'**  —  3x«  v'ôx'  -+-  3X  -t-  9  VS  —  5X« 

.^ 5x"  ,  5x'  , 5x'  ,  5x'  ,  Sx"  .  x 


v'4x'-7  v'4  — 9x'  v'4x'-l  V4-6X'  ^2  +  "Sa:'  "  v^Sx' —  1 

5x  ,  _         3x  ,  _        5x'  ,  _        Sx»  ,  _        3x'  ,  _        8x> 


V'ttix'  —  3  '           y/S  —  7x'                        v'4  -  3x'                       y/S  —  2x*                     v'4  -  Sx*                      v/4  -t-  5x« 

••x'  ,            Ix"                      ,             5xî                                    5  COS  X                     ,            T  sin  X 

y  =    ,             '  y  =                 '            1/  =  —             .            1/'  = ^^ —         .            1/  =  —               -. 

V^  — 4x'  ^8-1- Sx"  v'9— tir-                           y/S +  4  Sin' X                           v'8-t-5cos'x 

4»lnx  ,             Gsin2i                       ,              5sin2x                                            4                                      1 

y  =  — —              -»  y  =  —              ■  y  =  —              ■            y  =: — .       1^'  ^  L_ 

y/S  cos*  X  -H  3  yji  cos"  X  -h  5                          y'S  cos'  2.r  -t-  5                          cos'  xyjl  -+-  i  tg'  X                    sin  .1 
y'  =  sin'  X,           y'  =  cos'  x,           y'  =  tg  x,           y'  =  tg"  .i-,           y'  —  tg'  x. 
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3397.  —  Primilirt-s  des  fonctions  suivantes  : 

y'  =  cos  (  3x ^).sin(4x—  y]'  y'  —  fin  (ix ^|sin(3ar-i--^j' 

y.  =  sin  (ôx  -  f  )  sin  (-^■+  f  )•  y  =  ^-os  (2^-  J).sin  (x  -  f  ).cos  (sx-^^)- 

x' 1 

3398.  —  Étudier  les  -variations  de  la  fimction    y  =  ■-—, •    Étude  des  racines  de  la  dérivée.  Valeur  approchée  des 

2X-  -h  1 

racines  par  la  méthode  de  Newton. 

3399.— Variations  de  la  fonction    )/ =  '    limite  supériiiue  de  la  racine  positive  de  l'équation     5.t' — 60j:— 2=  0 

.r*  —  4 
—  Résoudre  graphiquement  au  moyen  de  deux  courbes    y  =  bx^    et    1/  =  60.r  -+-  2. 

3400.  —  Variations  des  fonctions 

x'  —  5  3.Ï-  —  2 

1/  = .  Il  =. ,  y 

■'        x'  +  i  ->         ,r=-i 

2x  —  1  Sx'  -(-  1 

•'         4jJ  4-1  ■'  j'  —  1 

X  —  3  X'  —  x-i-2 

ix'  ~2  x'  —  ix  +  S  x'-^-x  —  l 

j'  -+-  3,r  +  5                         a-'  —  .;•  —  2                        j»3  _  2x  —  4  .   ,  ,  | 

M  := ,  V  =1 .        y  =^ >      y  =  sm^  j-.cos' .1-,  u  ^  e  . 


J'  +  l 

2X--1 

x^4-l 

ir'+t 

X-  -hX 

j^  +  a;  — 1 

x'-+  1 

,r- 

—  4 

2a^ 

+  1  ' 

x^ 

—  1 

ix' 

-  ^ 

x'- 

-2x-h3 

(x'+lJlx-l)  (X»  — l)(x+3) 

3401.  —  On  donne    x"?/' =  8.     Trouver  le  minimum  de    4j'  +  3i/'. 

3402.  —  .(■  étant  l'inlîniment  petit  principal,  déterminer  l'ordre  infinitésimal  de  chacun  des  infiniment  petits  suivants  : 

X  —  sin  X,  1  —  cos  X,  1  — cosx  +  tgx,  Sx — tgSx, 

sinx  — x-K— .  1 h-, cos  X,  e^— 1 ; ■  ■— .  9x'  -  tg»  3x,  3x=  — sin'x. 

6  2  !         4!  12 

,.  ,         sinix  — al  ,  3x  — tgSx  3x' —  tg=  4x  .      2./-2  _  tg^  5x 

3403.  -  Limites  de   — —    pour    .;■  =  a  ;    de     - — ; 7—^"     ^—rz •    r-r; pour    x  =  0. 

sin  ,r  —  sm  a  sm  4x -t- tg  3.r  sin- ox  sin- 8x 

(1           1     \""  - 

iH 1 )     pour    m  =  x;    de    (1 -+-tg2x)<»'g=-^    pour    x  =  0,    de    (1 +  3  sin  x  +  2  tg'x)^ 
m         m'   ' 
I 
pour    X  :=  0    et  de    x*-^    pour    x  =  1. 

a^  L.r 

3405  —  Limites  de    —  et  —  -     pour  .r  infini. 

.r-^  x' 

3406  —  Condition  pour  que    x">  -H)/"'    soit  divisible  par    ..-;'  -1-  yf. 

3407 .  —  Exprimer  que  le  polynôme    a.r'  -+-  ft-r"  -t-cx'  +  dx  -h  e    est  divisible  par    ./-  —  /..;•  -t-  1 . 

3408.  —  Soit  un  polynôme    o'x)  =  ffx')-h  xfi{x'):    démontrer  que  le  reste  de  la  division  de    <f(.r)    par    x' —  a    est 
égala    f(a) -ir  xf,'.a\ 

3409.  —  Conditions  pour  que  les  deux  équations     ax^  +  h.i:- -\- ex -h  d  :=  0,      o'.r^  +  b'x- +  c'.r  + d' =  0     aient  les 
mêmes  racines. 

3410.  —  Somme  des  quatre  racines  de  l'équation    x*  +  px'  -+-  qx-  -t-  rx  +-  s  ^=  0  ;     même  question  pour 

.;■'  +  px'  -h  gx  -h  r  =  0. 

3411.  —  Condition  pour  que  deux  équations  du  second  degré  aient  une  racine  commune. 

3412.  —  Condition  pour  que  l'équation    .r'  +  px-  +  qx  -1-  r  =  0    admille  une  racine  double.  Condition  pour  que  les 
trois  racines  soient  réelles. 

3413.  —  Conditions  pour  que  l'équation    ax'  -1-  fcx'  +  ex'  -t-  dx  -1-  e  =  0    admette  une  lacine  Iriple 

3414.—  On  donne  l'équation    a.r' -!- 6,r- -1- ex +d  =  0:    former  une  équation  admettant  pour  racines  les  sommes  deux 
à  deux  des  racines  de  la  proposée. 

3415.  —  Conditions  pour  que  l'équation    ox'  -t- 6x» -l- ex* -1- dx -t- e  :=  0    soit  réciproque. 

3416.  —  Nature  des  racines  de  l'équation    x'  — 1=0;     a  étant  l'une  des  racines  imaginaires,  montrer  que    i'   est 
l'autre;  que  a""  est  aussi  racine. 

3417.  —  A  quelles  conditions  l'imaginaire    p(cos<?  +  i  sin  <?)    serait-elle  racine  de  l'é(|uation    ,r^  —  1  ;=  0  ? 

3418.  —  Racines  de  l'équation    .r  —  1  =0. 

3419.  —   Montrer   que   l'équation 1 1 2  =  0     ia  <  b  <i  c)    admet   trois   racines   réelles, 

X  —  a        x  —  b        x  —  c  ;>^' 

l'une  étant  comprise  entre  a  et  b,  une  autre  entre  6  et  c. 


78  ÉCOLE  CENTRALE  (EXAMENS  ORAUX 


3420. -Même  question  pour  les  équations     -^ -^_A_  +  _1- -,  =  o  ;     -±^  +  -1^  +  -i__l  =o. 

3421.  —  Démontrer  que  si  l'équation    f{x)  =  0    a  toutes  ses  racines  réelIcSj  le  nombre  des  racines  positives  est  égal 
au  nombre  des  variations. 

3422.  —   L'équation     f{x)  =z  0    a  p  racines  entre  a  el  li  ;  démontrer  que   la   dérivée  en  a  au  moins    /)  —  1     dans  le 
même  intervalle. 

3423.  —  Si    f{x)  =0    a  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation    :if{x]  +  ôf'{x)  =  0    a  aussi  toutes  ses  racines  réelles. 

3424.  —  La  dérivée  d'ordre  Jl  de    J/  =  [x'  —  ()"    a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre    —  2    et    -+-2. 

3425.  —  Nature  des  racines  de  l'équation    a'  -+-  2x  —  3  =  0.    Montrer  que  la  somme  des  cubes  est  réelle   et  trouver 
cette  somme.  Même  question  pour 

x^  —  4,1  +  1  =  0,  x^  -h  Sx  —  2^0,  x'  -i-  X-  —  3x  +  .5  =  0. 

3426.  —  Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation    x'  +  '.'jX  —  3  =  0  ;    a,b,  c,  d  désignant  les  quatre  racines,  la'bi'c''d'' 
est-elle  réelle  ?  Calculer  la  somme  des  carrés  de  ces  racines. 

3427.  —  Limites  supérieures  des  racines  pour  les  équations    ./'  —  5x'  +  3x —  7  =  0;    j'  +  7,r'  —  3x-  -f-  2,/-  —  20  =  0. 

3428.  —  Calculer  les  racines  de  l'équation    Sx'  —  6a;'  —  1  =:  0    par  la  méthode  de  Newton. 

3429.  —  Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation    x^  —  lx  +  3  ^  0.     Calculer  les  racines  par  la  méthode  des  parties, 
proportionnelles.  Somme  des  cinquièmes  puissances  des  racines  de  celte  équation. 

3430.  —  Nombre  des  racines  réelles  des  équations 

x'—5x-  +  i—6,      X'  — 3a;'  + 1  =  0,      3a;^  — 7a;  +  3  =  0,      a:' —  3j:=  —  4  =  0,      Sx"  —  7a:  —  3  =  0,      a,' —  5x--+- 2  =  0. 

x' +  Sx'  —  2x -S  =  0,  x' -hx^  —  -2x  +  Z  =  0,  5a;' —  2x' —  1  =  0,  a;' —  2a:' -(- 5  =  0, 

a;'  —  5a;'  +  2  =  0,  Sx*  — 1x^  +  2=  0. 

3431.  —  Résoudre  les  équations    x''  + 6a:' —  a;  —  6  =  0  ;    x' +5a.'' —  2a;  + 2  =  0. 

3432.  —  Résoudre  graphiquement  les  équations  : 

a:'  —  6x-  -(-  6  =  0,  a,-'  —  2x  —  3  =  0,  a:'  -+-  a;  —  5  =  0, 

x'  —  2a:  —  1  =  0,  a;'  -I-  a  —  4  =  0,  a'  +  a:'  —  3  =;  0. 

a;'  +  a:'  —  2a;  —  2  =  0, 

3433.  —  Résoudre  l'équation    v'4  —  -Jx  =  2j:  —  3. 

3434.  —  Résoudre  les  inégalités 
2a;  —  1         x^  —  i  .f  —  3   ,       2x 


a-+l  a:-t-3  x»  —  4a;  +  5  a-— 2         (./•  + 1  )-■  a 

3435.  —  L'équation    f(x)  =  0    admettant  la  racine  a  au  defiré  de  multiplicité  a,  on  demande  la  limite  du  quotient 
fix) 

pour    X  =  a. 


{X  —  a)' 

3436.  —  Décomposer  en  éléments  simples  les  fractions  rationnelles 

x+  l  1  a=  -I-  1  x'+i  X-  —  i 


x{x—iy  x^i'  +  l)  {x-  —  l\lx+2)  x'  —  i  (X  — 3)2(_f  +  2)  (X— l)2(a'  — 2)2 

Trouver  les  fonctions  primitives. 

Trigonométrie  (M.  Combettk.) 

S437 .  —  Résoudre  l'équation    sin  (  3./- ^  j  =  sin  (  2.r  -(-—)■ 

r  1 

3438.  —  Calculer    sin —     à      près. 

13  10  000     ' 

3439.  —  Calculer   sin --^.    sin  -^'    sin  .^.     cos  --^-    Calculer  —  v'iOh- 2v/2    à  près. 

3440.  —  On  donne  tg  a,  calculer    tg  — .     On  donne  tj;  2(j.  calculer  tg  3fl  ;  on  dcmne  cos  2a,  calculer  cos  Su. 

3441.  — On  donne    cos — ,     calculer    eus—;    on  donne    tg— ,    calculer    tg  —  • 

2  3  2  o 

x"^  x^ 

3442.  —  Démontrer  les  inégalités    1  —  cos  x  <  — -  ;    ./■  —  sin  x  <  — • 

3443.  —  Développement  de  sin  x  et  de  cos  x  en  séries. 
8444.  —  Démontrer  la  relation    cosx  +  i  sin  x  =  e". 

3445.  —  Calculer  la  somme    S  =  sin  a  -(-  sin  (a  -4-  r)  -t-  sin  (a  -i-  ir)  +  . . .  -i-  sin  [a  -+-  (n  —  l)r]. 
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3446  —  Sachant  que    a~h~c  =  ~,    transformer  en  monômes  les  expressions 
sina -I- sin6-i-sinc,  tg  a-i- tgft +  tgc. 

3447.  — Transformer  en  un  monôme  l'expression    x  =  acos  ut  -i- 6  sin  ut.    Maximum  et  minimum  de  celle  expres- 
sion. 

sin  a-t-sin  fi  ,  ,      _     a±  6 

3448.  —  Expnmer    — : : — —    en  fonction  de    tg  — - —  • 

sm  a  —  sm  b  2 

3449.  —  On  donne  la  relation    cos'  A  +  cos"  B  +  cos'  C  -+-  2  cos  A  cos  B  cos  C  =  1,     les  angles  A,  B,  C     étant  compris 
entre  0  et  -.  —  En  déduire    A-i-B->-C  =  -. 

3450.  —  Résoudre  l'équation    a  cos  j:  +  6  sin  x  =  c    au  moyen  des  tables. 

345 1 .  —  Résoudre  l'équation    tg  x  —  cotg  .r  ^  1 . 

3452.  —  Peut-on  trouver  un  arc  x  \ériDanl  à  la  fois  les  deux  équations    a  cos  x  +  fi  sin  a  =  c,    a'cosx-t-  6'sinx=;c'. 

3453.  —  Même  question  pour  les  deux  équations 

a  cos  X  -^  fi  sin  X  =  c,  a'  tg  x  +  fi'  cotg  x  =  c' . 

3454.  —  Eliminer  x  entre  les  deux  équations 

coséc  X — sin  X  =  a,  sécj  —  cosx  =  6. 

3455.  —  On  donne  les  relations  : 

abc 

(1)  A-^B +0=180%  -^— =  ^— ■  =  — — . 

sm  A         sm  B         sm  t 

en  déduire  par  le  calcul  le  système 

a  =  fi  cos  C  +  c  cos  B, 

(2)  6  =  ccos  A +  acos  C, 

c  ^  a  cos  B  +  6  cos  A. 

3456.  —  Réciproquement,  déduire  le  système  (1)  du  système  (2|. 

3457.  —  On  donne  le  système 

a'  =--  b'  +  e'  —  26c  cos  A, 

(3)  6'  =  c'  +  a'  —  2ca  cos  B, 

c'  =  a*  +  6'  —  2a6  cos  C, 

en  déduire  le  système  (2). 

3458.  —  Du  système  (3)  déduire  le  système  (1). 

3459.  —  inversement,  du  système  (1)  déduire  le  système  (3). 

3460.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  6,  C  ;  log  a,  log  6,  C. 

3461.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés.  —  Montrer  que  si  a,  fi,  c,  K  sont  commensurables,    Ig  — 
est  aussi  commensurable. 

3462.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  fi,  A. 

3463.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  a,  .A,    b->-e  ^  m. 

3464.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  la  surface;  —  les  angles  et  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit; 
—  les  angles  et  le  périmètre  ;  —  les  angles  et  le  rayon  r  du  cercle  inscrit. 

3465.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  fi,  c  et  la  bissectrice  ^  de  l'angle  compris. 

3466.  —  Dislance  de  deux  points  inaccessibles. 

3467.  —  Dans  un  quadrilatère  ABCD  on  donne  les  côtés    AB  =  a,    BC  =  6,    l'angle  compris  B  et  les  angles    ADB  —  i, 
BOC  =  p.    Calculer  les  angles  A  et  C. 

346S.  —  On  donne  deux  axes  Or,  Oy  faisant  entre  eux  l'angle  0,  sur  Ox  deux  points  .A  et  B.  Le  point  M   se  dépla- 
çant sur  Oy,  calculer  l'angle  .AMB. 

3469.  —  Résoudre  les  équations  et  inégalités  suivantes  : 


v/1  —  3  sin'  X  =  1  +  cos  X,  v'3  —  4  cos'  x  <  1  —  3  sin  x  ; 

v^l  —  4  sin'  X  >  2  cos  X  —  1,        i/C^^fïinj:  <  2  —  3  sin  x. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1559.  —  Trouver  la  condition  pour  que  les  quatre  racines  de  l'équation 

ax^ _(-  6x3 -t-ca^-f-dx  +  Z  :=  0 
vérifient  la  relation 
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et  résoudre  l'équalion  dans  ce  cas. 
Appliquer  à 


a  H-  i  =  •2(-(  +  S) 
2a;*  +  3a;3  -i-  2ar-  —  1  = 


E.   H. 


1560.  —  On  donne  une  ellipse  (E)  et  deux  points  fixes  du  plan  P  et  P'.  On  mène  par  P  et  P'  deux  cordes 
AB,  A'B'  parallèles  et  de  direction  variable.  1»  Montrer  que  l'axe  radical  des  cercles  ayant  pour  diamètres  AB 
et  A'B'  passe  par  un  point  Q;  2*>  Si  le  point  P  reste  fixe  et  si  le  point  P'  décrit  une  courbe,  le  lieu  du  point  Q 
est  une  courbe  de  même  degré. 

E.-N.  Barisien. 
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Histoire  des  Mathématiques,  par  W.  W.  Rouse  Ball,  Fellow  and  Tutor  of  Trinily  Collège 
(Cambridge).  —  Édition  française  revue  et  augmentée,  traduite  sur  la  troisième  édition  anglaise  par 
L.  Frelsd,  lieutenant  de  vaisseau.  —  Tome  premier,  prix  :  12  fr.  —  Librairie  A.  Hermann. 
Paris,  1906. 

Ce  volume  embrasse  toute  la  période  qui  s'étend  depuis  l'antiquité  jusqu'à  Huygens.  Malgré  la  concision 
nécessaire  pour  faire  tenir  tant  de  faits  dans  un  in-octavo  de  dimensions  moyennes,  la  lecture  de  l'ouvrage 
est  facile  et  attrayante.  Il  permet  de  se  rendre  compte  de  la  marche  générale  du  développement  des  sciences 
mathématiques,  et  ceci  très  aisément,  grâce  à  la  parfaite  division  adoptée  par  l'auteur.  Il  est  assez  détaillé,  en 
outre,  pour  que  le  lecteur  se  fasse  une  idée  nette  de  chacune  des  périodes  qui  y  sont  étudiées. 

E.  H. 


La  Géométrie  analytique  générale,  par  H.  L.\urent.  —  Un  volume  in-octavo,  prix:  6  fr.  — Librairie 
A.  Hermann.  Paris,  1906. 

Dans  les  premiers  chapitres,  M.  Laurent  étudie  les  éléments  d&  la  géométrie  dans  un  espace  k  "  dimen- 
sions. Il  appelle  point  un  système  de  n  nombres  xi,  x^,  . . .,  x„,  variété  un  ensemble  de  points  dont  les  coor- 
données dépendent  de  h  paramètres  variables  (k  <  >i).  Si  k  =z  l,  la  variétéesl  une  ligne;  si  A  =  n  —  1, 
la  variété  est  une  surface,  etc.  En  particulier,  ime  surface  est  donnée  par  une  équation  unique  entre  les  coor- 
données d'un  point. 

L'ne  figure  est  un  ensemble  de  variétés. 

Le  déplacement  est  alors  défini  par  une  substitution  à  effectuer  sur  les  coordonnées  d'un  point.  Celte  subs- 
titution doit  être  bi-univoque.  M.  Laurent  emploie  particulièrement  les  substitutions  orthogonales  à  déter- 
minant positif  et  il  montre  dans  la  suite  de  l'ouvrage  que  la  géométrie  qui  leur  correspond  est  la  géométrie 
euclidienne. 

L'auteur  étudie  ensuite  très  simplement  le  plan,  la  lùpie  droite  ;  il  introduit  les  notions  de  distance,  d'angle, 
de  parallélisme,  etc.;  puis,  il  aborde  les  principales  doctrines  de  la  géométrie  analytique  et  termine  par  une 
étude  rapide,  quoique  suffisamment  complète,  des  surfaces  du  second  degré. 

Cet  ouvrage  présente  une  originalité  et  un  intérêt  incontestables. 

Il  renferme  un  certain  nombre  de  démonslralions  curieuses  dues  à  l'auteur  et  qui  exigent  l'emploi  d'une 
analyse  assez  délicate.  Mais,  dans  ses  parties  essentielles,  la  lecture  en  est  aisée  et  je  pense  qu'un  bon  élève  de 
Mathématiques  spéciales  en  comprendrait  l'ensemble  sans  peine,  .\ussi  est-ce  avec  plaisir  que  je  signale  cet 
intéressant  volume  aux  lecteurs  de  la  Revue.  E.  H. 
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PREMIERE   PARTIE 


DEMONSTRATION  D  UN  THEOREME  SUR  LES  SERIES 

par  M.   Ch.  Michel,  professeiii' de  mathéraaliques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


Dans  ses  Levons  sur  les  séries  à  termes  positifs,  M.  Borol  donne  une  démonstration,  rei)ro(luite  dans 
la  cinquième  édition  du  Cours  d'Algèbre  de  M.  Niewenglowski,  du  théorème  bien  connu  suivant  : 

Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  termes  w„  d'une  série  positive  convergente  sont  décroissants  ou  du 
moins  non  croissants,  n!/„  tend  vers  0  quand  n  tend  vers  l'infini. 

Voici  une  démonstration  de  ce  théorème  qui  me  paraît  plus  simple. 

Nous  pouvons  supposer  que  la  non-croissance  du  terme  général  ait  lieu  ii  partir  du  premier  rang. 
Désignons  par  S  la  somme  de  la  série  et  par  S„  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  ;  on  a  S„  <  S. 
Puisque  la  série  est  convergente,  étant  donné  un  nombre  positif  quelconque  s.,  on  peut  trouver  ua 
entier  pi  tel  que  pour  toute  valeur  de  n  plus  grande  que  p,  on  ait 

S  -  S„  <  e. 
Comme  So„  est  plus  petit  que  S,  on  aura  par  suite 

So„  — S„  <£. 
Mais,  les  termes  de  la  série  étant  non  croissants,  on  a    S,,,  —  S„  >  nu.„-     l':ir  suite,  on  a 
nu„,<i  et  2)!Mo„<2e. 

Cela  posé,  considérons  la  quantité    (2»i  +  1)m:„+i  .     On  a     (2h  -+-  l)ui„4.i  <  (2;i  +  1)i(m    et  par  suite 

(2n -H  l)Uo„+,  <  2s-i-wj„. 
Mais,  w,„  tend  vers  0  quand  n  tend  vers  l'inlini.  On  peut  donc  trouver  un  entier   /),    tel  que  pour 
toute  valeur  de  n  plus  grande  que  p.  on  ait    «o„  <  e.      Par  conséquent,  élant  choisi  un  entier  p  plus 
grand  à  la  fois  que  p,  et  que  pa,  pour  toute  valeur  de  n  plus  grande  que  p,  on  a  à  la  fois 
Inu:,,,  <  2e  <  3s  et  (2n  +  1)M2„+i  <  3e. 

Autrement  dit,  pour  toute  valeur  de    n    plus  grande  que  p,  on  a     ji»,.  <3£.      Comme    3e    est  un 
nombre  positif  arbitraire,  on  voit  bien  que  nu„  tend  vers  0. 

On  peut  aussi  déduire  le  théorème  en  question  du  théorème  suivant,  dû  à  Cauchy  :  La  série  positive 
«„  à  termes  non  croissants  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  la  série  v„  =  2"Ui...  On  a  ainsi 
une  démonstration  plus  courte  que  la  précédente,  mais  qui  n'en  est  pas  essentiellement  distincte 
comme  on  le  reconnaît  en  se  reportant  à  la  démonstration  même  du  théorème  de  Cauchy.  Voici  ce  que 
l'on  peut  dire. 

Étant  donné  l'entier  )i,  il  existe  un  entier  p  tel  que  l'on  ait 

2''  ^  »(  <  2P+'. 

Comme  les  termes  de  la  série  sont  non  croissants,  on  a 

Uoc+i  <  u„  s$  u.'J 
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et  par  suite,  a  fortiori, 
c'est-à-dire 

Mais,  d'après  le  théorème  de  Gauchy,  la  série    v,,    est  convergente.   Par  suite,  quand    n    tend  vers 
l'inlini,  p  tendant  aussi  vers  l'infini,     — - —    et  2u,,  tendent  vers  0,  et  il  en  est  de  même  de  nii„. 
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L'introduction  de  la  notion  de  coupure  dans  le  programme  de  Mathématiques  spéciales  permet  de 
simplifier  considérablement  un  grand  nombre  de  déinonsirations  et  de  les  présenter  dune  manière 
uniforme  avec  une  entière  rigueur. 

Ayant  défini  les  coupures  de  première  et  de  seconde  espèce,  comme  le  fait  M.  Tannery  dans  le 
premier  volume  de  son  Introduction  à  la  théorie  des  fondions  d'une  variable  (nouvelle  édition),  il  est  facile 
de  définir  avec  précision  la  borne  supérieure  et  la  borne  inférieure  d'un  ensemble  limité. 

On  montre  ensuite  que  si  l'on  considère  deux  ensembles  infinis  (e)  et  (e'),  tels  que  tout  nombre  de 
(e)  soit  moindre  que  tout  nombre  de  (e'),  tels,  en  outre,  qu'il  n'y  ait  pas  dans  (e)  de  nombre  supérieur 
à  tous  les  autres,  ni  dans  (e')  de  nombre  inférieur  à  tous  les  autres,  et  que  la  différence  e' —  e  de 
deux  nombres  appartenant  respectivement  aux  deux  ensembles  soit  aussi  petite  que  l'on  veut,  ces  deux 
ensembles  définissent  une  coupure  de  première  ou  de  seconde  espèce. 

Rien  n'est  plus  simple  que  d'exposer  ensuite  la  théorie  des  opérations  sur  les  incommensurables. 

La  définition  des  bornes  d'une  fonction  finie  dans  un  intervalle  (a,  b)  en  découle  immédiatement. 

Toute  suite  infinie  croissante  dont  les  termes  sont  moindres  qu'un  nombre  donné  a  une  limite.  De 
même,  toute  suite  infinie  décroissante  dont  les  termes  sont  supérieurs  à  un  nombre  donné,  etc. 

Je  me  propose,  comme  application  et  comme  exemple,  d'étudier  la  notion  d'intégrale  définie. 

Soit  f(x)  une  fonction  bien  définie  et  Unie  dans  un  intervalle  (a,  b).  Partageons  cet  intervalle  en  n 
intervalles  partiels  par  des  nombres  intermédiaires  .c,,  .i,,  . . .  r„_,, 

a  <  Xi  <:  X.2  <  ■  ■  <  x„_i  <  h, 
et  représentons,  pour  généraliser  la  notation,    a  par  Xq,    b  par  x„.    Multiplions  l'étendue  de  chaque 
inti'rvalle,    .Ti  — a:;,_i,   par  la  borne  inférieure  nik  ou  par  la  borne  supérieure  Ma-  de  la  fonction  dans  cet 
intervalle  et  considérons  les  doux  sommes  correspondantes 

i-  =  (xi  —  Xo)mi  H-  (Xj  —  Xi) w.,  -f-  •  ■  •  -t-  (x„  ^  i„_i)in„, 
S  =  (x,  —  a-,i)M,  -t-  {x.>  —  ar,)M.j  -+-•■•-+-  {r„  —  i-„_,).\l„  ; 
nous  aurons  évidemment    s  <<  S. 

Si  nous  insérons  maintenant  cuire  deux  d(»s  nombres  x,  .i7,_,  et  X/,  par  exemple,  un  nouveau 
nombre   x',   les  sommes  correspondantes,  s'  et  S',  satisferont  aux  relations 

«' >  s,  S'<S. 

En  edel,  les  deux  sommes  s  et  s'  ont  toutes  leurs  parties  communes,  sauf  la  parlio  (.rj  —  x^_,)m,, 
de  s,  qui  est  remplacée  par  (x' — xi,_,)m'k-t{xi,  —  x')m"i,,  dans  s';  or,  nous  avons  évidemment 
*").>'"*.  w'Â  >  "'*!  et,  par  suite,  s'^s.  Un  raisonnement  semblable  s'applique  aux  sommes 
S  cl  S'. 
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Cela  posé,  plaçons  tous  les  nombres  s  dans  un  premier  ensemble  (s)  et  tous  les  nombres  S  dans 
un  second  ensemble  (S).  Nous  aurons  toujours  *  <  S;  car  si  nous  considérons  les  sommes  s,  et  S, 
qui  correspondent  à  une  premièie  division  de  l'inlervalle  (a,  b),  celles  s,  et  S^,  qui  correspondent  à 
une  autre  division,  nous  pouvons  former  une  troisième  division  en  réunissant  les  bornes  de  tous  les 
intervalles  en  un  seul  groupe  ;  soient  «3  et  S3  les  sommes  correspondantes.  Nous  aurons  alors  s,  <  S3, 
s,  =$  Si.     Sa  ^  S.,  ;     par  suite,     Si  ■<  Sj. 

L'ensemble  (s)  admet  une  borne  supérieure  g;  l'ensemble  (S),  une  borne  inférieure  i:;  et  l'on  a 
sûrement    c7  <  S. 

Je  me  propose  maintenant  d'étudier  le  cas  où  l'on  a  7  =  s.  D'après  ce  qui  précède,  il  est  clair 
qu'il  faut  pour  cela  que  la  différence 

S  —  s  =  I(x,(—  .TA_,)(Mt  —  m,,) 
puisse  être  rendue  aussi  petite  que  l'on  veut.  Cela  exige  d'abord  que  chacune  des  parties  tende  vers  0, 
c'est-à-dire,  si  la  fonction  n'est  constante  dans  aucune  partie  de  l'intervalle  (a,  A),  que  le  nombre  »i 
grandisse  indéfiniment  et  que  chaque  intervalle  partiel  tende  vers  0.  Si  l'oscillation  de  la  fonction  peut 
être  rendue  plus  petite  que  n'importe  quel  nombre  positif  ;,  dans  chaque  intervalle,  en  les  prenant 
tous  assez  petits,  c'est-à-dire  si  la  fonction  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b),  on  a  évidemment 

S  —  «  <  £(6  ^  aj, 
et  le  fait  signalé  est  établi.  Mais  si  la  fonction  n'est  pas  continue,  il  y  aura  toujours  des  intervalles  où 
l'oscillation  sera  plus  grande  que  t,  si  t  est  assez  petit  et  la  diOTérence  S— «  se  partagera  en  deux 
parties:  l'une  moindre  que  (6- — a)t,  et  l'autre,  que  2A.I,  en  appelant  A  un  nombre  supérieur  à 
|/{a;)|  dans  l'intervalle  (a,  4)  et  I  la  somme  des  étendues  des  intervalles  où  l'oscillation  est  plus  grande 
que  t.  La  première  partie  tend  vers  0;  il  faudra  donc  que  la  seconde  tende  aussi  vers  0,  c'est-à-dire 
que  1  tende  vers  0. 

Plaçons-nous  dans  ce  cas,  et  appelons  »,  une  valeur  quelconque  de  x  dans  le  premier  intervalle,  ïj 

une  valeur  quelconque  dans  le  second,   . . .,  a„  une  valeur  quelconque  de  x  dans  le  dernier  intervalle, 

la  somme 

T  =  (x,-x.,Y(a.)-^(x,-x,)/'(.,)-h--+(x,.-x„_,)/'(>„), 

est  comprise  entre  s  et  S  et  a  pour  limite     s^  =  -,     quand  n  grandit  indéfiniment  de  façon  que  tous 

les  intervalles  partiels  tendent  vers  0. 

Cette  limite  se  nomme  une  intégrale  définie  et  se  représente  par 

^  =  jj{x)dx. 
11  est  inutile  de  poursuivre.  p    .• 

Remarque.  —  Les  idées  que  j'expose  au  début  sur  l'utilisation  de  la  notion  de  coupure  ne  me  sont 
pas  personnelles  :  plusieurs  de  mes  collègues  (*),  à  qui  j'en  ai  parlé,  pensent  de  même  et  suivent  la  même 
marche  dans  leur  enseignement. 

H  est  bien  entendu  que  j'ai  été  aussi  bref  que  possible  et  que  tout  ce  qui  précède  n'est  qu'une 
indication. 

Pour  les  élèves,  à  qui  on  ne  développe  plus  la  notion  de  continuité  dans  un  intervalle,  on  pourra  se 
borner  à  l'étude  d'une  fonction  qui  varie  toujours  dans  le  même  sens  dans  un  intervalle  donné  (a,  ^\  et 
supposer  que  tout  intervalle  fini  {a,  b)  est  une  somme  d'un  nombre  fini  de  tels  intervalles. 

Supposons,  par  exemple,  la  fonction  toujours  croissante  dans  rinlervalle  (a,  6);  alors  les  oscilla- 
tions 

.M,  — m,,     \\,~m,,     ...     M„  — m„        sont  égales  à        f{x,)-f{,a),     f{x.^  —  fix^),     ...     f\b)  —  f{x„_C); 
elles  sont  toutes  positives  et  leur  somme  est  égale  à     f{b)—fi(i).     Si  donc  on  se  donne  arbitrairement 

Cl  MM.  Cor,  Leconteet  Micliel  ;  je  dois  même   ajouter  (|ue  ce  dernier  m'a  .innoncé  tout  récc-mmcnl  un  article   sur  le 
même  sujet  et  portant  aussi  sur  le  même  point . 
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un  nombre  posilif  s,   le  nombre  de  celles  qui  dépasseat    i    est  fini,  Pt,  quand  chaque  intervalle  partiel 
tend  vers  0,  la  somme  des  étendues    I    des  intervalles  correspondants  tend  vers  0.  Le  critérium  d'exis- 

tence  de      )    f{x)dx    est  donc  rempli. 
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Mathématiques  préparatoires  à  la  physique   et  aux  sciences  iadustrielles. 

14S5.  —  On  considère  la  courbe  plane  représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  les  équations 

X  ^  a([  +  cos^  t)sint,  y  —  asin^  tcos  t. 

4°  Calculer  iéqualion  de  la  normale  en  un  point  de  cette  courbe,  ainsi  que  tes  coordonnées  du  centre  du 
cercle  osculateur  à  cette  courbe  en  ce  point. 

2°  Montrer  que  cette  courbe  satisfait  à  l'équation  différentielle 

■iaxj' 

^  +  î/y'  =  ,,  ;  ,.,  ' 
n  +  y- 

d>j 
dans  laquelle  y'  désigne  la  dérivée  ——■ 

3°  Trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle. 

1.  L'équation  de  la  normale  au  point  [x,  y)  est 

En  prenant  les  dérivées  de  x  et  de  y  par  rapport  à  ^  on  a 

—7-  =  acos  <(3cos^<— lU  —j-  =  asmt(,\zQS-t  —  i). 

dt  dt 

Si  l'on  remplace  x,  y,   —r->    H-   par  leurs  valeurs  dans  l'équation  de  la  normale  on  a 
^  •'      dl        dt 

[X  —  fl(l  -+-  cos'^  l)  sin  t  cos  /  +  [Y  —  «  sin-  <  cos  l  sin  t  =  0, 
ou  enfin 

X  cos<  -t-  Y  sin  t  —  ia  sin  t  cos  t  =  0. 
Le  centre  du  cercle  osculateur  est  le  point  limite  de  la  normale  ;  par  suite,  ce  point  sera  défini  par 
les  deux  équations 

X  cos  t  +  Y  sin  f  —  -2a  sin  «  cos  «  =  0,  —  X  sin  /  -f-  Y  cos  t  —  2n(cos2 1  —  sin'  <)  =  0> 

le  premier  membre  de  la  deuxième  étant  la  dérivée  par  rapport  à  t  du  premier  membre  de  la  première. 
En  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  X  et  Y,  on  a 

X  =  2a  sin'  /,  Y  =  -la  cos'  t. 

On  voit  ainsi  que  la  développée  de  la  courbe  proposée  est  une  hypoeycloide  à  quatre  rebrousse- 
mcnts  qui  a  pour  équation 

X'^-l-Y"^  =  {iay. 

2.  Démontrons  maintenant  que  la  courbe  donnée  vérifie  l'équation  difTércntielle 

2a^' 

•    11'-       «'y 

ou  \f  désigne  -p-- 
dx 
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dy  ,  .  (lu  dx        ,  ...  1 

Remarquons  que  -f-  est  ecal  an  quotient  de   -f-  par  —^-^    c  est-a-dire  a  tg  ^  donc 
'  ^        dx  "  ^  dl     ^        dt 

"        =  °  =  ia  sin  /. 

A  -+-  y''        v^l  -+■  tg-  < 
D'autre  part,  en  remplaçant  x  et  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  /,  on  a 

x  4-  !/)/'  =  n(l  +  cos-  /)  sin  <  -(-  a  sin- 1  cos  tlgt  =  2a  sin  i  ; 
on  a  donc  bien 

•iay' 


X-HI/I/    = 


V  1  H-  y'- 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

3.  Four  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (I),   nous  pouvons  chercher  à  exprimer  .r  et  y 
en  fonction  d'un  paramètre  choisi  arbitrairement.  Nous  poserons     -r— =  tg<,     ou     dy—dxlgt. 

L'équation  devient  alors 

.l'  +  y  fg  <  =  2fl  sin/,  ou  ?/ =  2a  cos  /  —  xcotg /. 

Différentions  par  rapport  à  /,  nous  avons 

X  dl 

du  =  —2a  sin  t  dt  —  cotsr  /  dx  H r-r-f 

■'  "  sm-/ 

ou,  en  remplaçant  dy  par  dxA^t, 

(-2)  sin/   — i- X  cos  /  =  —  2rt  sin^/cos /. 

^  '  dt 

Nous  avons  ain>i  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  linéaire,  dont  nous  connaissons   une 
intégrale  particulière 

X  =  a(l  H- COS''  /)  sin  /, 
d'après  ce  qui  précède. 

Four  avoir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2),  il  suflit  d'ajouter  cette  intégrale  particulière  à 
l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre 

dx 

sm  /  —r-  —  X  cos  /  =  0, 
dt 

.    .  dx         rfsin  /         .       .  ,  ,  r     ■     ,      r ,-.  r  ^-.^  I 

qui  s  écrit     =  ■>     et  qui  nous  donne     Lx  =  L  sin  / -h  LL,     ou     x  =  t.sin/. 

X  sin  t 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  est  donc 

X  =  C  sin  /  -+-  fl(l  -1-  ces-  /)  sin  t. 
Pour  avoir  la  valeur  de  ;/,  je  reviens  à  l'équation 

y  —  2a  cos  /  —  X  cotg  /, 
j'y  remplace  ,r  par  sa  valeur  et  j'obtiens 

1/  =  —  C  cos  t  +  a  sin'  /  cos  /. 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  est  donc  définie  par  les  deu.\  é(iuations 

X  =  C  sin  /  +  a(  I  -f-  cos^  /)  sin  /,  y  =  —Ccos  l^a  sin^  /  cos  /, 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Pour     C  =  0,     ces  équations  représentent  la  courbe  donnée. 

^  G.  FOUCRY,  à  Roanne. 

Solutions  saUsfaisantes  par  MM.  P.  IIrizaud,  à  Paris:  W.  MiiniGOT,  à  Paris  ;  G.  Pélissibb.  h  Toulouse. 
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1486.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

(sin x  -H  cos  i)-T^  —  !/  cos  x  4- 1  +  sin  .r  cos  .r  =  0. 

On  voit  immédialement  que     y  =  cos  x     est  une  intégrale  particulière  de  cette  équation.  Par  suite, 

pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  suffit  d'ajouter  cos  a-  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second 

membre 

dij 
(1)  (sinx-hcos  .r)-j i/cosx=0. 

Celle-ci  peut  s'écrire 


et  nous  en  tirons 

(2) 

Posons  i  . 

nous  avons 

,       ,         /*  cos  a- +  sin  a;    ,  /■" , 

1  -4-  J  =    /  dx  =    I  dx  =  X, 

,1    smx  +  cosa;  ,' 

/''cos  a;  —  sin  a;    ,  /"(i(sina;4-cosa;)        .,  .  , 

I  --  .1  =    /  — dx  =    /  -^r ~  =  L(sm  X  -+-  cos  a;), 

J    sma'-+-cosx  J      sin  x  + cos  a- 

et  en  ajoutant 


du 

cosxrfa 

• 

y 

sina-+  cos  a 

LCy  = 

1*      cosarfx 
i  '    sin  x-t-  cos  X 

cos  X  dx 

, 

-f 

sin  X  dx 

smx  +  cosa 

sinx+cosx 

21  =  L(sin  X  4- cos  x) -+- X,  I  =  iVsinx +  cos  x+— • 

En  remplaçant  I  par  sa  valeur  dans  l'équation  (2j,  on  obtient 

T  —     

LCy  =  L  v'sin  X -t- COSX  +  —  et  Cy  =  e  -  v'sinx-t-co 


ou  y  =  Ae  -  v'sin  x  -+-  cos  x, 

A  désignant  une  constante  arbitraire. 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (l)  ;  par  suite,  celle  de  l'équation  proposée  est 


y  —  cos  .X  -t-  Ae  -  v'sin  x  +  cos  x. 

G.  COTTY,  élève  à  l'Ecole  Normale  supérieure. 

Bonnes  solutions  par  M.M.  Hhizaii»,  ;'i  Paris  ;  Koocnv,  à  Roanne  :  Louis  Sibk,  ii  Belveine. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


1487.  —  Un  angle  droit  aOr  tourne  autour  du  point  double  0  d'une  cuhiipn-  circulnire.  Par  le  point 
r  ou  un  de  ses  côtés  rencontre  lu  cubique,  on  mène  une  purullèle  rc  à  l'usipnptole  réelle  de  cette  cubique  ; 
soit  c  le  point  où  elle  rencontre  à  nouveau  la  cubique;  on  joint  ac  et  on  désigne  par  h  le  troisième  point 
ail  cette  droite  rencontre  la  courbe. 
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Cela  posé,  on  demande  :  1°  le  lieu  des  centres  des  cercles  payant  par  les  Irais  points  0,  a  et  b  ;  2°  le 
lieu  de  la  projection  du  point  double  0  sur  ne  ;   3o  Venveloppe  de  la  droite  ac. 
Soient 
H)  x(x- -h  rf)  —  [ax' -^- nxy -{- ctf)  =  0 

l'équation  de  la  cubique  ;    t,  0,  ;,,    les  paramètres  angulaires  des  points   a,  b,  c; 

{ 
celui  du  point  r  est,  par  hypothèse, ; 

(2)  X»  -H  y-  —  2tix  —  2vij  =  0, 

l'équation  du  cerclfi  pas^:ant  par  les  points  0,  a,  b. 
l  et  9  sont  les  racines  de  l'équation 

2(m  h-  vt)—{a  +26<  -+- cl-)  =  0, 
ou  (3)  c/2  —  2(y  _  6)<  H-  a  —  2u  =  0. 

Cherchons  la  relation  quille  /,  0  et  /,.   Pour  cela,  soit     mx  +  ny  —  {  =0 
l'équation  de  la  droite  abc.  Ces  trois  paramètres  sont  les  racines  de  l'équation  : 

1  -I-  /-  —  ("  -i-  2i<  -I-  rli){m  -h  ni)  =  U, 
ou  (i)  rnt^  _  (i  _  26«  —  cm)l-  h-  {an  -+-  Um)t  -h  am  —  1  =0. 

On  a  donc,  en  désignant  par    S„  S,,  S,  les  trois  fonctions  symétriques  des 
racines  : 

cnS,  ^1  —  'ibn  —  cm, 
cnSo  =  an  -f-  Ibvi, 
cnSs  =  1  —  am, 
cm-i-{cS,  +  26)n— 1  =0, 
ibm  -H  (a  -  cS,)>i  =  0, 

am  -h  cSjH  —  {  =  0. 
D'où,  en  éliminant  m  et  n, 

c  cSi  -k-  2i  1 
2i  a  —  cSo  0 
a  cSj  1 

2if  S3  —  a(a  —  cS,)  +  c{a  —  cS.';  —  26(cS,  -1-  2ij  =  0, 
2écS,  4-  c(c  —  0)8.  —  26CS3  +  a(a  —  c)  -h  Hb-  =  0. 


ou,  en  développant, 


(3) 

Or,  d'après  (3) 


l{v  -  b) 


'2t,tv  —  b) 


a  —  2u 


Portant  ces  valeur»  dans  (o),  nous  avons  l'équation  qui  donne  /i  en  fonction  de  u  et  v, 

,  r2(y  — 6)        n  X2(u— i;/,      rt  — 2Mn 

«i,:     _ H  ;,     +(-(,•_  o)    _^ __^1  H ^ _2i(a  —  2u;/,  4-a(a  — c)4-462  =  0, 


ou,  en  développant  et  ordonnant, 

(6)  [v{c  —  a)  -h  24«]/,  -+-  2bv  —  u{c  —  a)  =  0. 

Cherchons  maintenant  la  relation  qui  lie  f,  et    —  • 

Soit     X  —  h     l'équation  de  cr  :  ces  deux  paramétres  sont  les  racines  de  l'équation 
h{l-i-l-^)-(u-h'ibl-^ct')  =0, 
ou  {h—c)r-  —  2bt--i-h  —  n  =  0. 
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On  a  donc 


26 


h  —  c  '         t 


h- a 


1  tt,  —  i 


h  -c 


D'où,  en  éliminant  h, 

(7)  26(<  ^-  f.)  -t-  (c  -  a)[tt,  - 1)  =  0. 

L'équation  du  lieu  s'obtiendra  en  éliminant  t  et  /,  entre  les  équations  (3),  (6)  et  (7). 
Or  de  (7)  on  tire 

_   c  —  n  —  V)t^ 

~  îlh^(c  —  a)t, 

ou,  en  remplaçant  /,  par  sa  valeur  tirée  de  (6)  et  mettant  à  la  place  de  u  et  v  les  coordonnées  courantes 
X  el  y, 

Stby  —  (c  —  a)x 

26.T--f-(r  —  a)î/  y 


c  —  a  -4-  26  - 


9è_(c  — a; 


26(/  —  (e  —  a)x  x 


Ibx  -^{c  —  a)y 

Donc  le  centre  du  cercle  est  sur  Oa,  par  suite  au  milieu  de  cette  droite  et  abc  est  perpendiculaire 
sur  Ob.  En  substituant  la  valeur  de  t  dans  (3),  on  obtient  le  lieu  du  centre 

2jr(a;-  -t-  y^-)  —  (ax-  -i-  2bxy  -+-  cy^)  =  0. 
C'est  une  cubique  homothélique  de  la  proposée  par  rapport  au  point  double,  le  rapport  de  simili- 
tude étant    — 

2 

2o  Le  lieu  de  la  projection  de  0  sur  ac  est  la  cubique  elle-même. 

3°  Soit    ux-\-vy—l  =0    l'équation  de  la  droite  ab.   L'équation  du  faisceau  de  droites  0(7,  06,  Oc 


est 


ar(a;2 -h  î/"^)  —  {ax^  +  'i.bxy-^cy^)[ux-{'  vy)  =  0. 


,T  1/ 


Puisque  06  est  perpendiculaire  sur  ab,  cette  équation  doit  être  satisfaite  pour    —  =  ^.    On  en  dé- 

II  V 

duit  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe 

w(u»  -f-  v^)  —  {au^  -4-  26«y  -+-  ro-){u-  H-  v^}  =  0, 
ou 

au^  -4-  ibuv  -4-  cv-  —  u  =  0. 

C'est  une  parabole  dont  l'équation  cartésienne  s'obtient  en  éliminant  u  et  v  entre  cette  équation, 
colle  de  la  tangente  et  la  relation 


La  valeur  commune  de  ces  deux  derniers  rapports  est    —  •    On  aura  donc  l'équalioii  du   lieu  en 
éliminant  u  et  y  entre  ■* 

(26  —  j/)«  -f-  2cu  =  0,  (2rt  —  x}u  J-  26i'  =  \,  wa- - !-  vy  =  1 , 

ce  qui  donne 

26  —  V         2.-         0 

"2,1  —  X        26         1      =r  0, 

x  y  { 


ou,  on  développant, 


y{U  —  II)  —  <icx  =  26(26  —y)-  2c(2fl  -  x). 
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ou  enlin 

(y  —  2/>)--i-  ic(.T  —  «"1  =  0. 
C'est  une  parabole  dont  If  sommet  est  au  point     .r  =  a,     u  =  24. 
Solution  nnniojïue  :  M.  !>.  lînizAiin,  ù  [':iiis. 


G.  Dl'LIMBERT. 


Solution  géométrique. 

Reçue  iri'1  il'aviil  ISOi'O  : 


on   b   passe  par  le  milieu 
cUô"  =  TbO- 


i"   Un  roniiait   la   proposition   suivante   qui  est  d'ailleurs  ilriiioiilrée  dans  la 

.S'(,  par  deux  points  fixes,  a  et  b  d'une  cubique  circulaire,  on  fait  passer  un 
rcrcle  variable  c,  la  droite  qui  joint  tes  deux  autres  points  d'intersection  de  la 
cubique  et  de  t  passe  par  un  point  fixe,  r,  situi'  sur  la  cubique  ; 

Ce  point  est  d'ailleurs  sur  la  parallèle  à  l'asymptote  de  la  cubique  menée 
|iar  le  point  c  où  ab  rencontre  la  courbe. 

D'après  cela,  on  voit  que  si  le  cercle  t  passe  par  le  point  0,  la  droite  0?- 
rst  tangente  au  cercle  passant  par  les  points  0,  a,  b.  La  droite  On  est  alors 
un  diamètre  de  ce  cercle,  dont  le  ceutre,  oj,  est  le  milieu  de  Oa.  Le  lieu  du 
point  (.)  est  donc  la  cubique  homothétique  de  la  cubique  donnée  par  rapport 

au  point  double  et  dans  le  rapport  — . 

■2«  Oa  étant  un  diamètre  du  cercle  Oab,  b  est  la  projection  de  0  sur  ac 
et  le  lieu  de  cette  projection  est  la  cubique  elle-même. 

3°  L'enveloppe  de  la  droite  ac  est  l'antipodaire  de  la  cubique  donnée  par 
rapport  au  point  0  ;  c'est  une  parabole  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à 
l'asymptote  de  la  cubique.  Cette  parabole  est  tangente  aux  normales  à  la 
cubique  en  son  point  double,  et  à  la  cubique  elle-même  aux  pieds  des  nor- 
males qu'on  peut  lui  mener  par  0. 

On  a  d'ailleurs  une  construction  par  points  de  cette  parabole  en  appli- 
quant la  construction  connue  des  tangentes  aux  poJaires.  Si  t  estle  point  de 
contact  de  ac  et  de  so:i  enveloppe,  on  sait  que  la  normale  bn  ;i  la  cubique 
de   Ot.   On  a  donc  le  point   (    par  l'intersection  de  «c   et  de  la  droite  Oî   telle  que 


Même  solution  :  MM.  P.  BRiZAnn.  à  Paris;  DuLijiBKnT,  à  Hijon  ; 
supérieure;  AoniBEnT,  éh've  au  lycre  de  Marseille  ;  M.  Constandaki. 
Tr(>s  bonne  solution  de  .M.  Louis  Sire,  avec  généralisation. 


G.  PELlSSIEli,  à  Toulouse. 
BnEssE,   à  BelfbrI  ;  (;.  Cottv,  élive  à  ILcolc  nornvile 


ÉCOLE  ^'(tl^^L\LI<:  SUI'KHIEURE  et   BOUHSES  de  licence  (Co?jfo»r.w/e  i906.) 


Groupe  I.  —  Epure. 

1526.  —  RcprèsciHcr  le  solide  conimun  ù  tin  hi/pcrboloide  de  ri'volulion  à  une  nappe  et  à  un  tore. 

L'orirjine  est  au,  centre  de  la  feuille,  l'a.cc  des  .r  étant  le  petit  a.ce  de  la  feuille. 

L'hyperboloide  a  pour  centre    o.  o'  :  .c  =  0,     //  ^8,     a  =:  18c'". 

Son  axe  est  de  front,  les  (jnièratrices  font  avec  l'are  un  angle  de  4f!". 

La  méridienne  principale  a  pour  sommet    n'  :  .r  =.  —  3,     ,-  =  i'à. 

Le  tore  a  son  aœe  vertical     0  :  a;  =  0,     y  =:  8. 

Sa  méridienne  principale  a  pour  centre     w'  :  .i-  =  ±  6,     ;;  =  12  ;     elle  passe  de  plus  par  le  point  a'. 

On  calculera  les  anr/tes  des  tangentes  à  la  projection  vertiralc  de  la  courbe  en  a'  avec  la  ligne  de  terre. 

On  donne  le  centre  de  l'hyperboloide,  qui  est  le  centre  de  l'hyperbole  méridienne  et  le  sommet  a'  de  celte 
méridienne,  ce  qui  détermine  l'axe  transverse  o'a'.  Donc  l'autre  axe,  qui  est  l'axe  de  la  surface  de  révolution, 
est  déterminé;  c'est  la  perpendiculaire  en  0' sur  o'.t'.  D'ailleurs  on  dit  que  les  génératrices  de  la  surface  font 
avec  l'axe  un  angle  de  4S°  ;  il  on  est  de  mémo  des  génératrices  do  son  cône  asymptote  qui  est  équilatère  et 
par  suite  la  méridienne  de  front  est  l'hyperbole  équilatère  déterminée  par  ses  deux  axes  et  son  sommet  a'.  On 
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peut  donc  la  construire  par  points  en  se  servant  des  asymptotes  dont  lune  est  verticale  (o',  oi  et  l'antre  hori- 
zontale. 

L'hyperboloïde  ayant  une  direction  de  génératrices  verticale,  son  contour  apparent  horizontal  se  réduit  à 
deux  points. 

La  méridienne  du  tore  se  compose  des  deux  cercles  dont  les  centres  sont  ,'i  la  cote  donnée  sur  les  axes 
mêmes  de  l'hyperbole  qu'on  vient  de  construire. 

Son  contour  apparent  horizontal  se  compose  des  deux  parallèles  engendrés  par  les  extrémités  du  diamètre 
horizontal. 

Nous  avons  à  déterminer  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  le  même 
plan  de  front,  se  coupent  en  (o,  o' )  et  dont  les  méridiennes  se  touchent  au  point  a'.  Ces  deux  surfaces  admet- 
tent pour  plan  de  symétrie  commun  le  plan  de  front  des  méridiennes  données  et  par  suite  leur  intersection  sera 
une  courbe  symétrique  par  rapport  à  ce  plan  ;  comme  elle  est  du  huitième  degré  sa  projection  verticale  sera 
une  courbe  du  quatrième  degré  présentant  un  point  double  au  point  a'  où  les  deux  siu'faces  ont  un  plan  tangent 
commun  de  bout. 

Point  courant  et  tangente.  —  Pour  déterminer  la  courbe  d'intersection,  nous  couperons  les  deux  surfaces 
par  des  sphères  ayant  leur  centre  au  point  d'intersection  (o,  o'j  des  axes  ;  elles  donneront  sur  chaque  surface 
des  parallèles  se  projetant  verticalement  suivant  des  droites  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution  correspon- 
dant, et  les  points  d'intcrsei'.tion  de  ces  droites  feront  connaître  les  projections  verticalesd'autant  de  points  de  la 
courbe  que  l'on  voudra.  On  passera  ensuite  à  la  projection  horizontale  en  prenant  la  projection  horizontale  des 
parallèles  horizontaux  et  menant  des  lignes  de  rappel.  Nous  avons  représenté  cette  construction  pour  un  point 
courant  {m,  m')  situé  sur  la  sphère  de  rayon  oV'.  Nous  avons  obtenu  la  tangente  au  point  m'  à  la  courbe 
d'intersection  en  déterminant  le  plan  des  normales  à  chaque  surface  an  point  M  et  en  menant  la  perpendicu- 
laire MT  à  ce  plan.  A  cet  effet,  nous  avons  mené  les  normales  à  chaque  méridienne  aux  points  i^'  et  y.\  situés 
sur  les  parallèles  passant  par  M  et  nous  avons  pris  les  points  b'  et  c'  où  elles  coupent  l'axe  de  la  surface  cor- 
respondante ;  on  sait  que  BM  et  CM  sont  les  normales  cherchées  ;  la  droite  BC  est  une  ligne  de  front  du  plan 
des  normales,  en  sorte  qu'il  suflit  de  mener  m'i'  perpendiculaire  a  b'r'  pour  avoir  la  tangente  à  la  projection 
verticale.  On  obtient  lu  tangente  int  à  la  projection  horizontale  en  menant  la  perpendiculaire  à  l'horizontale  hd 
du  plan  des  normales. 

.sphères  limites.  —  Les  sphères  limites  ont  pour  rayons  les  longueurs  des  normales  menées  du  point  o'  aux 
méridiennes  :  deux  sont  confondues,  de  rayon  OA,  et  l'autre  a  pour  rayon  OF.  Les  premières  donnent  le  point 
double  a';  il  convient  de  remarquer  qu'en  ce  point  le  parallèle  de  celle  des  surfaces,  pour  laquelle  on  ne 
regarde  pas  la  sphère  comme  une  sphère  limite,  a  sa  tangente  de  bout,  et  par  suite  on  n'en  peut  déduire  la 
tangente  en  ce  point  à  la  branche  de  courbe  correspondante  en  projection  verticale,  et  cela  se  présente  pour 
les  deux  surfaces  ;  nous  déterminerons  ultérieurement  par  le  calcul,  comme  l'indique  l'énoncé,  les  coeflicients 
angulaires  de  ces  tangentes.  En  projection  horizontale  on  peut  voir  que  l'une  des  branches  de  courbe  a  sa  tan- 
gente au  point  a  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  ;  c'est  la  branche  obtenue  en  prenant  les  points  sur  les 
parallèles  délinis  par  les  points  de  l'arc  c'y/  de  la  méridienne  du  tore,  puisque  ces  points  se  projettent  tous  à 
droite  de  la  ligne  de  rappel  du  point  a  et  sont  extérieurs  au  parallèle  01. 

La  sphère  limite  OF  donne  le  point  (i  et  en  même  temps  la  tangente  à  sa  projection  verticale  a'  qui  est 
la  tangente  ■(■';/'  à  la  projection  verticale  du  parallèle  de  l'hyperboloïde  en  ce  point,  laquelle  se  confond  avec 
la  projection  du  parallèle  lui-même. 

Nous  avons  déterminé  directement  les  points  sur  les  contours  apparents  du  tore,  9'  en  projection  verticale, 
>•  en  projection  horizontale,  en  prenant  les  sphères  passant  par  les  parallèles  correspondants.  Il  n'y  a  aucun 
autre  point  sur  le  contour  apparent  vertical  de  l'hyperboloule  que  le  point  a'. 

La  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection  présente  deux  points  doubles  sur  la  ligne  de  rappel 
du  point  0  qui  est  ici  la  projection  de  l'intersection  des  plans  diamétraux  des  deux  surfaces  conjugués  des 
cordes  verticales,  l'un  le  plan  horizontal  du  centre  du  tore,  l'autre  le  plan  de  profil  passant  par  l'asymptote 
verticale  de  l'hyperbole  méridienne. 

Solide  commun.  —  Le  solide  commun  est  la  portion  du  lore  intérieure  à  l'iiyperboloïde.  i>n  voit  immédia- 
lemcnl  (|uc  sa  projection  verticale  est  limitée  par  la  portion  de  contour  apparent  du  tore  comprise  entre  le 
demi-méridien  qui  se  projette  entre  les  branches  de  l'hyperbole  méridienne  et  la  courbe  d'inlcrjcction 
Cette  courbe  étant  entièrement  vue  puisqu'on  peut  la  regarder  comme  placée  en  avant  du  plan  méridien  de 
front,  commun  aux  deux  surfaces.  Le  demi-cercle  méridien  le  jihis  rap[iroihé  de  l'axe  du  lore  est  la  seule 
partie  cachée  du  contour  apparent  vertical  du  solide  commun. 

En  projection  horizontale,  l'arc  rq  et  son  symt''li-i(iue  sont  seuls  ()laces  sur   la  pnrlie  inl'crieure    du   tore  et 


Echelle  : 
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pourraient  être  earhés,  mais  comme  on  enlève  tout  ce  qui  est  à  gauche  de  la  ronrbe  de  section  en  la  décrivant 
dans  le  sens  aqm,  l'arc  rqi  est  découvert  jusqu'au  point  double  pour  disparaître  jusqu'à  ce  qu'il  louche  en  r, 
le  petit  cercle  de  contour  apparent  intérieur  du  tore.  On  voit,  en  morne  temps,  que  l'arc  de  ce  petit  cercle  situe 
à  gauche  du  même  observateur  qui  parcourt  l'arc  nn  en  remontant  sur  le  tore,  et  compris  entre  n  et  son 
symétrique  r,,  est  enlevé  comme  appartenant  à  la  partie  du  tore  extérieure  à  Ihyperboloïde. 

Calcul  des  angles  des  tangentes  en  a'  avec  la  ligne  de  terre.  —  Désignons  par  a  l'ordonnée  du  centre  de 
Ihyperboloïde  ;  le  centre  du  cercle  méridien  du  tore  a  pour  abscisse  a  et  si  nous  prenons  pour  plan  des  ry  le 
plan  horizontal  de  ce  centre,  ce  cercle  a  pour  équation 

d'où  ie  tore  ^-  + .'/'  +  ='  +  -5-  =  —  ia^.v'-h;/' •  (1) 

^'- 
L'hyperbole  méridienne  est  x(:  —  a)  =  — — • 

Les  équations  d'un  parallèle  de  l'hyperbolo'ide  sont 

l    a;'-  +  i/--i-    :  —  aj-  —  p-_ 
/    c-  —  X  ^^  /.. 

Il  doit  rencontrer  la  méridienne.  On  doit  donc  éliminer  :  et  x  entre 

/  (•—)  —  — 

a' 
ce  qui  donne     -J 5-  =  (^'  ~  ")^     s'  ^^  V  remplaçant  p-  par    x-  +;/--(-  (;  —  a)^    et  ).  par     ~  —  x,     on  a 

'f'  +  2^!=  -  (7)  =  ^-  .  (2) 

Les  équations  (I)  et  (2)  définissent  la  courbe  d'intersection. 

La  projection  verticale  s'obtient  en  éliminant  ;/  entre  les  deux,  ce  qui  donne 

^r-  +  3-  —  2x(:  —  a)-¥-  a-]-  =  4a-   x-  —  ixi:  —  a)  +  -^    . 

Pour  la  simplifier,  posons  x-  —  ixiz  —  n;  =  X, 


d'où  X--!-2(;-  — «2)X-t- {■:--»- a-)'-— 2u*  =0,  qui  donne  X  =  a- — --±  av^ia-— ts-. 

L'équation  de  la  courbe  est  donc 

[x  —  ;"/-  +  2ox  —  a-  =:  =  a^2a-  —  4:-. 

Si  nous  posons  f[x,  :)  =  [[x  —  s]-  +  2ax  —  a-]'  —  a^{2a-  —  iz-  , 

on  a  j  /"x  =  [(«  —  2)-  -I-  2oa;  —  n^Ka-  —  s  -+-  o  ', 

■\-  f:  =  'Ix  —  z]'-h2ax  —  a^\{:—x)-i--2a-:i, 
4 

et  l'on  reconnaît  (|ue  pour  le   point    .\    de  coordonnées    x  —  -   —,      z  —  -,,    ces  deux  dérivées  s'annulent 

comme  la  l'onction  clle-mériu'. 

Ce  point  est  donc  bien  un  point  double  de  la  courbe.  Portons-y  l'origine  l'eqnalion  devient 

((X  -  ;)2  -+-  2ai]2  +  2rt'|2z2  -{X-  o)^]  =  0. 
L'ensemble  des  termes  du  second  degré  est 

8n^=»  —  2nV  — •)^■ 
ce  qui  donne  les  deux  tangentes  demandées 

+  :  -0, 
-■i:  —  0. 

La  première  est  parallèle  il  l'axe  de  i'Iiv  iierhnioïde.  c'cst-A-dirc  coïncide  avec  la  tangente  en  -i'  it  la  méridienne 
du  tore,  comnir  pouvait  le  faire  prévoir  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été  t'ait  pour  la  projection 
horizontale  de  la  courbe. 
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Note.  — Si  on  l'ail  tourner  l'axe  A;  dans  le  plan  des  3a;  d'un  angle  égal  à    — -^     en  A:'  et  qu'on   prenne 
comme  nouveaux  axes  de  coordonnées  z'kx,  les  formules  de  translormation  sont 

et  l'équation  de  la  courbe  devient 

(x'-  +  nJ V  2)-  -t-  2a-(î'2  —  x'^)  —  0. 
Supprimons  les  indices  et  posons 

X-  +  aztjî  =:  a/2{x  +  i'ji  : 
l'équation  nous  donne 

d'où 


iaHHx  -+■  zy-  =  Sa^x-i-z){x—  z), 
t-(x  +  z)  —  X  —  :, 

1  — (- 

z  =  a; -. 

!  +  (-' 

On  en  déduit,  en  portant  cette  valeur  dans  la  relation  précédente, 

,-  1  —  (-  -       2.x 

X-  -^  aJ2  -, 5-  X  =  iiJ^t '■ — , 


X  :=  a\Ji 


Les  l'ormules  (i)  et  (2)  montrent  que  la  i-ourhe  est  unicursale. 
Si  on  pose 


(2) 


X  =:  av/2(sin  'f  —  ces  ç)  =  2«  sin  (  o  — ^  ) . 

;  =  2asin  (f—  -^jcoso. 
On  peut  donner  une  expression  plus  simple  de  z  en  transformant  ce  produit,  à  savoir 
.  =  «[sin(2cf-^)-sin-^]. 

.  =  -M..sin(2o_|). 

Si  donc   on    prend   comme   origine  des    angles    9    la   direction    A;'    elle-même,  ce  qui  revient  à  poser 

t;  =  —  +0,     la  courbe  est  définie  par  les  l'ormules 
4 

{  ..■  =  2a  sin  0, 

(  z  =  a-'COS  M)  +  -^), 

qui  permettent  delà  construire  par  points. 
0  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  achever  la  cons- 

truction, qui  donne  la  forme  ci-contre.  Il  va  sans  dire  que  la  liranche  AMo  est  la  seule  partie  réelle  de  la  pro- 
jection de  l'intersection  des  deux  surfaces. 
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CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPElllEUKES  {Paris,  octobre  1906.) 
Mathématiques  préparatoires. 

Epreuve  éi'rile. 

1561.   —  1°  Calculer  l'intégrale  définie 

/•"^  dx 
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2°  Intégrer  les  équations  diiiéientiellcs  siniiiltanecs 

dy        .,  dz 

1^  =  ^'-^'  17  =  '  +  '-'  +  '"'' 

où  y  et  ;  sont  des  fonctions  inconnues  de  a;  et  a  une  constante. 
30  On  considère  une  fonction  f{x)  admettant  la  période  2t. 

f{X+2-)r=  f{x) 

et  coïncidant  dans  l'intervalle    —  ir,    +  -    avec  la  fonction 

c^  +  e-%  (  —  -  ^  a;  <  +  "  . 

Calculer  les  coeflicienls  du  développement  de  cette  fonction  par  la  série  de  Fourier 

/■(a;)  =  a,,  -ha,  cosa;  +  èi  sin  a;  +  «jcos  2a;  H-ô,  sin  2x  H-  •■•  +  «„  cosna; +  6„  sin  hï  +  ■ 

Epreuve  pratique. 

1562.  —  In  point  mobile  non  pesant,  de  masse  m  —  4  grammes,  est  attiré  par  un  centre  fixe  0  propor- 
tionnellement à  la  distance,  l'intensité  de  l'attraction  à  un  centimètre  de  distance  étant  une 
d\nc.  A  l'instant  /  =  0  le  mobile  est  placé  en  un  point  A  à  une  distance  OA  =  5  centi- 
mètres de  0  et  lancé,  perpendiculairement  à  OA  avec  une  vitesse  l'o  de  2  centimètres  à 
la  seconde. 

I»  Calculer  les  coordonnées  du  mobile  a  l'instant  i. 
%"  Déterminer  la  trajectoire  du  mobile. 
i)o  Calculer,  à  1  seconde  près,  le  temps  que  met  le  mobile  à  faire  une  révolution  autour  du  point  0. 
4°  Calculer,  à  l'instant  i,  l'énergie  cinétique,  l'énergie  potentielle,  l'énergie  totale  du  mobile  dans  le  champ 
créé  par  l'attraction  du  point  0;  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  de    la  force  vive  et  les  positions 
correspondantes  du  mobile. 

2"  La  position  initiale  A  et  la  direction  de  la  vitesse  initiale  restant  les  mêmes,  quelle  devrait  être  la 
grandeur  de  cette  vitesse  pour  que  la  trajectoire  soit  un  cercle. 
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1563.  — On  considère  un  hémisphère  solide  homogène  de  centre  (•  et  de  rayon  /•  et  le  rayon  OA  per- 
pendiculaire au  plan  de  base. 

On  coupe  l'hémisphère  par  un  plan  parallèle  au  plan  de  base.  A  quelle  distance  du  plan  de  base  doit-on 
mener  le  plan  sécant  pour  que  le  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  de  section  de  l'hémisphère  par  le  plan 
sécant  et  pour  hauteur  la  distance  du  plan  sécant  au  plan  de  base  ait  même  moment  d'inertie  par  rapport  à 
l'ajic  OA  que  le  segment  sphérique  déterminé  dans   l'hémisphère  par  le  plan  sécantextérieurement  au  cylindre? 

Calculer  cette  distance  à  l'm  près,  sachant  que  /•  est  égal  à  S™, 15. 

Cil.  Michel. 

1564.  —  Tn  point  pesant  M  se  déplace  sans  frottement  sur  un  cercle  vertical  décentre  0,  il  est  de  plus 
attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  le  point  le  plus  élevé  du  cercle.  Soit  a  l'angle  de  OM  avec  la 
verticale. 

lo  Déterminer  en  fonclion  de  /  l'accélération  angulaire  -j-j--    interpréter  l'équation  ohlenue. 

2"  Vitesse  du  mobile. 
3»  Héaction  du  cercle. 
4°  Mouvement  dans  Ir  cas  dos  petites  oscillations. 

.1.  Oemeiinymck. 
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1500.  —  .4  .  f/ne  pile  de  force  éleclromotrke  égale  à  3  volls  alimente  un  appareil  à  électrolyse  à  azotate 
cuivriqite  et  à  électrodes  en  platine,  d'une  force  contre-éleciromotrice  de  lv.)ii,6.  La  résistance  de  la  pile  est 
de  O"""",!,  celle  de  l'appareil  à  électrolyse  de  0°*'"',3. 

On  demande  :  1°  l'intensité  du  courant  ;  2°  la  quantité  dr  cuivre  déposée  en  une  heure. 

B.  La  même  pile  alimente  en  parallèle  l'appareil  à  cuivre  précédent  et  un  appareil  à  éleclruli/se  à 
sulfate  de  zinc  et  à  électrodes  en  platine.  Sur  l'un  des  deux  circuits,  on  place  un  rhéostat  et  on  règle  sa 
résistance  de  telle  manière  que  le  poids  du  cuivre  soit  le  double  du  poids  du  zinc  déposé  dans  le  même  temps. 
La  force  contre-éleciromotrice  de  l'appareil  à  sulfate  de  zinc  est  de  2™"',7,  sa  résistance  de  0'>'ini^2. 

On  demande  :  i»  la  résistance  du  rhéostat,  l'intensité  des  courants  passant  par  les  deux  dérivations,  le 
poids  de  chacun  des  deux  ntélaitx  déposé  en  une  heure  ;  2"  lu  quantité  de  chaleur  {en  petites  calories)  dégagée 
dans  le  rhéostat  en  une  heure. 

A',  /i.  La  résistance  des  fils  sera  considérée  comme  négligeai/le. 

Rappel  de  certaines  constantes  numériques  : 

Poids  d'argent  libéré  par  le  passage  d'un  coulomb:  lnig,118. 

Poids  atomiques  :  argent,  108  ;  cuivre,  63;  zinc,  63. 

Ln  petite  calorie  équivaut  à  4,  [7  joules. 

A.  Dans    le   premier   cas,    la   force   éleclromolrice  totale   est      3— 1,0=1, i      et   la    résistance 

1  4 

0,1-1-0,3  =  0,4.     L'inlensité  du  courant  est  donc     —^  =  3,3  ampères. 

0,4 

La  quantité  d'électricité  débitée  en  une  heure  est     3,3  X  3600  coulombs. 

Le  cuivre  étant  diraient,  à  iGBd'argent  équivalent  31,5  de  cuivre,  et  le  poids  de  cuivre  déposé  est 

31  T  ^^  I  Ils 

3,5x3600x     ^  '         =  4408"'K,6o. 

108 

B.  La  force  contre-électromoirice  de  l'appareil  à  cuivre  étant  beaucoup  plus  petite  que  celle  de 
l'appareil  à  zinc,  il  est  vraisemblable  a  pr'iori  que  le  rhéostat  devra  être  placé  sur  le  circuit  où  se  trouve 
l'appareil  ii  cuivre.  Si  on  le  supposait  placé  sur  l'autre,  le  calcul  donnerait  une  résistance  négative. 

.Appelons  (I,  /',  /■'  et  x  les  résistances  respectives  do  la  pile,  de  l'appareil  à  cuivre,  de  l'appareil  à 
zinc  et  du  rhéostat,  E,  e  et  e'  les  trois  forces  électromolrices,  1,  (  et  i'  les  intensités  du  courant  dans 
la  pile  et  dans  chacun  des  circuits  dérivés. 

L'application  des  théorèmes  de  KirchholT  nous  donne  d'abord  les  équations 

(1)  lR+î(r  +a-;  =  E  — e, 

(2)  IR-t-rV  =  E  — e', 

(3)  l  =  i^i'. 

La  condition  imposée  aux  poids  des  métaux  libérés  par  le  courant  détermine  le  rapport  des  inten- 
sités par  l'équation 

(4)  63i  =  2  X  C3i'. 

Éliminons  d'abord  I  et  i';  (l)et  (2)  deviennent,  après  introduction  des  valeurs  numériques, 

(■(0,448 +  a:)  =  l/i, 
1X0,245  =  0,3. 
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On  en  flûduil 

X  =  0,697, 

i'  =  0,59. 
Hn  une  heure,  il  passe  dan-;  le  vollamèlre  à  sulfate  de  zinc     0,r,9x3600  coulombs  qui  déposent  un 
poids  de  zinc 

0,59  X  3  000  X  """'''"    ' =  7  lo-ng. 

Le  poids  de  cuivre  est  double,  soit  1  i30  milli^'rammes. 

Enfin  la  chaleur  déaagi-e  dans  le  rhéostat  en  une  heure  est,  d'après  la  loi  de  Joule. 

\  26)'  N^  0  697 
— ^-i-^ X3600  =  900  calories. 

(Dans  les  solulions  i^iii  nous  ont  été  envoyées,  la  première  partie  était,   en  général   traitée  exacte- 
ment, mais  les  théorèmes  de  Kirchliollétaient  appliqués,  dans  la  seconde,  d'une  manière  incorrecte.) 
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1504.  —  On  diinnc  une  slrophoidc  S  et  on  considère  les  cercles  variai/les  V  tangents  au  point  double 
O  a  une  droite  donnée  A  et  rencontrant  S  en  des  points  ,\  et  11. 

1°  Trouver  le  lieu  du  pôle  P  de  la  droite  AB  par  rapport  à  r. 

'i"  Montrer  que  le  cercle  S  de  centre  I'  et  de  rayon  PA  passe  par  deux  points  fixes  G  et  D. 

3°  i\lonlrer  que  si  la  direction  A  varie,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  CDD  passe  par  un  point  fixe  w. 

A"  On  suppose  que  la  strophoïde  S  virie  en  conservant  mêmes  tangentes  au  point  double,  et  en  passant 
en  outre  par  un  point  fixe  a.    Montrer  que  le  lieu  de  m  est  alors  un  cercle.  — •  Cas  oii  le  point  s  est  à  l'infini. 

1"  Prenons  pour  axes  les  tangentes  au  point  double  ;  rc()uation  de  la  stro|)hoide  sera 

(g  —  mx){x-  -h  g-^)  —  axg  =  0. 
L'équation  des  cercles  r  est 

■*■■  +  y'"  ~  ^'(?/  —  ^^)  —  *^' 

a  étant  un  nomi)rc  constant  ;  en  remplaçant    x- -\- g^     par     l(y  —  xx)     dans  l'équation  de  la  strophoïde, 
nous  obtenons  les  deux  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points    A  et  B  : 

'/.[y  — ='.r)(;/  —  mx)  —  axij  =  0. 
Le  cercle  r,  en  dehors  des  points  cycliques,  rencontre  la  cubiiiue  en  ((uatre  points  :  deux 
confondus  avec  le  point  0  et  deux  autres,  A  et  B.  Nous  avons  deux  coniques  qui  passent  en 
ces  quatre  points  :  le  cercle  1"  et  le  couple  de  droites  déjà  trouvé.  La  droite  AB,  jointe  à  la  tangente 
au  cercle  r  à  l'origine,  constitue  un  dos  systèmes  de  sécantes  communes  ;i  ces  deux  coniques,  et,  en 
désignant  par    ux-^vy-hw    le  premier  membre  de  l'équation  de  la  droite  AB,  nous  pouvon.s  écrire 

l'identité 

^'x-  -+-  y-  —  y  g  —  w)i  -+-  X(?/  —  a.r)(,7  —  mx)  —  axg  =  {g  —  olx]{ux  -+-  vy  -+■  «•). 

Le  second  membre  étant  nul  pour      ;/  =  xr,     il  en  est  do  même  du  jiremier,  et  ceci  donne 


'  1  +  a- 

Kempla«;ons  alors  ;ji  pour  cette  valeur  et  supprimons  le  facteur    t/ —  ax,     nous  aurons 

ataii  —  x)        ^,  aaX 

-^ -i-  X(i/  —  mx) :       nx  ■+■  vy  -t-  «' . 

1  -t-  a^  1  -t-  a- 
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L'équation  de  la  droite  AB  est  donc 

n[a'/  —  X  —  ).a]  -+-  X(l  -+-  3})(y  —  mx)  =  0  ; 

elle  tourne  autour  d'un  point  fixe,  quand  À  varie. 

Cela  posé,  appelons  X,  Y,    les  coordonnées  du  pôle  de  AB  par  rapport  au  cercle;   l'équation  de 

cette  droite  pourra  s'écrire 

X{2x  -^  Xx)  ^  Y(2j/  -  X)  -  >,(y  -  .a)  =  0, 

et,  en  identifiant  cette  deuxième  forme  avec  la  première,  on  trouve 

-2X  +  ■'  I         _  !iY  —  ).  _   >.(aX  -  Y) 

a  -+-  hn{ i  -f-  Ï-)  —  «a  —  ),(  1  -i-  a^^  -+-  a). % 

puis,  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  X  entre  ces  deux  équations.  Or.  en  égalant  les  deux  premiers  rapports 

au  dernier,  on  trouve  deux  valeurs  de  X  qu'il  suffit  d'égaler  enire  elles.  Ce  calcul  nous  donne 

a':tx-i-y)  _  a7i(xc-hi/) 

a»-  —  ??i(  1  +  3.-){oix  —  ij)         (  I  -f-  a-)(ax  —  y)  —  a^ 

Nous  apercevons  déjà  la  droite    ajr-f-i/  =  0,     puis  la  droite 

(1  -+-  rm){nx  —  y)  —  aoi  =  0. 

Le  premier  lieu  est  un  lieu  exceptionnel  qui  correspond  à  la  valeur     X  =  0,      pour  laquelle  le 

cercle  r  est  un  cercle  de  rayon  nul.  Le  second  est  le  vrai  lieu  :  c'est  une  droite  parallèle  à  a. 

2"  Le  cercle  S  est  un  cercle  orthogonal  au  cercle  r  et  qui  fait  partie  du  faisceau  linéaire  déterminé 
par  le  cercle  r  et  la  droite  AB.  Il  se  déterminera  donc  aisément  en  prenant  le  cercle  général  du  fais- 
ceau et  exprimant  que  la  puissance  du  centre  du  cercle  r  par  rapport  à  ce  nouveau  cercle  est  égale  au 

—  xX       X  . 

carré  du  rayon  de   r.    Le  centre  de   r   a  pour  coordonnées   — - — ;     —   et  le  carre  de  son  rayon  est 

X' 
p'  =  — (i  -t-  a')  ;     si  donc  nous  prenons  pour  cercle  du  faisceau  le  cercle  dont  l'équation  est 

x--\-y-  —l(y  —  m)  +  ■/ a[^y  —  x  —  Xa) -|- X(l -h  a-)(y  —  mx)]  =  0, 
X-  r  /  m%\        X\l 


nous  aurons 


puis 


'         1  -h  mx 
Le  cercle  I  a  donc  pour  équation 

(  i  H-  ma)[a;2  +  y'  -  X(i/  -  ar)]  +  a(ay  —  a:  —  X»)  +  X(  l  +  a=)(y  —  wix)  =  0  ; 
il  est  visible  qu'il  passe  par  deux  points  fixes  quand  X  varie,  les  points  C  et  D  déterminés  par  les  deux 

équations 

(1  -H  ma)(x-  +  y^)  -h  a[iy  —  x)  =  0, 

fl  -+-  rm)[y  —  ax)  -H  «a  —  (1  -H  a^)(î/  —  mx)  =  0. 
Z".  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  OGD  est  visiblement  le  cercle  représenté  par  la  première  équa- 
tion; son  équation  contient  a  au  premier  degré  ;  par  conséquent  le  cercle  en  question  passe  par  deux 
points  fixes  ;  l'un  est  le  point  0  ;  l'autre  est  le  point  demandé  >o. 

4o.  Les  coordonnées  du  point  w  vérifient  les  deux  équations 

X-  -h  y-  —  ax  =  0,  m{x-  -+-  ;/-)  -\-aij  =  0. 

D'autre  part,  quand  lastrophoïde  varie  dans  les  conditions  indiquées,  il  existe  une  relation  linéaire 
entre  m  et  a;  on  en  déduit  immédiatement  que  le  lieu  du  point  w  est  un  cercle. 

Si   le   point    a    donné  est  à  l'infini,  m  est  fixe,  et  le  lieu  du  point  <■>  est  une  droite,   la  droite 
y  +  mx  =  0,    symétrique  de  la  direction  asymptotique  par  rapport  aux  tangentes  au  point  double. 

G.  FOUCRY.  à  Roanne. 
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Solution  géométrique. — Transformons  la  tigiire  par  inversion  par  rapport  au  point  double  0  de  la 
strophoïde.  Celle-ci  devient  une  hyperbole  équilatère  H  passant  parle  point  0,  les  cercles  r  deviennent  des 
droites  D  se  déplaçant  parallèlement  à  elles-mêmes. 

1  et  2.  —  Le  cercle  S  de  centre  P  et  de  rayon  PA  est  orthogonal  à  r  en  A  et  l!  ;  il  devient  dans  la  transfor- 
malion  le  cercle  de  diamètre  ab  qui  rencontre  H  aux  points  c  et  rf  :  le  triangle  abc  est  rectangle  en  c,  donc  H 
est  tangente  à  la  perpendiculaire  menée  de  c  k  ab  Le  point  c  est  donc  un  des  points  de  H  où  la  tangente  est 
parallèle  k  la  perpendiculaire  à  D,  le  point  d  est  l'autre  point  :  ces  points  c  et  i(,  sont  donc  tixes.  Le  cercle  de 
diamètre  ab  passe  donc  par  deux  points  fixes  situés  sur  H  :  par  suite  le  cercle  1"  passe  par  deux  points  fixes  C 
et  D  situés  sur  S  et  le  lieu  de  P  est  la  droite  perpendiculaire  k  CD  en  son  milieu. 

3.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  OCD  se  transforme  par  inversion  en  la  droite  cd  qui  passe,  lorsque  la 
direction  de  D  varie,  par  le  centre-,' de  H  :  ce  cercle  passe  donc  lui-même  par  un  point  fixe  w  transformé  de  -,'. 

4.  — Pour  trouver  le  lieu  du  point  to  lorsque  la  strophoïde  varie  en  conservant  mêmes  tangentes  au  point 
double  et  en  passanten  outre  par  un  autre  point  fixe  a,  on  est  ramené  à  déterminer  le  lieu  du  centre-,'  d'une  hyper- 
bole équilatère  de  direclions  asymptotiques  données  et  qui  passe  par  deux  points  fixes  0  et  a'.  Si  l'on  considère  la 
droite  -,-  I  joignant  le  centre  •;■  au  milieu  I  de  Oï',  cette  droite  qui  est  symétrique  en  direction  de  Oa' par  rap- 
port aux  asymptotes  de  H  est  fixe;  c'est  donc  le  lieu  du  point  -,'  :  le  lieu  de  co  est  donc  un  cercle  passant  par  le  point 
0.  Si  a  est  à  l'infini,   -i-I  passe  par   0  etlelieude  lo  est  une  droite  issue  de   0. 

G.  PÉLISSIER  k  Toulouse. 
Bonne  solution  de  iM.  Auuibept,  élève  au  lycée  de  Marseille. 


ÉCOLE    CENTRALE    (1906) 


QUESTIONS  POSÉES   AUX   EXAMENS   ORAUX  {Suite). 

Géométrie  analytique  (M.  Lebesgue.) 

Géométrie    anahjtique    à    deux    dimensions. 


3470.  —  Construire  la  longueur 


v/«=  -H  bc 

3471.  F'.tnblir  l'équation  de  la  ligne  limite.  On  considère  les  distances    X,  Y    d'un  point    M    à  deux  axes  quelconques 
Or,  Oy.  Quelle  relation  y  a-t-il  entre  X  et  Y  quand  le  point  M  décrit  une  droite? 

3472.  —  On  prend  deux  points    0,  0'  et  un  point  .M  défini  par  ses  distances  a,  ?  k  0  et    0'.    Trouver  l'équation  d'une 
droite  dans  oe  système  de  coordonnées. 

3473.  —  Les  médianes  d'un  triangle  sont  concourantes. 

3474.  —  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  k  deux  droites  fixes  est  constante. 

3475.  —  Équation  de  l'ensemble  des  bissectrices  des  angles  des  deux  droites    x-  +  iif  -+-  tu-ij  =  0. 

3476.  —  Déterminer  ),  de  façon  que  l'équation    x-  +  ï.ry  —iy°  +  iy  —  \  =  0    représente  un  système  de  deu.t  droites. 

3477.  —  Positions  respectives  des  deux  circonférences 

x-  ■+■  y-  —  3.r  -H  2  =  0,  .i"  -h  y'  -f  'jy  —  4  =  0. 

3478.  —  On  considère  le  triangle   ayant  pour  sommets   les  trois  points  :     .V(l,  0),    B(0,  I).    C(— 2,  C).     i:i|u:ilion  du 
cercle  des  neuf  points  relatif  à  ce  triangle. 

3479.  —  f'.quation  du  cercle  passant  par  les  deux  points    A(l,  0),    B(2,  0)    et  tangent  à  la  droite    x  =  ;/. 

3480.  —  Kquation   d'ime   circonférence   tangente  fi    l'axe  des   .r   et  h  la  première  bissectrice  des  angles  des  axes  de 
coordonnées;  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  k  oy . 

3481.  —  Transformation  par  inversion.  Figure  inverse  d'im  cercle. 

3482.  —  Ivipiation  d'une  circonférence  rapportée  à  des  axes  obliques  situés  dans  son   plan.  Conditions  pour  qu'une 
équation  du  second  degré  représente  une  circonférence  dans  un  système  d'axi's  obli(iues. 

3483.  —  Centre  radical  des  trois  cercles  : 

./■■•  4-  )/■'  —  t  =  0,  X-  +  y'  —  tir  —  i  7=  0,  x-  -h  ;/'  +  -'.'•  +  iy  -f-  1  =  0 . 

Puissance  de  ce  point   |)ar  rapport  aux  trois  circonférences.  —  Quelle  est  l'équation   la   plus   générale   des   ciroonféronres 
passant  par  un  point  commun  k  trois  circonférences. 

3384.  —  Angle  des  deux  cercles    .r  +  y'  +  2x+  ij  =-  0,    .T*  -t   y'  —  x  +  3y  =  0. 
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3485.  —  Condition  d'orthogonalilé  de  deux  circonférences.  Équation  d'une  circonférence  passant  par  l'origine  et 
orthogonale  à    x'  -h  y'  —  Sx  -h  6y  — 1^0. 

3486.  —  On  a  un  point  A(1,0)  et  un  point  B(0,  1).  —  Par  le  point  .\  et  son  symétrique  A'  par  rapport  à  l'origine 
des  coordonnées,  on  fait  passer  une  première  circonférence;  par  le  point  B  on  en  fait  p.asser  une  autre  orthogonale  à  la 
première  et  de  plus  tangente  à  l'axe  des    r.  Lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  deux  circonférences. 

3487.  —  ConcaTité  et  convexité  d'une  courbe  en  axes  rectangulaires,  .\ppliquer  aux  courbes  suivantes  : 

y'  +  Jc'  =  i,  sin  y  =  tg x, 

y  =  j-l-(j-  — Ij/pTTT,  Hxy)  =  ts(-^y 

3488.  —  Équation  de  la  normale  d'une  courbe  plane.  Trouver  les  courbes  dont  les  normales  passent  par  un  point  fixe: 
dont  les  normales  passent  à  une  distance  a  de  l'origine. 

3489.  —  Définition  du  centre  de  courbure.  Chercher  le  centre  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe    y  =  sin  ,c. 

3490.  —  Rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe  ./-  —  v=  =  I .  —  Rayon  de  courbure  de  l'ellipse  :i'-  -h  2y-  =  1 
en  un  sommet  du  grand  axe. 


3491 .  —  Construire  les  courbes 

y  =  x  —  l  -.-/I,  y  = 

y 

3492 .  —  Construire  la  courbe    y 

3493.  —  Construire  les  courbes 


y  ■ 


— r'  y  =  j--h 


\  T 


X- 

^  1 

x- 

—  1 
1 

Vx^  1 


X  —  l  J  -t-  1  X 

lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à    x  -h  y  =  0. 


X  =  cos  t, 
y  =  sin  2/  ; 


X  =  cos'  t, 

y  =  sin  {t  -h  1). 


t-—i 

3494 .  —  Etudier  dans  le  voisinage  de  l'origine  la  courbe    x^  —  x'-—  y-  -h  xy  =  0. 

3495.  —  Construire  les  courbes    3t'  +  y-  —  y  =  x  ;    x'  -^  y'  -hx-  —  y-  =  0. 

3496.—    Directions    asymptotiques   de  la   courbe    x{x  —  yHc -f-y)'-i-ix' ~  ôy  =  0.     Trouver   d'abord   l'asymptote 
parallèle  à    x  =  0,    puis  les  asymptotes  parallèles  à  la  direction    x~y  ^  0. 

3497.  —  Distance  de  deux  points  en  coordonnées  polaires.  Equation  d'une  circonférence  quelconque   en  coordonnées 
polaires.  Distance  de  deux  points  dans  un  système  de  coordonnées  bipolaires. 

3498.  —Qu'est-ce  qu'on  représente  en  coordonnées  polaires  par  V?  Calculer  tj:  V.  —  Quelle  est  la  courbe  dans  laquelle 
V  =  u  ?    —  Même  question  pour    V  =  2u. 

3499.  —  Construire  les   courbes  :     p=u-i-3;    w=p-!-l;     s  =  w=  —  u     chercher  s'il   y  a  un   axe  de  svmétrie', 

_   u-(-  I  ^  _   u— 3 

'"  ~   u  —  1  '  '  ~    J+T  ' 

3500.  —   Directions   asymptotiques  de  la  courbe     p  = 
direction    w  =  1 . 

3501 .  —  Construire  les  courbes 

_  t 

~  l'-i-i 

_  t 

~  t  -i-i 


ii'-  —  2a,  —  1 


Trouver  l'asymptote   qui    correspond  à    la 


t-h  1 
1 


3502    —  Transformation  d'une  figure  par  inversion.  Kquation  d'une  droite  en  coordonnées  polaires.  Figure  inverse. 

3503.  —  Construire  la  courbe    o  =  tg  —  :    montrer  que  cette  courbe  est  égale  à  sa  propre  inverse  (en  prenant  pour 
pôle  l'origine  et  pour  puissance  d'inversion    K  =  1). 

3504.  —  Construire 

w  ^  sin  c,  p  =:  .  0  =: 

1        • 

sin  u 


3  cos< 


2  COSW  -4-  1 

3505.  — Que  représente  l'équation    p  =  — 


1_ 

C0S=(, 


1  —  sin  u 
iHoints  d'inflexion}. 


1 


•■?—  Directrice  correspondant  au  pôle. 
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3506.  —  Que  représente  l'équation 

3507.  —  Construire  la  courbe    o  = 


cos  ('-0  —  3)  -I- 
1 


\/a  sin  2u -F  6  cos  2u  +  c 

3508.  —  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  est  constante. 

3509.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  h  ses  axes  ;  on  Joint  un  point  M  de  l'ellipse  aux  sommets  A  et  A'  du  grand 
axe.  —  En  A  on  élève  la  perpendiculaire  à  AM.  Soit  D  le  point  de  rencontre  a\ec  A'M  ;  lieu  du  point  D. 

3510.  —  In  triangle  a  un  sommet  A  qui  décrit  la  droite  r  ^  I  =  0.  un  sommet  r,  qui  décrit  la  droite  //  -f- 1  =  0  ; 
les  côtés  AB,  BC,  CA  passent  respectivement  par  les  points  de  coordonnées  (—2,0),  (0,  0),  (2,  0).  Lieu  du  troisième 
sommet. 

3511.—  On  considère  deux  droites  x-i-y-^-^  =0,  Sx  — !/-+2=0.  Par  l'origine  on  mène  une  sécante  qui  les 
rencontre  respectivement  en  A  et  B  et  on  porte  sur  la  sécante    OC  ^  AB.    Lieu  du  point  0 

3512.  —  De  l'origine  des  coordonnées,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  des  tangentes  à  la  circonférence 
(x  —  i]--i-  y-  —  1=0.     Lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires.  —  Lquation  du  lieu  en  coordonnées  polaires. 

3513.  —  Lieu  d'un  point  invariablement  lié  à  un  segment  de  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  se 
déplacent  sur  deux  droites  rectangulaires. 

3514.  —  Que  représentent  les  équations 

X'- -+-  xy  -h  y-  —  3x  -f-  Sy  -h  -2  =  0,  x'- -h  xy  —  2y-  -h  3;/  —  1  =  0  ? 

Construire  les  courbes. 

3515.  —  Rapporter  à  ses  axes  la  conique    x°  +  xy  +  y-  —  2x  -h  3y  +  \  =  0. 

3516.  —  Même  question  pour    x''  —  Zxy  —  2y-  -^  Ix  —  l  =0. 

3517.  —  Équation  de  l'ensemble  des  asymptotes  de  la  conique    x'  —  y-  +  2i  —  2j/  +  û  =  0. 

3518.  —  Position  de  l'origine  par  r.ipport  à  la  conique    x--^3xy  —  2j/2  +  5x  —  1  =  0. 

3519.  —  Position  du  point    x  =  l,    y  =2    par  lapport  à  la  conique    x'  —  xy  +  y-  —  3x  +  5y-h  2  ^  0. 

3520.  — Placer  le  point    a;  =  2,    )/ =  5    par  rapport  à  la  courbe    x'-hxy  —  »/- +  3  j;  —  61/ -t- 3  ^  0 . 

3521.  —  Que  représente  l'équation  (X -t- 1).k  +  )vj/— 3  =:  0  ?  Étudier  la  position  de  cette  droite  par  rapport  à  la 
conique    3x^—xy  +  y-  —  \2x  +  y^0. 

3522.  —  Intersection  de  la  droite    n-3j/  +  X  =  0    avec  la  conique    x- +  xy  —  ;/-  +  3i/=0. 

3523.  —  Discuter  l'équation    y^  =  2px-i-  qx^. 

3524.  —  Étudier  la  nature  de  la  conique    x-  -+-  2\xy  —  1-x  -+-),=  0. 

3525.  —  Discuter  suivant  la  valeur  de  >.  la  conique  d'équation 

X°-  +  2),.r//  +  (X=  —  1  )y°-  —  Sx  -f-  2).(/  —  1  =  0. 
Montrer  que  cette  conique  passe  par  des  points  fixes. 

3526.  —  Définition  des  foyers.  Chercher  les  foyers  delà  courbe    .t- —  2y--=  1. 

3527.  — Démontrer  par  le  calcul  que  l'ellipse  est  la  projection  orthogonale  d'un  cercle.  En  déduire  les  Ihéorèmes 
d'Apollonius. 

3528.  —  On  trace  une  ellipse  et  son  cercle  principal  ;  on  mène  une  parallèle  au  petit  axe  qui  donne  un  point  M  sur 
le  cercle  et  un  point  m  sur  l'ellipse.  Trouver  une  relation  entre  les  angles  que  font  OM  et  ¥m  avec  le  grand  axe  de  l'el- 
lipse, 0  étant  le  centre  de  l'ellipse  et  F  le  foyer  situé  par  rapport  au  petit  axe  du  même  côté  que  M  et  m. 

X-         V* 

3529.  —Déterminer  R  de  façon  que  le  cercle    (x  — 11-+ '/=  —  K- =  0    soit  bitangent  à    l'ellipse 1 1  =  0. 

a-         6' 

3530.  —  On  considère  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes.  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  en 
fonction  rationnelle  d'un  paramètre. 

X^  II'- 

iiTsSl.  —  On  donne  l'hyperbole     — r  —  h 1=0;    on  considère  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe. Montrer  par 

a'       h-  01  1 

le  calcul  que  cette  tangente  est  bissectrice  de  l'angle  des  droites  qui  joignent  le  point  .M  aux  deux  foyers. 

3532    —Soit    xy  =  k    l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  :i  ses  asymptotes.  0  étant   l'angle  des  asymiitolcs,  a   la 

longueur  du  demi-axe  transverse,  calculer  k  en  lonction  de  0  et  de  a. 

3533.  —  Tangente  à  la  parabole  y-  -  2px  =  0  au  point  d'ordonnée  .Vo.  Equation  de  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  formé  par  trois  tangentes.  Calculer  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle. 

3534.  —  Établir  l'équation  d'une  parabole  tangente  aux  axes  de  coordonnées. 

3535.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  ayant  pour  équation    C  -t-  XC,  =  0. 

3536.  —  f.()uation  gi'néralc  des  coniques  passant  par  (|iiatre  points.  Écrire  que  lune  de  ces  coniques  est  une  circon- 
férence. Trouver  la  con<lition  pour  que  quatre  points  d'un  plan  soient  les  quatre  sommets  d'un  quadrilatère  inscriptible. 

3537.  —  On  considère  la  conique     —  +  ~.—  ^=o.    Tangente  en  un  point     (j;  =  ncos<?,    »/  =  6sino).    Equation 

générale  des  coniques  tangentes  il  l'ellipse  en  ce  point.  Consiilérant  l'une  d'elles,  quelle  sera  la  direction  de  la  droite  joi- 
gnant les  deux  autres  points  d'intersection  ?  Ecrire  que  cette  circonférence  a  pour  rayon  le  rayon  de  courbure  au  point  con- 
sidéré. 
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3538.  —  Déterminer  une  coniiiue  passant  par  les  trois  points  (1,  )),  (2,  3),  (ô,  4)  et  tangente  à  Or. 

3539.  —  On  considère  la  circonférence  x'  -i-  y-  —  3x  +  i  =  0.  liquation  des  coniques  ayant  Or  pour  a\e  de  symé- 
trie et  bitangentes  à  la  circonférence. 

3540.  —  Équation  gi'néraie  des  liyperboles  C(|nilatères  passant  par  les  trois  points  (1,  0),  (0,  1),  (—2,  0). 

3541.  —  Démontrer  que  les  hauteurs  d'un  triangle  concourent  au  même  point.  Equation  générale  des  coniques  pas- 
sant par  les  sommets  du  triangle  et  l'ortlioeentre. 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

3542.  —  Nouvelles  coordonnées  du  point  (3,-5,  7)  quand  on  prend  pour  aie  des  x  la  bissectrice  de  l'angle  xoij  et 
pour  axes  des  y  et  des  ;  deux  perpendiculaires  à  ce  nouvel  axe  des  x,  faisant  avec  le  plan  xoy  des  angles  de  43«. 

35i3.  —  Centre  des  moyennes  distances. 

3544.  —  Mettre  la  droite  d'équations    axH-y  — ;=ô,    Cj— j/  +  uc=2,    sous  la  forme    x  =  a:  +  li,    y  =  bz-hk. 

3545.  —  On  considère  la  droite    x  =  ^ -.-  +  1,    y  =  ^ -  -~ :    démontrer  que  si  À  et  t  sont  varia- 

bles,  il  passe  une  telle  droite  et  une  seule  par  tout  point  de  l'espace. 

354G.  —  Un  triangle  a  deux  sommets  uses  ;  le  troisième  décrit  une  droite  A  ;  lieu  de  son  centre  de  gravité. 

3547.  —  .\ngle  des  deux  droites 

I  x  =  3;  -i-  5,  I  j  -f-  7  —  3;  =  1 , 

|j/  =  Sî  — 3;  \3x  —  -2y  +  z  =  o. 

3548.  —  Equation  du  plan  mené  par  la  droite  x^y  — :  — 1=0,  x-h2y  =  0  et  le  point  d'intersection  des  trois 
plans 

3x-r-{/  — -=2,  x  +  y  +  z  =  l  x—2y  +  2z  =  3. 

3549.  —  Condition  pour  que  deux  droites  de  l'espace  se  rencontrent.  —  Déterminer  À  pour  que  les  deux  droites 

,  _  JZ-l  _  ±±A  V     \  ^■x-i-y-h2z  =  ■/.. 

se  rencontrent. 

3550.  —  Distance  d'un  point  à  un  plan.  —  Equation  des  plans  situés  à  des  distances  données  de  deux  points  donnés. 

3551.  —  Démontrer  que  les  six  plans  bissecteurs  intérieurs  dans  un  tétraèdre  concourent  en  un  même  point. 

3552.  —  Trouver  l'angle  des  deux  plans    3x  +  6y  —  1  =  0,    3x  -t-y  —  2z -i-lS  =  0. 

3553.  —  Distance  du  point  (3,  4,  2)  à  la  droite  d'équations 

3x-h2y=  i,  J.+3Z  =  i. 

3554.  —  Distance  d'un  point  de  Oz  à  la  droite    a;  =  3: +  5,    ii  =  z—l.    Trouver  le  minimum  de  cette  distance. 

3555.  —  Lieu  des  points  équidistantsd' un  point  et  d'un  plan.  —  Projection  sur  le  plan  des  x(/ de  la  section  de  la  surface 
par  un  plan  quelconque. 

3556.  —  Lieu  des  points  équidistants  d'un  point  et  d'une  droite  dans  l'espace. 

3557.  —  Perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 

I  X  =  0,  I  a;  =  :  —  1, 

\y=^3z;  i  y  =  -2z^3. 

3558 .  —  Même  question  pour  les  deux  droites 

\  X  =  y,  I  x-^2ii  —  z  +  3  =  0, 

I  y  =  1  ;  I  3x  —  y  =  0. 

3559.  —  Volume  du  tétraèdre  ABCD,  A(0,  0,  0),  B(0,  2,  3),  ClO,  3,  1),  D(4,  5,  6). 

3560.  —  On  considère  le  plan  3x  —  2y  +  3z  —  l  —  0  rapporté  à  un  système  d'axes  rectangulaires  dans  lequel  0:  est 
vertical.  Equation  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Equation  des  droites  du  plan  faisant  un  angle  de  30"  avec  le 
plan  horizontal 

3561 .  —  Etablir  l'équation  de  la  sphère  en  coordonnées  semi-polaires,  cas  où  l'équation  obtenue  se  simplifie. 
3502.  —  On  considère  la  sphère     (x  —  1)=  -h  (y  —  1)-  -i-  (s  —  1)-  —  1  =  0  ;     on  la  coupe  par  le  plan     i/  =  .r  tg  fj    et 

on  fait  tourner  la  section  de  l'angle  6  autour  de  0;.  Trouver  les  équations  de  la  section  dans  cette  seconde  position. 
3563    —  Positions  respectives  des  deux  sphères 

d'  -h  y'  -h  î'  —  2x  -h  2y  —  z  =  0,  x'-  -^  y-  +  z-  -h  x  —  3y  -h  z  =  0 . 

Plans  tangents  communs  à  ces  deux  sphères. 

3564.  —  Equation  générale  des  sphères  qui  interceptent  sur  les  trois  aies  de  coorionnées  des  longueurs  données.  Lieu 
des  centres  de  ces  sphères. 

3565.  —  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère. 

3566.  —  Équation  de  la  sphère  passant  par  les  trois  points  .\ii,  0,  0  ,  Brl,  3,  0),  C(3,  2,  0)  et  tangente  à  Os. 

3567.  —  'Juel  est  l'axe  radical  des  trois  sphères 

X'-  -h  y--hz-—2x  —  3ij  -i-r,  =:  0, 
-r'  -!-  !/'  -t-  ;'  —  2.1-  ^  1/  —  7  =  0, 
X-  -H  j/=  -t-  :=  —  6x  -t-  1/  —  1  =  0  .' 
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Quel  est  le  lieu  des  centres  des  sphères  orthogonales  aux  trois  sphères  données? 

Trouver  celle  de  ces  sphères  dont  le  rayon  est  minimum . 

3568.  —  Equations  d'une  circonférence  de  lespace  rencontrant  les  trois  axes  de  coordonnées. 

3369.  -  Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  aux  deux  droites 

{x=:y,    :  =  1)  ;  (x  =  — .V,    s  =  —  1). 

Le  lieu  étant  un  paraboloîde  hyperbolique,  trouver  ses  génératrices  rectilignes. 

3570  —  Equation  générale  des  sphères  tangentes  à  l'axe  des  x  et  à  l'axe  des  ;/.  Chercher  celles  de  ces  sphères  qui 
sont  tangentes  à  la  droite    œ  =  :,    y  -H  s  =  1-     Lieu  de  leurs  centres. 

3571.  _  Equations  des  droites  rencontrant  l'axe  des  z  et  tangentes  à  la  sphère    {x —  ^j' +  {ij  —  ^;-  +  (3  —  1)=—  i  =  0. 

3572.  —  l.ieu  des  poinU  de  contact  des  tangentes  à  la  sphère  {x  —  2|«  +  »=  +  s=  =  1  qui  sont  parallèles  au  plan 
xOy  et  rencontrent  0:. 

3573    —  Droites  parallèles  au  plan  xoy  et  tangentes  à  la  fois  aux  deux  sphères 

ix  —  if -h  y- -h  :^  ~  1,  l-r—  3)'-+(y—il'+Z^-  =  1. 

3574.  _  Tangente  à  la  courbe    a;  =  (,    y  =  s\nt,    :  =  tg(.     Equation  du  plan  normal. 

3575.  —  Tangente  à  la  courbe    x  =  cos  (,    y  =  sin  t,    :=t.     .Normale  principale. 

3576.  —  Plan  osculateur  à  la  courbe:  1°    x  =  l\    y  =  i—t,    :  =  (^  ;     2°    .T  =  (=+-l,     1/ =  sin  (,     .-  =  cos<. 

3577  _  Equation  du  plan  tangent  à  une  surface.  —  Equation  des  surfaces  dont  tous  les  plans  tangents  sont 
parallèles  à  Oz. 

3578  _  Centre  de  la  surface  x' -hz^  ^  2x!i  —  2yz -hizx -h  y  =  0.  Cette  surface  étant  un  cylindre,  mettre  son 
équation  sous  la  forme    <?(P,  Q)  =  0. 

3579.  —  Equation  générale  des  cylindres.  —  Montrer  que  l'équation  y  -  : -i-3  —  sin^x  +  y -i- z]  représente  un 
cylindre. 

3580    —  Équation  générale  des  cônes    —Que  représente  l'équation 

!.;■  — 1  =  -+-  .r  -hy—z-\  -={ii  —  s){y-i-z)  ? 
3581.  —  Eiiualion  du  cône  de  sommet  (0,  U,  T  ayant  pour  base  la  circonférence    :  =  0,    (.(  —  1)--+-  y'  =  1 . 
:$ô82.  —  Equation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  (I,  2,  3)  et  pour  base  la  circonférence 
x'--hy'-i-z' =  l,  3.r  — I/-I-Ï3  =  n. 

3583.  —  On  considère  la  droite,  variable  avec    À,  n,  v, 

X  =!:-¥-  Jl,  1/  =  |i.3  +  V. 

Combien  passe-til  de  ces  droites  par  un  point  de  l'espace?  —  Equation  du  cône  formé  par  les  droites  qui  passent  par 
le  point  considéré. 

3584.  —  On  donne  la  sphère  x'+ ;/' +  s' +  3x-+- 5i/ -<- 4  =  0  ?  —  Equation  du  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet 
l'origine. 

3585.  —  Que  représente  l'équation  x'-^y'  —  z-  =  0?—  Equation  de  la  surface  formée  parles  normales  en  0  aux 
différents  plans  tangents.  —  .Même  problème  pour    j-  -\-y'—  i:'  =  û. 

3586.  —  Que  représente  l'équation  {x-h3z  —  2]'  -h  iy  -h  z  '  =  [z-h  1(=  ?  —  Section  par  le  plan  :  =  0.  Equation 
générale  des  sphères  passant  par  cette  intersection.  —  Equations  de  l'autre  circonférence  d'intersection  d'une  pareille  sphère 
avec  le  cône . 

3587.  —  Equation  générale  des  surfaces  de  révolution.  —  La  surface 

X-  -h  y' -h  z' -h  yz  +  zx  +  xy  =  i 
est-elle  de  révolution  ? 

3588.  —  Equation  des  suifaccs  de  révolution  dont  les  plans  tangents  font  un  angle  de  45»  avec  0;. 

3589.  — On  considère  une  droite  .r  =  n: -1- fc,  y  =  liz  '- k. —  Equation  de  la  surface  engendrée  pai-  cette  droite 
en  tournant  autour  de  0;.  Trouver  les  généiatrices  de  cette  surface. 

3590.  —  Equation  do  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  conique  ;/  =  0,  ,c=  +  3;=  —  2;  -1-  a;  =  0  en  tournant 
autour  de  0:  ;  —  autour  de  Ox. 

3591.  —  E(|ualion  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  sappuyant  sur  Ox  et  sur  les  deux  droites  (:  =  1,  x=  y); 
(s  =2,    j  =  -;/). 

3592.  —  Équation  de  la  surface  engendrée  par  une  parallèle  au  plan  ,rO;/  sappuyant  sur  0.-  et  sur  la  droite 
X  -H  (/  =  1,    z  —  X.    Génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

3593.  —  Surface  engendrée  par  une  dmite  s'appuyant  sui-  0:,  sur  la  droite  .r  =  c  +  1,  y  =  z  +  x  et  restant  parai. 
léle  au  plan  xoy. 

3."i94.  —  Que  représente  ré(|uation      -ir- =  tg   — r"^  '   Étudier  la  section  par  le  plan     .-=1. 

3595.  —  Intersection  d'une  surface  du  second  degré  par  son  plan  tangent. 

3596.  —  l'Ian  tangent  h  la  surface  x'  -+-  î'  —  6x'  +  3x  —  -•  =  0.  Section  de  la  surface  par  son  plan  tangont  à  l'ori- 
gine. 

3597.  —  Mener  par  l'origine  les  plans  tangents  h  la  surface    a;'  -+-  2j/'  —  32*  =  1. 

3598.  —  l'Ians  tangents  il  la  surface    x'  — j/'  ^  2:    par  le  point    x  =:  0,    ;/  =  1,    3  =  2. 

3599.  —   l'aiiguntes  à  l'ellipsoïde    i'   >--  2j/=  -h  3:'  =  1 ,     paiallèlcs  à  la  droite    x  =  }/  —  2. 
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3600.  —  Sections  planes  de  l.i  surface    a:-  +  y'  —  ;'  =  1. 

3601.  —  Quelles  sont  les  quailiiques  contenant  des  cercles  ? 

3602.  —  Diamètres  conjugués  dans  l'ellipsoïde. 

3603.  —  Équation  d'un  hyperboloïde.  Qu'est-ce  que  le  cùne  asymptote  ?  Propriétés  des  plans  tangents  à  ce  cône. 
3601.  —  Génératrices  rectilignes  de  la  surface    x^ — -îi/^  -h  z'  ^  2. 

3605    —  Que  représente  réqu;ition    x-  —  3//'  ^  :  ?    Génératrices  rectilignes. 

3606.  —  Même  question  pour    x°  —  4;-  =  i/. 

3607.  —  On  considère  la  surface    x'  —  z'  ^  3x'^  —  y .     Reconnaître  si  cette  surface  a  des  génératrices  rectilignes. 

{A  suiore.) 


CONCOURS  DE  190(j  (SuUc. 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENiNE. 

Physique  et  Chimie. 

I.  — Dctinir  la  dilatation  apparente  et  la  dilalation  absolue  pour  les  liquides.  Mesure  de  U  dilatation 
absolue  du  mercure. 

II.  —  1565.  On  l'ait  détoner  dans  un  appareil  résistant,  de  volume  intérieur  égal  k  21  litre.s  et  plongé 
dans  une  enceinte  à  température  constante  etàO",  un  mélange  d'oxygène,  d'hydrogène  et  de  méthane  dont  la 
pression  est  de  4  '-",200  avant  l'explosion.  On  suppose  que  les  gaz  suivent  rigoureusement  les  lois  de  Mariette 
et  de  Gay-Lussac  et  qu'en  fin  d'explosion,  il  ne  reste  que  de  l'acide  carbonique  et  de  la  vapeur  d'eau. 

Déterminer  : 

1°  Les  quantités  des  trois  gaz  entrant  en  réaction  sachant  qu'il  y  a  3  fois  plus  d'oxygène  que  d'hydrogène 
en  volume  dans  le  mélange; 

2°  La  pres.sion  finale  à  l'intérieur  de  l'appareil  quand  la  température  intérieure  est  redevenue  0«,  en 
admettant  qu'à  cette  température  la  tension  de  la  vapeur  de  la  glace  est  nulle,  qu'elle  n'a  dissous  aucun  gaz  et 
que  sa  densité  est  0,900  à  cette  température. 

On  fait  ensuite  passer  dans  un  tube  à  ponce  sull'iiriciue  l'acide  carbonique  provenant  de  la  réaction  précé- 
dente elles  gaz  provenant  de  la  décomposition  parderacidesulfuriqueconcentré  de2oi  grammes  d'acide  oxalique 
pur  à  deux  molécules  d'ean.  Après  passage  dans  ce  tube,  les  gaz  sont  reçus  dans  un  billon  de  27  litres  de  capacité 
intérieure  à  la  température  de  27»  et  maintenus  à  cette  température.  On  ajoute  dans  ce  ballon  delà  potasse 
caustique  en  quantité  suffisante  pour  absorber  tout  ce  qui  est  absorbable  et  on  fait  passer  le  résidu  final  sur 
du  chlorure  cuivreux  ammoniacal. 

Déterminer  l'augmentation  de  poids  des  tubes  à  ponce  et  à  chlorure  cuivreux  et  la  pression  à  27°  de.s  gaz 
dans  le  ballon  avant  et  après  addition  à  cette  température  de  la  potasse  caustique,  le  volume  de  cette  potasse 
en  morceaux  ajoutés  est  de  300""'.  Elle  est  supposée  ne  pas  varier  de  volume  du  fait  de  l'absorption. 

On  s'appuiera  sur  la  propriété  qu'une  molécule  de  gaz  occupe  22',32  à  0  "  sous  760  %  de  pression. 

C  =  12,     0=  16,     H  =  1,     densité  du  mercure  k  0»  =  13,6. 

MalluUvatigr(cs. 

Question  préliminaire  (utile  pour  la  suite). 

Etudier  la  forme  de  la  courbe    u  =xLx,    x  et  h    étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point. 

1566.  —  Probléoie.  On  considère  la  surface  dont  l'équation  en  coordonnées  trirectangulaires  est    :  —  a;''=^. 

Etudier  les  sections  planes  de  cette  surface  : 

1°  Par  des  plans  parallèles  au  plan  des  .ry  ; 

2°  Par  des  plans  parallèles  au  plan  x^  et  situés  du  côté  des  y  positifs. 


lOi 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


Epure  de  G'-oiitctrie  descriptive. 

1567.  —  Un  olindrc  a  pour  directrice  dans   le  plan  horizontal  HH'  une  hyperbole  éqnilalère  dont  l'axe 
transver.se  Ai  A,  A,,  A'  est  de  Iront  et  a  72"°™  de  longueur. 

Ses  génératrices  sont  parallèles  k  D,  D',  D'étant  incliné  ;i4o°sur  Icshorizonlalcs  de 

front  et  D  faisant  avec  ces  mêmes  droites  un  angle  9  tel  quetg  o  =  — • 

Cn  cône  a  pour  sommet  un  point  S, S'  situé  à  I  S"™  en  arrière  et  a  36'"°' au-dessus 
du  centre  0,0'  de  l'hyperbole.  Sa  base  est  une  ellipse  du  plan  langent  au  cylindre 
en  A,  A'  admettant  pour  projection  horizontale  un  cercle  passant  par  A  ettangent  aux 
axes  de  l'hyperbole. 

Repiésenter  k  l'encre  de  Chine,  en  distinguant  les  parties  vues  et  cachées,  la  partie 
du  cône  solide  comprise  entre  les  deux  nappes  du  cylindre. 

Reproduire  k  l'encre  (lrait>  continus  de  couleur)  les  constructions  d'un  point  cou- 
rant avec  sa  tangente  et  des  points  et  tangentes  remarquables  pour  l'hyperbole  de  la 
base  et  l'intersection. 

Les  parallèles  Ai  A.  H  H'  seront  prises  k  un  écartementde  150°"°.  Le  point  0  pourra  être  placé  à  lou  2  cen- 
timètres k  gauche  et  6  k  9  au-dessous  du  centre  de  la  feuille. 

Ni  cadre  ni  titre.  L'emploi  du  pistolet  pour  le  tracé  des  courbes  est  interdit. 

Calcul  trigonométrique. 

Dans  un  triangle  ABC  on  donne  le  côté  a  (opposé  k  l'angle  A),  a  =  382™,  275;  la  somme  des  deux  autres 
côtés,    b  -h  c  =  411",  119  ;     la  somme  des  angles  B  et  C,     B  +  G  =  138°  32'  9"  ou  153  grades  9J87. 

On  demande  de  calculer  : 

10  Les  angles  B  et  C,  exprimés  en  degrés,  minutes  et  secondes  ou  en  grades  ;  2°  les  côtés  b  et  c  ;  3"  l'aire 
du  cercle  inscrit  ;  4°  l'aire  du  cercle  exinscrit  tangent  au  plus  grand  b  des  côtés  b,  c  et  aux  ]irolongements  des 
côtés  c  et  a. 

On  poussera  les  calculs  jusqu'à  l'approximalion  que  permettent  les  tables  à  sept  décimales. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1568.  —  Les  pieds  des  normales  à  une  parabole  !/-—  2px  =  0,  abaissées  d'un  point  M  du  plan  ont  pour 
ordonnées  i/i,  1/2,  y:\ .  Montrer  que  la  somme  des  six  rapports  de  ces  ordonnées  est  indépendante  de  la  position  du 
point  M  et  du  paramètre  de  la  parabole. 


1569.  —  1"  Trouver  les  nombres  p  et  g  pour  lesquels  il  existe  une  primitive 

(x-  -+  )ix  -f-  q)e~\ 
et  qui  admette  le  nombre  1  pour  racine  double. 


E.-N.  Barisien. 
de  la  fonction 


qui  soit  nulle  pour    x  =  +  x     , ,  ,,„,  .......v,..,^  .^  ..v, v,  .  ,-^, ...^  «„ 

2»  Etudier  les  variations  de  l'(x),  et  aussi  la  série  dont  le  terme  général  est    »„  =  V(n) 
3°  Etudier  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  la  série  dont  le  terme  général  est 


-  Ln 


E.   II. 
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POINTS    D'INFLEXION    DANS    LE  DÉVELOPPEMENT   DES  CONES   ET  DES  CYLINDRES 

par  M.  Gta.  Michel,  professeur  de  nialhématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


Je  me  propose  d'exposer  une  nouvelle  méthode,  simple  el  rigoureuse,  pour  la  déterminalion  des 
points  d'inflexion  do  la  transformée  par  développement  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface  conique  ou 
cylindrique.  Le  point  de  départ  est  une  formule  bien  connue  de  géométrie  infinitésimale  dont  je  vais 
tout  d'abord  donner  une  démonstration  qui  ne  me  paraît  pas  avoir  encore  été  signalée. 

1.  Soit  dans  un  plan  orienté  une  courbe  C  rapportée  à  deux  axes  de  coordonnées  directement  rec- 
tangulaires, Ox  et  Oy,  et  définie  comme  l'enveloppe  d'une  droite  variable  -^  ayant  pour  équation 

X  cos  a  -I-  y  sin  X  —  p  =  0, 

où  p  est  une  fonction  donnée  de  2.  Désignons  par  M  le  point  de  contact  de  lu  droite  .A  aveclacouibe 
G  et  par  I  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  de  0  à  la  droite  -1  ;  p  est 
la  mesure  algébrique  du  segment   01   sur  l'axe  d'angle  polaire    2.   Sur  la 

droite   A,    il  existe  un  axe  d'angle  polaire     an--^;    prenons  alors  pour 

sens  des  arcs  croissants  sur  la  courbe    C  le  sens  de  l'axe  d'angle  polaire 

ï  n-  —     porté  par  la  tangente.  En  désignant  par  s  la  mesure  algébrique  de 

l'arc  décrit  par  le  point  M  sur  la  courbe  G  et  par  a;  et  y  les  coordonnées 
du  point  M,  on  a 

dx  /         T.  \  du 

-r-    =  cos      a  -i-  — .  )    =r   —  sin  ï,  — p- 

ds  \         2  /  ds 

Or,  les  coordonnées  x  et  i/  de  M  satisfont  à  l'équation  qu'on  obtient 
en  dérivant  l'équation  de  la  droite  d  par  rapport  au  paramètre  a  : 

dp 

_                dx  d\j         dp  ds 

Donc,     x-j i-y—-z=—~,      c'est-à-dire,     xdx -^-ridii  =  dn.-r-■ 
ds        '^  ds         dy:  j  j         i     ^j 

Si    r    est  la  mesure  algébrique  du  segment    0.\I    sur  un  axe  choisi  sur  la  droite    CM,    on  à 

x--\-y^  =  r-    et  par  suite    xdx-hydij  =  rdr.     D'autre  part,  m  étant  le  centre  de  courbure  de  C  en  M, 

la  mesure  algébrique    p    du  rayon  de  courbure    «M    comptée  sur  l'axe  d'angle  polaire    a    est  égale  à 

ds 

T--    On  a  finalement  la  formule  fondamentale 

ai 

—  'Ap  =  rdr. 

2.  Soient  d'abord  une  courbe  p/ane  C  tracée  sur  un  cône  de  sommet  S  el  sa  transformée  C,  par 
développement  du  cône  sur  un  plan.  S,  étant  dans  le  plan  le  transformé  de  S,  M,  étant  sur  C,  le 
transformé  du  point   M    de  la  courbe   C,    abaissons  de   S   la  perpendiculaire   SI   sur  la  tangente  en  M  à 


sin    »  -1-  — -     =  cos  2 


—  j;sma-|-  y  cosa 
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C  el  de  Si  la  perpendiculaire  SJ,  sur  la  tangente  en  M,  à  C,.  De  la  déûnition  du  développement,  il 
résulte  que  les  longueurs  SM  et  SjMj  sont  égales  et  que  les  angles  IMS  et  IiMiSi  sont  égaux.  11  s'en 
suit  que  les  triangles  SMI  et  SiM,Ii  sont  égaux  et  que  les  longueurs  SI 
et  Sili  sont  égales.  Posons  dès  lors  SM  =  SiMj  =  r,,  SI  =  Sil,  =  pi. 
Projetons  d'autre  part  S  en  0  sur  le  plan  de  la  courbe  C  ;  01  est  per- 
pendiculaire à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  C.  Posons  OM  =  »•  et 
0\  —  f.  Désignons  enfin  par  p  la  mesure  algébrique  du  rayon  de  cour- 
bure en  M  à  la  courbe  C,  comptée  sur  Taxe  qui  va  positivement  de  0 
vers  I  et  par  pi  la  mesure  algébrique  du  rayon  de  courbure  en  Mi  à  la 
courbe  Ci,  comptée  sur  l'axe  qui  va  positivement  de  Si  vers  Ii. 
Cela  posé,  on  a,  en  vertu  de  la  formule  fondamentale, 

—  prfp  =  rdr,  —  Pi<^;'i  =  ridri . 

Mais,  h  désignant  la  dislance  du  point  S  au  plan  de  la  courbe  C,  on  a 
jî  =  ?•=-!- A-,  ■p\—p'--^h-. 

et    pdp  ~  pidp,.     On  en  déduit  immédiatement 

Il  =  i^. 

p       p  ' 

Désignons  alors  par  0  l'angle  aigu  que  fait  le  plan  tangent  en    M    au  cùne  avec  le  plan  de  la 
courbe  G.  Dans  le  triangle  SIO,  on  a 

Ih.  —      ^ 
p         cosO 


Par  suite,    rdr  =  ?',rf7-i 


Finalement,  on  a  la  formule 


'         cose 

3.  Soit  en  second  lieu  une  courbe  p/ane  C  tracée  sur  un  cylindre.  Je  dis  que  la  formule  précédente 

est  encore  vraie.  Pour  le  voir,  il  suffirait  de  raisonner  par  con- 
tinuité. Pourtant  une  démonstration  directe  est  préférable. 

Désignons  encore  par  Ci  la  transformée  de  G  par  dévelop- 
pement du  cylindre  sur  un  plan  et  par  Mi  le  transformé  sur  Ci 
du  point  M  de  la  courbe  C.  Choisissons  sur  la  courbe  C  un 
sens  des  arcs  s  croissants  et  désignons  par  MT  la  demi-droite 
portée  par  la  tangente  en  M  à  la  courbe  C  et  dirigée  dans  le 
sens  des  s  croissants.  Choisissons  sur  la  courbe  C|  comme 
sens  des  arcs  s,  croissants  le  sens  dans  lequel  se  déplace  le 
point  M,  (luand  le  point  M  se  déplace  sur  la  courbe  C  dans 
le  sens  des  s  croissants  etdésignons  par  MiT,  la  demi-droite  portée  par  lu  tangente  en  Mi  à  la  courbe  Ci 
et  dirigée  dans  le  sons  des  s,  croissants.  D'autre  part,  prenons  sur  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe 
par  M  une  demi-droite  MX  de  sens  déterminé,  laquelle  se  projette  sur  le  plan  de  la  courbe  C  suivant 
une  demi-droite  M.r  de  direction  invariable  et  prenons  en  môme  temps  dans  le  plan  de  la  courbe  Ci  la 
demi-droite  M,\,,  transformée  par  développement  de  la  demi-droite  MX.  De  la  délinition  du  dévelop- 
pement, il  résulte  que  l'on  a    ds  =  dsi    et  que  l'on  a     XMT  =  XiM/I'i.     Posons 

a-MT  =  a. 


XMT  =  X,M,T,  =  a,  et 

Si  p  est  la  mesure  algébrique  du  rayon  do  courbure  en  M  ii  la  courbe  C,  comptée  positivement  si 
1q  courbe  est  convexe  en  M  vers  Ma,  négativement  si  la  courbe  est  concave  en  M  vers  Mx,  on  a 

ds 
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De  même,  si  p,  est  la  mesure  algébrique  du  rayon  de  courbure  en  M,  à  la  courbe  C„  comptée 
positivement  si  la  courbe  est  convexe  en  M,  vers  M,X„  négativement  si  la  courbe  est  concave  en  M, 
vers  M,X,,  on  a 

On  en  déduit  la  relation     prfa  =  pirf^i. 

Cela  posé,  soit  P  le  point  de  MX  tel  que  JIP  =  +  1  ;  projetons-le  en  H  sur  Mx  et  en  K  sur  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  C.  On  a    MK  =  MH  cos  a    et  par  suite,  si  =>  désigne  l'angle  xMX,  on  a 

cos  a,  =  cos  a  cos  3, 
d'où  l'on  déduit,  en  différentiant,     sin  xid^i  =  sin  a  cos  orfa. 

Par  suite,  on  a 


sm  a  cos  o         sin  ï, 
Mais,    en   désignant  par  0   l'angle  HKP  du  plan  langent  en    M    au   cylindre  avec  le  plan  de  la 
courbe  C,  on  a,  dans  les  deux  triangles  rectangles  KHM  et  PHK, 

KH  =  cos  'f  sin  i  =  sin  ï,  cos  0. 
Finalement,  il  vient  encore 

'  '  cos  'I 
4.  La  formule  précédente  s'étend  aux  courbes  gauches  G  tracées  sur  un  cône  ou  sur  un  cylindre. 
Il  suffit  en  eflet  de  remarquer  qu'une  courbe  quelconque  C  tracée  sur  un  cùne  ou  sur  un  cylindre  a 
même  rayon  de  courbure  en  un  point  M  quelconque  que  la  section  C  du  cône  ou  du  cylindre  par  le 
plan  osculateur  en  M  à  la  courbe  et  de  remarquer,  en  outre,  que  deux  courbes  tracées  sur  un  cône  ou 
sur  un  cylindre  ayant  trois  points  d'intersection  confondus  en  un  point  M  ont  pour  transformées  par 
développement  deux  courbes  ayant  trois  points  d'intersection  confondus  au  point  M,,  transformé  de 
M.  Donc,  ea  définitive,  si  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C  en  M,  si  0  est  l'angle  du  plan 
osculateur  à  la  courbe  avec  le  plan  tangent  à  la  surface,  enfin  si  p,  est  le  rayon  de  courbure  de  la  trans- 
formée Cl  par  développement  en  M,,  transformé  de  M,  on  a  la  relation 


cos  8 

Le  théorème  que  j'obtiens  ainsi,  en  toute  rigueur,  par  des  considérations  si  élémentaires  est  le  cas 

particulier  d'un  théorème  général  concernant  un  élément  qu'on  appelle  la  courbure  géodésique  d'une 

courbe  tracée  sur  une  surface.   Si  0  est  l'angle  du  plan  osculateur  à  la  courbe  en  un  point  .M  avec  le 

cos  0 
plan  tangent  en  M  à  la  surface,  on  appelle  courbure  géodésique  en  M  la  quantité Le  théorème 

général  que  j'ai  en  vue  est  le  suivant  :  Dans  une  déformation  quelconque  d'une  surface,  la  courbure  géo- 
désique d'une  courbe  tracée  sur  la  surface  reste  la  même,  pour  un  point  déterminé  de  la  courbe.  Nous  venons 
d'établir  ce  théorème  dans  le  cas  où  la  surface  est  un  cône  ou  un  cylindre. 

5.  La  détermination  des  points  d'inllexion  de  la  transfoimée  C,  par  développement  d'une  courbe  C 
tracée  sur  un  cône  ou  sur  un  cvlindra  résulte  de  la  relation  que  nous  venons  de  démontrer.  Dire  qu'un 
point  M,  de  Ci  est  d'inflexion,  c'est  dire  qu'en  ce  point  pi  est  infini.  D'après  la  relation  considérée, 
dire  que  pi  est  infini,  c'est  dire  que,  ou  bien  p  est  infini  et  alors  le  point  M  de  la  courbe  C  est  un  point 
d'inflexion,  ou  bien  cos  0  est  nul  et  alors  le  plan  osculateur  en  M  est  perpendiculaire  au  plan  langent 
en  M  à  la  surface.  Donc,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Les  points  d'inflexion  de  la  transformée  pur  développement  d'une  courbe  tracée  sur  un  cône  ou  sur  un 
cglindre  sont  les  transformés  des  points  d'inflexion  de  la  courbe  et  des  points  de  cette  courbe  oit  le  plan 
osculateur  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  au  cône  ou  au  cijUndre. 
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Mathématiques  préparatoires  à  la  physique   et  aux  sciences  industrielles. 

1491. —  Soil  (C)  la  courbe  représentée,  en  coordonnées  rcclangulaires,  par  l'équation  y  =  f(x). 
Soit  M  un  point  quelconque  de  (C),  N  le  point  oit  la  normale  menée  à  (C)  au  point  M  rencontre  l'axe  Ox 
et  soit  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  0  sur  la  normale  MN. 

1°  Former  l'équation  différentielle  à  laquelle  doit  satisfaire  la   fonction     y  =  f{x)     pour  que   l'on  ait 
constamment     OP  =  MN,     lorsque  M  déci-it  la  courbe  (G). 

2"  Intégrer  cette  équation  diff'érentielle. 

La  normale  au  point  M(,r,  y)  a  pour  équation 

1 

Y  —  y  — ;-(X  —  x),  ou  X  —  .r-t-i/'(Y  —  y)  =  0  ; 

elle  rencontre  Or  au  point  N  qui  a  pour  abscisse    x  -^  yy'.     On  a  donc 
D'autre  part,  la  distance  OP  de  l'origine  à  cette  normale  est 

0P=    "+?/•''' 


:v/i  +  !/'^ 
Il  en  résulte  que  l'équation  difTérentielle  de  la  courbe  considérée  est 

y\'y^^i^i  =  ±  4i=^'  ^^  !/(!/'  +  1)  =  ±  (^  +  VV')- 

v'I  H-  y  - 

Prenons  d'abord  le  signe     +    ;  l'équation  peut  s'écrire 


ou,  en  posant    y'  =  p. 


p'-p+i 
Différentions  par  rapport  à  x;  nous  avons 

(p^--p^[)-x{ip-i)^ 


[p-—p  +  l)' 

dx  ' 


(//=-p-t-l)[/3(/J^-p  +  l)-l]  =  -a-("2/;-i)^> 


ou  enlin 

1    dx  _(-2;,— I) 


X    dp         (;j2_  p  +  l)(pî -+-!)(/,  -1) 
Décomposons  le  second  membre  en  éléments  simples,  nous  obtenons 
1     dx   _  1  3/j-i-  I  (2/9 -i) 


.T    dp  2(;j  —  1  )        1>(/)-  -+-  1  )        ja-  —  p  -H  i 

dx  _  dp  {3pll]dp        (2p  —  l)dp 

~J'~~'2{p—l)~    ï!(p--t-i)    '^  p^  —  p-hl 
11  est  alors  facile  d'intégrer,  ce  qui  nous  donne 

1  .  ..        3 1 


L  — 


-L'/j-  l)--L(/)--hl)— —  arctg/j  I  L(//-  — /)  +  i). 
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-4arctg;p      , 


OU  enfin 

(<) 
et  comme  on  a    y  = 


a 

{p-\ 

:  -  ip- -^ 

1,  ' 

a(f-  -~ }) 

4-l)e"^ 

arc  Igp 

W^ 

mp'-  -^ 

T? 

la 

valeur  de  y 

est 

ae 

-fafclgp 

;/-•  -  p  -  1 

(2) 

\[P  -lJ-(p--MP 

La  courbe  est  définie  par  les  équations  (1)  et  (2)  qui  donnent  a;  et  y  en  fonction  du  paramètre   p. 

Si  l'on  prend  le  signe  —  ,  et  qu'on  refasse  les  mêmes  calculs  on  obtient  les  équations  (1)  et  (2) 
où  p  est  changé  en  —p.  Comme  ce  paramètre  peut  recevoir  toutes  les  valeurs,  on  peut  dire  que  les 
équations  (1)  et  (2)  sont  les  équations  paramétriques  de  toutes  les  courbes  qui  satisfont  à  la  condition 
0P  =  MN. 

En  posant    p  =  tg  !'•,    les  équations  peuvent  s'écrire 

ail  —  sinwcosu)  ncos-u 

j"  =  —  •«  y  =  — -  ■ 

/e"(sin  w — cos«)  v'c^sin  u — cos  u) 

W".  MÉRIGOT,  à  Paris. 
Bonnes  solutions  par  MM.  11.  Janois,  à  Nantes;  M.  Lairencb. 

♦ 


ALGEBRE  ET  ANALYSE 


1488.  —  1°  Calculer  à  -—  près  la  racine  positive  de  l'équation  x''  —  a'-  —  7x —  1=0  et  à  — - 
prés  les  racines  négatives. 

2"  Montrer  que  les  intégrales  de  l'équation  différentielle 

y{3x-^i)  —  yXxi—l)  +  {x^--i-i)[a^  —  x-—lx—r  =  0 
qui  contiennent  un  paramètre  arbitraire  ).  sont  des  polynômes  de  la  foi~me    f-^l.o. 

3°  Discuter,  quand  X  varie,  le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation    /"+'■?  =  0. 

4»  Dans  quels  cas  particuliers  l'équation  di/férenlielle  yk[x)  -+-  j/'B(a;)+  C(a:)  =  0  n  admet-elle  pour 
intégrales  que  des  polynômes  '?  D'une  manière  plus  précise,  on  démontrera  que  si  l'équation  différentielle  est 
de  la  forme  !/A'(a:)  —  ?/'A(a;) -h  C(a:)  =  0,  A.  et  C  désignant  deux  polynômes,  A.  ayant  toutes  ses  racines 
distinctes,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  toutes  les  intégrales  soient  des  piolynomes  est  que  le 
polynôme     A'C — A°C     soit  divisible  par  le  polynôme  A. 

1°  Posons  g{x)  =  x'  —  X'  —  lx—i. 

Il  y  a  une  racine  positive  d'après  le  théorème  de  Descarte?. 

Elle  est  comprise  entre  3  et  4  puisque 

g{3)  =  -  4.  g{i)  =  19. 

11  y  a  deux  racines  négatives.  On  le  voit  rapidement  en  remarquant  que 

9(0)  =  -1,  g(-l)  =  A,  ^(_2)  =  L  g[-3)  =  -l6. 
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Calcul  des  farines  négalives.  —  Que\qnes  substitutions  suffiront.  La  plus  petite  racine  en  valeur  absolue 

est  plus  voisine  de  0  que  de    —  1,     surtout  si  l'on  a  égard  à  ce  que  g"{x)  est  négatif  de  0  à    —  1.     On 

trouve 

3(_0,1)  = —0,311,  ^(-0,2)  =  0,3o2. 

La  plus  grande  racine  en  valeur  absolue  est  plus  voisine  de    —2    que  de     —3.     On  trouve 

<7(-2,l)  =  0,029,  j(- 2,2)  =  —1,088. 

Calculée  la  Racine  positive.  —  Resserrons  d'abord  l'intervalle  f3,i) 
3(3,2)  = —0,872,  9(3,3)  =  0,947. 

Substituons  maintenant  3,25  5(3,25)  =  0,015625. 

Comme  on  a  9(3,24)  =  —0,165376, 

la  racine  est  donc  obtenue  sans  effort  avec  deux  chiffres  décimaux  exacts. 
Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  Newton  à  l'intervalle  (3,24,  3,23). 
g'(x)  étant  positif  dans  l'intervalle  considéré,  c'est  la  limite  3,-23  qu'il  convient  de  choisir, 

g'{x)  =  3x»— 2x  — 7, 
^'(3,2.3)  =  18,1873. 

La  nouvelle  valeur  approchée  sera  donc 

3,23  -  |2?à-^-   =  3.25  -  0,0008391 

C'est  une  valeur  par  excès. 

Une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  est 

1      ^"(3,23)  17,0 


2.10*  18,1873         2.10M8,1873 

On  voit  facilement  et  sans  calcul  que  celte  limite  ne  permet  pas  de  trouver  les  quatre  premiers 
chiffres  décimaux  de  la  racine. 

Appliquons  donc  à  l'intervalle  (3,24,  3,23)  la  méthode  des  parties  proportionnelles.  On  obtient  pour 
la  racine  la  valeur  approchée 

C'est  une  valeur  par  défaut. 

La  racine  cherchée  est  donc  comprise  entre 

3,24913  et  3,24915. 

2»  L'équation  différentielle  il  intégrer  est  linéaire  et  du  premier  ordre.  On  pourrait  lui  appliquer  la 
méthode  générale.  Les  calculs  sont  un  peu  longs. 

Nous  préférons  remarquer  que  si  l'on  trouve  un  polynôme  /"-)->?,  >-  étant  arbitraire,  satisfaisant 
à  celte  équation  diflérentielle,  la  fonction  /"-f-).?  comprendra  toutes  les  intégrales  d'après  la  théorie 
de  l'équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre. 

D'autre  part,  il  est  naturel  d'après  les  degrés  des  polynômes  qui  entrent  dans  l'équation  différen- 
tielle de  chercher  une  intégrale  qui  soit  un  polynôme  du  quatrième  degré. 

Écrivons  donc  que  le  polynôme 

y  =  Ax'  -!-  B.r^  +  Cx-  4-  D.r  -+-  F 

satisfait  à  l'équation  différentielle.  Nous  aurons  l'identité 

(3x-+-i)(Aa:'  +  Bx^-+-C.r2  +  Dj:-+-F)— (a;'-l)(4Aa;'-i-3Bx»^-2Ci-t-D)H-(x'-hl)(a;'— xî  — 7ar  — 1)  =  0, 
d'où        A  =  1,  B-f-C=2,  3B-hC-+-2D=2,  2C-+-D-t-3F  =  7,  D+F=!; 

cinq  équations  en  A,  B,  G,  D,  F,  mais  les  quatre  dernières  se  réduisent  à  trois  comme  on  le  voit  en 


ALGÈBRE  ET  ANALYSE 


111 


ajoutant  membre  à  membre  la  seconde  et  la  cinquième,  puis   la   troisième  et  la  quatrième  ;  laissons 
B  arbitraire  ;  posons    B  =  X,    nous  aurons    G  =2  —  ).,     D= — X,     F  =:  1 -h  ).,     et  par  suite 

!/  =  x'  -)-  Xx'  H-  (2  —  l)x'-  —  Xx  -H  1  +  X, 

y  =  (x-^  -+- 1)2  -+-  X(.r'  -x^-x-hl)  =  (.-'•-  -+-  1)^  -h  X(x  -  l)%x  -h  i). 
3"  Pour  discuter,  quand  X  varie,  le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation 

{x-  -hiY-^\(x- ^y{x -+- 1)  z=  0, 


construisons  la  courbe 


(x^- 


l) 


(x-iy{x^i} 

Nous  aurons  à  chercher  son  intersection  avec  la  droite    j  h-X  =  0. 
Cherchons  les  variations  de  la  fonction  z  considérée  ;  elle  a  pour  dérivée 
,        {x--hl){x^ — X-  —  7a:  —  1) 
'  ~  {x  —  if{x-hi]- 

On  pouvait  prévoir  que  le  polynôme  (x^  —  x-  —  Ix  —  ^){x^  +  1)  serait  en  facteur  dans  la  dérivée 
de  z,  car  le  premier  membre  de  l'équation  dilTérenlielle  considérée  au  paragraphe  précédent  montre 
que  le  polynôme 

{x'-Jriy-  +  lix—i)Hx-\-i) 

ne  peut  avoir  d'autre  racine  double  que  les  racines  du  polynôme 

(j;3  —x^  —  lX  —  1){X-  -f-  1). 

La  courbe  représentant  les  variations  de  la  fonction  z{x]  peut  donc  être  tracée.  Appelons  a-,,  x,,  x^ 
les  racines,  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante,  de  l'équation    x'—  x-  —  7x  —  i  =0.     Appelons 

:,,   ïj,   ^3     les  valeurs   correspondantes  de    z. 


1  est  voisin  de     :( — 2)  = — 


z^  est  voisin  de    z(0)  =  1, 


est  voisin  de     :  (3) 


2o 

4 


est  intéressant  de  faire  la  remarque  que  l'identité 

:  =  x  -h  l-\- 


La  discussion  du  nombre  de  racines  réelles 
de  l'équation  proposée  est  immédiate  sur  la 
figure  : 

Si    — X  >  Zj     4  racines   réelles  et  distinctes, 
3  positives,  une  négative  ; 
2  racines  distinctes  de  signes 
contraires,  x^  racine  double  ; 
2  racines  réelles  de  signes  con- 
traires ; 
une  racine  double  x^  ; 
aucune  racine  réelle  ; 
une  racine  double  x,  ; 
2  racines  réelles  et  distinctes, 
négatives. 
Il  était  inutile,  pour  la  discussion  précé- 
dente, d'étudier  le  point  à  l'infini  de  la  courbe 
précédente  obtenu  pour  x  et  j   infinis.  Mais  il 


4a;- 


(x  — DH-v-Hi) 
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obtenue  par  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur,  donne  l'asymptote  :=.t4-1,  montre 
quelle  est  tangente  à  la  courbe  au  point  situé  sur  0:,  et  donne  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à 
l'asymptote. 

4°  Considérons  le  polynôme  y  =  f  ^lo,  felo  étant  deux  polynômes  à  coefficients  constants, 
l  étant  un  paramètre  variable.  Ce  polynôme  donne  toutes  les  intégrales  de  l'équation  différentielle 

4^=^  ou  !/?'-'/?-(/■?'-/■'?)  -0. 

y  —f       ? 

Nous  ne  chercherons  donc  les  conditions  pour  que  l'équation  différentielle 

(1)  yX{x)^y'B(.v)+C{x)=0 

n'admette  pour  intégrales  que  des  polynômes  qu'en  supposant,  condition  nécessaire,  que  A,  B,  C  soient 
des  polynômes. 

Remarquons  encore,  d'après  la  théorie  de  l'équalion  ditîérentielle  linéaire  du  premier  ordre,  que  si 
l'équation  (1)  a  pour  intégrales  les  fonctions  f  +  lo,  ).-s  représente  toutes  les  intégrales  de  l'équation 
sans  second  membre 

(2)  yA(x)+y'B(x)  =  0. 

Une  autre  condition  nécessaire  est  donc  que  l'équation  (2)  n'admette  pour  intégrales  que  des  poly- 
nômes. Il  suffit  pour  cela  qu'elle  en  admette  un,  soit  9.  On  aura  donc 

?'   _    —  Afx) 
Y  ~       Bu-) 
Il  faut  donc  :  ou  bien  que  le  polynôme  A{x)  soit  la  dérivée  changée  de  signe  du  polynôme  B(x)  ou 
bien  que  cette  condilion  soit  remplie  après  multiplication  ou  division  des  deux  polynômes    A  et  B    par 
un  même  troisième. 

En  tous  cas,  nous  avons  montré  que  l'équation  différentielle  (l)  doit  être  de  la  forme  suivante,  ou 
s'y  ramener  yA'(x)  —  y'.\(ar)  H-  C'a;)  =  0, 

A  et  C  étant  deux  polynômes. 

Posons    y  =  uA[x),    u  étant  la  nouvelle  fonction  à  déterminer. 
L'équalion  différentielle  en  m  sera 

u\{x)\'{i)  —  [u\'{x)  -+-  u'A(x)j  k{x)  -+-  C(x)  =  0,  ou  "TA(-r)j-  -Cx)  =  0, 

r  C{x)dx 
ou  enlm  «  =    /    -. ,  ,-^  +  >■ 


_     r  C{x)dx 

Donc,  y  =  A(i)  /  -7-^  -hXA(.r). 

./    [A(.r)j- 


Nous  arrivons  donc  à  la  condition  suivante  qui  jointe  aux  précédentes  donne  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  :  que  la  fonction    /  — '■ soit  une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  soit 

./     ^AiJ-i]- 
un  diviseur  de  .\. 

Cette  dernière  condition  est  facile  à  expliciter  quand  le  polyno  ne    .\    n'a  rjuc  des  racines  simples. 
Elle  prend  alors  la  forme  suivante  :  il  faut  que  dans  la  décomposition  en  éléments  simples  de  la  fraction 

rotionnelle     /  ,  .    les  éléments  simples  contenant  les  facteurs  primaires  an  premier  degré  dispa- 

„/    [A(x)J- 

raisscnt.  Et  cette  condition  est  suflisanlc  si  r6(|uation  différentielle  est  de  la  forme 

yA'ix)  —  y'Aix)-hC(x)  =  0, 
A  n'ayant  que  des  racines  simples. 

Posons  A  =  {x—a){x  —  h)  ...  (,t  —  /). 

On  a 

C(a:)      _  :»,  g. 

[\[x}]'    -^^""'-^  (x-fl)^  "^  (x-a)   "^'' 
P(x)  étant  un  polynôme,  1,  et  ».  des  constantes. 
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Cette  identité  peut  s'écrire,  en  posant 

A,(.e)  =  {.v—h)  ...  {■l'  —  l), 

C(x] 

'      =  V{x)(x  -  af  +  «,  -H  ï.fa;  -  a) -^ 


[A,(x)]= 

Donc   a,    est  la  valeur  prise  par  la  dérivée  du  premier  membre  pour    x  =  a.     Il  en  résulte  que   «, 
est  nul  si  l'on  a 

A,(a)C'(a)  -  2C(a)A',(«)  =  0. 

Or  k[x)  =  {x  —  a)ki{x), 

A'{x)  —  Ai(a?)  -f-  [x  —  a)A',(a;), 
M'ix)  =  2A;(x)  H-  fa;  —  a)k'[(x). 

Donc  A,(a)  =  A'(o),  2A;(a)  =  A"(a) 

et  la  condition  pour  que  «j  soit  nul  s'écrit  encore 

K'[a)a{a)  —  A"(a)C(n)  =  0, 
Tous  les  nombres  tels  que  -j-,  correspondant  à  toutes  les  racines    a,  h,  . . .,  /    sont  donc  nuls  si  le  poly- 
nôme   A'C— A"C     est  divisible  par  le  polynôme  A. 

Pour   terminer,  faisons  la  remarque  suivante.  Montrons  qu'une  condition  nécessaire  pour  que 

l'équation  diiïérentielle 

yM{x)  —  i/A.{x)  H-  C(x)  =  0    (A  et  C  polynômes) 

n'admette  pour  intégrales  que  des  polynômes  est  que  le  polynôme     A'C  — A"G     soit  divisible  par  A, 
que  A  n'ait  ou  non  que  des  racines  simples. 

Exprimons  en  effet  que  le  polynôme  '/  est  intégrale.  On  a 

C(x)  =  y'X{x)  —  yk'{x) 
et,  en  dilTérentiant,  C'(a;)  =  y"X{x)—yk"{x) 

et,  par  suite,  A'(x)G'(a;)  —  A"(a;)C(a;)  =  A(.r)[i/"A'(.r)  —  y'k"{x)\. 
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1492.  —  Soit  dans  un  plan  vertical  la  parabole 
l    X  =  p  sh^, 


;/  =  -^«h^ 


P>0, 


l'axe  des  y  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  bas.  On  suppose  qu'un  point  malérifl  uniquement  soumis  à  son 
poids  soit  astreint  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  cette  parabole. 

1'^  Montrer  que  dans  deux  cas  particuliers  on  peut  exprimer  t  en  fonction  de  a  à  l'aide  des  fonctions 
introduites  dans  le  cours. 

'i"  Montrer  que  la  réaction  normale  de  la  parabole  sur  le  point  matériel  est,  en  chaque  point,  inverse- 
ment  proportionnelle  au  rayon  de  courbure. 

Interpréter  le  cas  où  la  réaction  est  constamment  nulle. 

3"  Application  numéi'ique.  —  On  suppose  que  le  point  matériel  soit  lancé  en  un  point  d'ordonnée  ^0p 

vers  le  sommet,  la  vitesse  initiale  étant  telle  que  la  vitesse  s'annulerait  au  soinmet.  Calculera    —-r-    près 
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.  I  ~l.  t  t'Iiint  If  temps  mis  par  le  point  matériel  pour  passer  du  point  d'ordonnée  iOp  au  point  d'ordonnée 

V  ;* 


p 


Nous  prendrons  comme  sens  positif,  sur  la  parabole,  celui  des  o  croissants. 
On  a  (/•'  =  p  ch  orfo,  dtj  =  p  sh  o  ch  odo. 


d'où  ds  =  -H  v/p"-ch-o(l  -HSh-  <f)rf-f  =  pdi-ido. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  demi-tangente  positive  sont  donc 

rfr  1  dy        .  -, 

—  =  ,  -^  =  tgh<5. 

ds         ch  ç.  ds 

Par  suite,  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-nonnale  dirigée  vers  le  centre  de  courbure  sont 

1 

-tgho,  -— . 

ch  o 


Knfin,  calculons  le  rayon  de  courbure  :  au  point  de  paramètre  o.    Nous  prendrons  la  valeur  abso- 

ds 
le    — ;    ï  étant  l'un  des  angles 

(/a 

ï  est  donc  donné  par  l'égalité 


ds 
lue  de    — ;    ï  étant  l'un  des  angles  de  Ox   avec  la  tangente 

(/a 


tg.  =  ^  =  sh,. 
On  en  tire 

(1-1-  tg-  y.)d'x  =  ch  (prfc  ou    •  (1-1-  sh-  'i)rfa  =  ch  -ido 

0"  ''''  -  Thi:  ■ 

Par  suite,  =  «  ch' ts, 

aa 
expression  qui  est  toujours  positive. 

1.  Les  deux  é(juations  intrinsèques  du  mouvement  d'un  point  matériel  de  masse  m  uniquement 

soumis  à  son  poids  do  composantes  0,  nuj,  astreint  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  la  paral)ole  donnée 

sont,  en  appelant  F  la  réaction  normale  de  la  paiabole  sur  le  point  matériel  (comptée  positivement  \  ers 

le  centre  de  courbure), 

dv  ,  '      )}-          ma 

m—r-  =  ï/u/tghi.  M —  =  — --=^ — hr. 

dl  ■'  o    .  ,          c],,^ 

La  seconde  donnera  la  réaction. 

La  première  est  une  équation  différentielle  du  second  ordre  ([ui,  intégrée,  donnera  la  relation  entre  t. 
et  /.  Klle  s'intègre  une  première  fois  en  multipliant  les  deux  membres  par 

ds  ,        d-^ 

«=-;-    =    WCh-  C  -7^- 

dt        '        ■  dl 
L'intégrale  première  ainsi  obtenue  est  l'intégrale  des  forces  vives,  ([ui  ne  cuntienl  pas  la  réaction 
normale  dont  le  travail  est  nul.  et  (|u'on  peut  écrire  immédiatement 

mv-  mil 

ou 

(1)  v-=:igy^li, 

ce  qui  montre  que  la  constante   /(    est,  en  fonction  des  conditions  initiales,     li  —  v-  —  2(/i/o. 

L'égalité  (1)  est  une  équation  dilVérentielle  du  pri'mier  ordre  qui  s'écrit 

p-  cil*  qI  —j-  \    —  [1)1  sli-  9  ■+■  h. 
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Elle  est  à  variables  séparées  et  s'écrit  encore 

,    ,  cil-  o  rf'i 

(2)  p    ,  ■ =  dt. 

s,r]p  sh-o  -h  A 

Le  signe  à  prendre  devant  le  radical  est  ainsi  déterminé  par  le  sens  de  la  vitesse  initiale,  et,  si  elle 
était  nulle,  grâce  à  celte  remarque  que  le  point  matériel  descendra  sous  l'action  de  son  poids.  Il  faut  tou- 
tefois supposer  que  la  position  initiale  (la  vitesse  initiale  étant  nulle)  n'est  pas  le  sommet,  qui  est  une 
position  d'équilibre.  Le  signe  ainsi  déterminé  ne  pourra  se  modifier  qu'aux  changements  de  sens  du 
déplacement  du  point  matériel  sur  la  trajectoire.  Ces  changements  de  sens  ne  pourront  se  produire  (les 
conditions  initiales  étant  bien  déterminées)  qu'en  un  seul  point  donné  par 
3psh-'f+A  =  0,  ce  qui  exige  h  <^Ç). 

Le  signe  de  sh  o   sera  déterminé  par  le  signe  de  o,. 

Ces  quelques  remarques  mèneraient  facilement  à  la  discussion  du  mouvement  quand  les  conditions 
initiales  varient. 

Faisons  la  remarque  que  l'intégration  de  l'équation  ("i)  se  ramène  au  calcul  de  la  primitive 

ch-  o  rf'r 


/•; 


f/psh-'r  +  h 
Posons    sh  V-  —  '•    il  vient 

/^/?+lrf).   _     .'         (l-^\)dl  _     r À^rfX ^    r  dl 

J     ^igJiJ'Z^h  "  j    <,lQ~'-\-\){rip>---  h)  ~  j    \'{f^-'-i){gp'''  ^h)       .1    k{i-  -^  l){gpl^  —  h) 
Nous  nous  trouvons  ramenés  à  des  intégrales  appelées  elliptiques  qui  introduisent  des  fonctions  ne 
se  ramenant  pas  à  celles  étudiées  dans  les  cours  de  mathématiques  spéciales. 

Nous  nous  bornerons  à  constater  que  dans  deux   cas  particuliers  réquallun   iliiïérentielle  (2)  se 
simplifie  : 

1»  Si     h  =  0;     2°  si     /;  =  np. 

l»     /i  =  0.     On  a  _ 

ou  enfin  ±  i/^-^  «  =  ch  o  -4-  L  Ig  h  -^  —  ^  ch  -^,  -^  L  tg  h  ^  )  ■ 

«.„  donne  la  position  inilialo  du  point  matériel.  Nous  avons  supposé  ti(,  positif,  ce  qu'on  a  toujours 
le  droit  de  faire. 

Le  signe  +  correspond  au  cas  où  ?i  est  positif.  Le  point  matériel  descend  alors  indéfiniment. 

Le  signe  —  correspond  au  cas  où  =„  est  négatif.  Le  point  matériel  remonte  vers  le  sommet  et 
l'on  a  _ 

1  /-^  /  =  ch  ço  -  ch  ç>  -h  L  tg  h  ^  —  L  tg  h  -^. 

o  diminue  et  tend  vers  zéro  quand  t  croit  indéfiniment.  Le  point  matériel  tend  donc  vers  le  som- 
met de  la  parabole  sans  jamais  y  parvenir. 


2°     h  =  fip,     on  a 


^V^ 


dt=±\/  -i-chcrf-.. 

On  peut  encore  supposer  oo  positif  ;  il  y  a  encore  deux  cas  à  examiner,  ceux  où  le  radical  doit  èlre 
pris  avec  le  signe  -+-  ou  le  signe  — ,  et  l'on  a 

t  =  ±\/  -  (sho  — shç„). 


H6 
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Le  point  matériel  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  parabole  en  décrivant  l'une  ou  l'autre  des  deux 
portions  limitées  à  la  position  initiale. 

2.  Pour  calculer  la  réaction,  reprenons  l'équation 


On  a 
Donc 


F  = 


mv-         nig 
p  ch  u 

V-  =  2gy  +  h  =  gp  sh^  a  -+-  h. 
ish-ç -+-/()         mg  mgp  sh- r^ -{- mh  —  mgp  ch- o 


p  ch'  o 


pch^  ç 


F  = 


in{h  —  gp) 
p  cW  <? 


La  réaction  normale  de  la  parabole  sur  le  point  matériel  conserve  toujours  le  même  sens,  dirigée 
vers  la  normale  intérieure  si    h  >  gp,     vers  la  normale  extérieure  si    h  <  gp. 

Elle  est  inversement  proportionnelle  au  rayon  de  courbure.  Enfin,  elle  est  constamment  nuUelors- 

que    h  =  gp. 

C'est  un  cas  particulier  qui  a  été  rencontré  dans  la  première  partie.  11  signifie  que  les  conditions  ini- 
tiales sont  telles  que  la  parabole  est  la  trajectoire  du  point  matériel  supposé  libre  et  soumis  uniquement 

à  son  poids.  

Il  était  facile  de  prévoir  qu'on  rencontrerait  ce  cas  particulier.  La  parabole  donnée  est  à  axe  vertical  ; 
elle  est  concave  par  rapport  à  une  verticale  descendante,  conditions  néces- 
saires. Rappelons  que  si  un  point  matériel  libre  uniquement  pesant  est 
lancé  en  A,,   avec  une  vitesse  ¥„   faisant  l'angle  a^  avec  l'horizontale,  le 

V^  cos^  a 
paramètre  de  sa  trajectoire  est   — -■ 

Or,  c'est  un  problème  de  géométrie  très  élémentaire  que  de  montrer 

A,  -^        qu'il  existe  dans  un  plan  donné  une  parabole  et  une  seule  d'axe  vertical, 

concave  vers  la  verticale  descendante,  de  paramètre  donné  et  tangente  à  une  droite  donnée  en  un  point 
donné.  Donc  si  l'on  a 


Vs 


PO 


COS-ot„ 


=  pgch-'i,, 


c'est-à-dire 


2<;pyj -+-//  =  ,7psh=9o-t-/(  =  f/pch^Oj.  ou  enfin  h  —  gp. 

In  parabole  donn(^e  sera  la  trajectoire  du  point  matériel  uniquement  pesant  et  libre. 

2"  Appiic'ilion  »!()HP/i'y«('.  —  On  se  trouvedans  lecasoù  /  est  exprimé  au  moyen  de  ç  par  la  formule 

.'7,  __„!.„  ..I,,.    .    |,t<rh -^  — Ltgh  ^, 


v/^ 


ch  fo  —  CM  tp-t- 


avec  les  valeurs  numériques  .suivantes  : 

sh2<p„  =  20, 
sb  <p„  =  ,/20, 
sh  <f  =  1 , 
Calculons    Igh-^    et    tgh-^- 
i>n  a  les  formules 


ch=o„  =  2i. 
ch  ç„  =  ^/21. 
ch  <?  =  /l, 


iJsh-^ch  j=  sh?, 


ch''  -f  -t  sir-  -^  =  cil  ?. 
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D'où 

=  tgh'r,  ou   enfin  Igh^f ; — - — hl  =  0, 

s  te  hr 

1  +  tgh^^  ^ 

tg  hf  étant  donnée  inférieure  à  1  en  valeur  absolue,  cette  équation  a  deux  racines  réelles,  de  même 
signe,  dont  le  produit  est  1 . 

La  plus  petite  seule  (en  valeur  absolue)  est  acceptable,  et  si   tg  ha  est  positif  on  a 

°      2    ~   tghf       V  tgh-,  sh?      ■ 

Appliquons  aux  valeurs  numériques  données;  nous  aurons 

',-,  v'ïï— 1  i 

tgh-^  ^        ,—  ■  ,  tgh-z^v'â  — 1. 

"      2  ^/20  2 

Par  suite 

v'2Ï  — 1  _  ,_,         .      .       v'fl  — 1 


/  n  -  v'zl  —  ï  _  ,_ 


p  v*^  v'20!\'2— 1 

_         _      ,   v/2Ô(v/-2Î-I)(/2+l)          _       ,-       ,   v^4D+v42S-v/iO-v/2Ô 
=  v/21-v2-^L ^^j =  /âî-v/2  +  L- 20 

Or  \/84Ô  =  28,98270. . .  ^420  =  20,49390. . . 

M=    6,324S5...  v/2Ô=    4,47213... 

v^iî  =    4,3823...  i/2  =    1,1142... 

Donc  a  =  ^^^^^"^^- v^^'^" -'^"^  ^  1.93399. . . 

loge 

logfl  =  0,28646,  log  loga  =1,45706, 

log  c  =  0,43429,  log  log  e  =T,63778, 

colog  log  e  =  0,36222, 

Donc  logLo  =7,81928, 

La  =  0,6o96 
et,  par  suite,  le  nombre  cherché  à  -r- —  près,  par  excès,  est  3,83. 

Bonnes  solutions   :  MM.  M.  Lacbk.nce  ;  ("•.  Cottt,  élèTe  à   l'Ecole  normale  supérieure;  E.  Aciiibebt,  élève  au  lycée  de 

Marseille. 
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CERTIFICAT   DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES  [Grenoble,  novembre  1906.) 

Composition  écrite. 
1570.  —  1"  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 

2"  Déterminer  une  solution  particulière  telle  que  pour    (  =  0,    on  ait    .--  =  0,    y  —  0.    Construire,  pour 
cette  solution  particulière,  la  courbe  que  décrit  le  point  de  coordonnées  x  ti  y  lorsque  t  varie; 
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3°  Déterminer  :  1»  l'aire  comprise  entre  cette  courbe,  l'axe  des  x  et  la  droite    x  —  \  ;    2"  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  et  la  droite    x  =  i  ; 

i"  Montrer  que  par  le  point     .  =  1,    ;/  =  -  i,     on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 

Epreuve  pratique. 

I.  -  Calculer  les  coordonnées  du  rentre  de  gravité  de  l'aire  limitée  par  la  courbe 

a- 
v/l  —  :c- 
l'axe  des  ..■  et  la  droite    ./•  =  ^     lorsque  t  est  compris  entre  0  et  1. 

Cas  particuliers  où     (  =  — ,      (  =  — - 

L'iie  deviennent  les  formules  lorsque  t  tend  vers  1  .' 

II.  —  Montrer  que  l'équation 

X  ^ + ■•■'  ~  ^ 

n'a  qu'une  racine.  Trouver  deux  entiers  comprenant  entre  eux  cette  racine.  La  calculer  par  approximation. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1571.  —  On  donne  un  polvnome  du  troisième  degré  quelconque  /  (x)  et  on  forme  l'équation 

[r(x)Y-2f{x)r{^)  =  o. 

Montrer  qu'elle  admet  deux  racines  réelles  et  deux  seulement. 

Ch.  Michel. 

1572.  —  ,>oientdans  l'espace  deux  droites  01»,  OD'  situées  dans  un  plan  P,  un  point  lo  pris  sur  la  perpen- 
diculaire en  0  au  plan  P,  et  une  droite  quelconque  A.  On  considère  les  plans  variables  passant  par  a  et  rencon- 
Irant  OD,  CD'  en  M  et  M'  : 

1°  Trouver  le  lieu  r  des  centres  des  sphères  S,  passant  par  les  points  0,  t.,,  M,  M'  ; 
2o  Trouver  la  surface  enveloppe  S  des  sphères  S,  et  construire  le  contour  apparent  de  i:  sur  le  plan  P. 
:i"  La  courbe  r  est  une  conique  :  trouver  le  lieu  du  centre  de  cette  conique,  lorsque  la  droite  OD,  le  point  r.. 
et  la  droite  A  restant  tixes,  la  droile  OD'  tourne  autour  du  point  0  dans  le  plan  P. 

('■.  Pki.ismer. 

1573.  —On  peut  .se  proposer  d'établir  les  formules  des  lentilles  sphériques  en  se  basant  uniquement  sur  la 
nature  physique  de  la  lumière.  Aceleft'et,  on  supposera  qu'un  mouvement  vibratoire  a  son  origineen  un  certain 
poml  A  d'un  milieu  dans  lequel  il  se  propage  avec  une  vitesse  v  ;  par  l'intermédiaire  d'une  surface  sphérique 
S  de  centre  C,  de  rayon  /■  et  de  faible  ouverture,  il  se  transmet  dans  un  second  milieu  oi'i  il  se  propage  avec 
une  vitesse  v'  et  se  comporte  comme  s'il  avait  une  origine,  réelle  ou  virtuelle,  située  sensiblement  en  un  point 
A'.  On  cherchera  une  relation  entre  les  distances    SA  —  />    et    SA'  =p'. 


DEUXIEME   PARTIE 


GEOMETRIE   ANALYTIQUE 


1522.  —  0»  considère  un  xriiuirnl  ih  ilvuHr  .\l{  injnnl  pour  l<»ujun(r  2n,  ri  par  Ira  poi»ls  A  «'/  M 
on  mène  deux  demi-droites   Au  ri   i{,i   pnraUcles  d  de  même  sens. 

1*  7'rouver  l'èrfuntion  du  cercle  taitrjrnt  à  AB,  A«  el  Ho,  m  /onclion  de  l'angle  *  ifue  fnil  In  dirertion 
Bv  avec  la  direction  Ali,  ri  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle. 


GÈOMEÎRIE  ANALYTIQUt: 


«9 


^^ 


i"  Trouver  II' lieu  du  point  de  contact  M   de  lu  demi-droite  Bi;  nver  le  cercle  indiqué  et  les  coordonnées 
de  M  en  fonction  de  s. 

3°  On  demande  de  rectifier  cette  dernière  courbe,  de  trouver  su  longueur  totale,  de  calculer  le  rayon  de 
courbure  et  les  coordonnées  du  centrée  de  courbure  en  un  point  variable  ayant  pour  paramètre  o. 

Prenons  pour  origine  le  milieu  do    AB,    pour  axe  des   x    lu  demi-droite  OA,  et  pour   axe  des   y 

une  perpendiculaire. 

1.  Il  est  évident  que     BM  =  BP,     AN  =  AP  ;     par  suite, 

AN  +  BM  =  BA  =  2rt, 
et,  comme  20C  =  AN-i-BM,  nous  voyons  que  OC  =  a.  Le  lieu 
du  point  C  est  donc  un  cercle  décrit  de  0  comme  centre  avec  a 
comme  rayon.  Les  coordonnées  du  point  C  sont  a  cos  »,  a  sin  * 
et  le  rayon  du  cercle  tangent  aux  trois  droites  AB,  Au,  Bw  est  égal 
à   a  sin  .;.  L'équation  de  ce  cercle  est  donc 

X-  -{-y-  —  ia'x  cos  ç  -f-  ?/  sin  o)  -h  «-  cos-  ç  =  0. 

2.  On  a  visiblement 
BM  =  BP,     BM  =  rt  4-a  cos  o  —  a[i  +  cos  o). 

Si  donc  on  prend  pour  pôle  le  point    B,    pour  axe  polaire  la  demi- 
droite  BA  ou  B.c.  on  voit  que  l'équation  du  lieu  de  M  en  coordonnées  polaire^  est 

î  =  a(l  -+■  cos  u)),  (u  =  =>  ; 

par  suite,  les  coordonnées  de  .M  en  fonction  de  9  sont 

X  =  a(l  -H  cos  o)  cos  =>,  ;/  =  a(l  -I-  cos  o)  sin  o, 

dans  le  système  d'axes  ayant  pour  origine  le  point  B.  L'équation  polaire  du  lieu  nous  montre  que  le 
lien  du  point  M  est  une  cardioïde  ayant  le  point  B  pour  point  de  rebroussement  et  la  droite  BA  pour 
tangente  en  ce  point. 

3.  On  a     ds-  =  dx^  +f'y-  =  dp'--^-Jdw-,     par  conséquent     du-  =  ia-  cos-  —^  dui-, 
ds  =  '2a  cos  — dto;  donc  s  —  ia  sin  — — rG'«. 

Si  l'on  prend  le  point  A  pour  origine  des  arcs  et  que  l'on  fasse  s  nul  pour  w  =  0,  on  aura 
s  =  4rt  sin  — ^  et  il  suffira  de  faire  varier  w  de  0  à  -  pour  avoir  la  longueur  de  la  moitié  supérieure 
de  cette  courbe.  On  trouve  ainsi    s  =  ia.     La  longueur  totale  est  8a. 


Le  rayon  de  courbure  est  donné  par 


W 


(x'-' 


xy  —ijx 
.Mais  il  vaut  mieux  dans  le  cas  actuel  former  d'abord  l'équation  de  la  normale,  cbercher  ensuite  le 
point  où  elle  touche  son  enveloppe,  ce  qui  fournit  le  centre  de  courbure,  puis  prendre  ensuite  la  distance 
de  ce  point  au  point  .M,  ce  qui  donne  le  rayon  de  courb'ire.  Or  l'équation  de  la  normale  est 

(X-a')x'  +  (Y  — i/l.V  =  0: 
ici  elle  se  réduit  à 

(1  H-  00s  o)[(rt  — x)  sin  9  H-  ;/  cos  9]  —  sin  ç.(j;  cos  o  -+- 1/  sin  ç)  =  0. 
En  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  9  et  combinant  la  nouvelle  équation  avec  l'ancienne,  on  trouve 
le  point  caractéristique  de  l'enveloppe  des  normales,  c'est-à-dire  le  centre  de  courbure.  L'équation  de 
la  normale  s'écrit  d'abord 

j;(sin  5  ■+-  sin  2'iJ  —  y  (cos  o  -+-  cos  as»  —  a  sin  ^[l  -+-  cos  -S)  =  0 

.       3c;  :}o  .  -- 

ou  X  sm  — ;^ y  cos  — ^  =  a  sm  &  cos  —  • 
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la  dérivée  par  rapport  à  9  est 
3o 


y  sin-^  =  jaUos-fCos^  —  ~  sin -^  sin  |-j, 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  résoudre  ces  deux  équations  par  rapport  à    a-    et  à    y:    en  multipliant  la  première 

.      3'i      ,  ^  3o 

par  sm  —,    la  seconde  par  cos-^  et  ajoutant,  nous  avons  a-;    puis,  en  multipliant  la  première  par 

3?       ,  ,  .      3œ  . 

—  CCS—)    la  seconde  par  sm-^  et  ajoutant,  nous  avons  y  : 

l  J^  =  —  (1  +  cos  ç.  +  sin  ^o), 

1  '^ 

I  y  =  -:j-(sin  ^  —  sin  !i  cos  ç). 

Quant  au  rayon  de  courbure,  c'est  la  distance  du  point  M  au  centre  de  courbure  et  nous  avons  ainsi 

ici-  ,      ,  .  ■     ->  >  1        8rt-  ^         I6fl-        ,,  3 

H^  =  ;^(cos  o  -+-  cos  23)-  -+-  (sin  o  +  sm  a-ii^J  =  ~q~i^  +  cos  o)  =  —g—  cos^  -^  ; 


finalement 


R  =  —  COS. 


Bonnes  solutions  :  MU.  G.  CoTiy,  élève  Je  l'Ecole  normale  supérieure;  R.  Maxes.  à  Albi  ;  J.  L'Hehmitte,  lycée  de  Caen  ; 
A.  CoTTT,  lycée  de  Dijon;  H.  M\S5os  ;  E.-N.  Bahisikn  ;  Mobet,  à  Paris  ;  0.  Koocnv,  à  Riianne;  J.  Soudet,  élève  au  lycée  de 
Rouen;  G.  Bresse,  à  Vic-Exetnpiet. 
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1519. 

inférieur. 


Cadr> 


—z —     •    Placer  la  lit/ne  de  teiTe  :cy  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et  à  250™"  du  côté 

Le  tore,  reposant  sur  le  plan  horizontal,  est  engendré  par  un  cercle  de  40°""  de 
rayon,  tourna7il  autour  d'nn  axe  vertical  ;  cet  axe  a  sa  projection  verticale  au  milieu 
de  la  feuille  ;  son  pied  est  à  120'n"  au-dessous  de  xi/.  La  distance  du  centre  du 
cercle  générateur  à  l'axe  est  égale  à  70™". 

La  sphère  bitangente  au  tore  a  liO"™  de  rayon,  son  centre  0,  0'  (b.  déterminer) 
est  au-dessus  du  tore,  vers  la  gauche  de  la  feuille  et  dans  un  plan  vertical  P'aP 
conduit  par  l'axe  du  tore  et  tel  que  l'angle    a;aP  =:  43°. 

Après  avoir  déterminé  les  projections  de  la  ligne  communes  aux  deux  surfaces, 
on  représentera  la  partie  solide  du  tore  extérieure  à  la  sphère,  en  supposant  celle-ci 
enlevée. 

Dans  la  mise  à  l'encre  on  indiquera  les  consti'uctions  d'un  point  quelconque 
de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  constructions  des  points 
principaux  et  des  lignes  particulières . 

Les  points  principau.c  seront  mis  en  évidence  par  de  petites  circonférences  de 
1™™  de  rayon,  ayant  ces  points  pour  centres  [trait  rouge  continu). 

Titre  extérieur  ;  Géontélrie  descriptive.  —  Titre  intérieur:  Sphère  bitangente 
au  tore. 

Détermination  des  deux  surfaces.  —  On  a  immédiatement  le  contour  ;ippareiU  vertical  et  le  contour  appa- 
rent horizontal  du  tore  d'après  l'énoncé.  Pour  déterminer  la  sphère,  supposons  d'abord  que  son  centre  est  dans 
le  plan  méridien  de  Iront  du  tore,  et  k  gauche  de  l'axe  ;  sa  section  méridienne  de  front  sera  un  grand  cercle  qui 
touchera  extérieurement  la  circonférence  de  droite,  et  intérieurement  la  circonférence  de  gauche,  sections  du 
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tore  par  le  même  plan  de  front.  Il  sulfil  donc  de  décrire  de  chacua  des  centres  de  ces  circonférences  des  arcs 
de  cercle  ayant  respectivement  pour  rayon  (140+40)  ou  180"»  et  (140—40)  ou  100""  et  de  prendre  le 
point  commun  à  ces  arcs  au-dessus  du  plan  de  l'équateur  du  tore  pour  obtenir  le  centre  de  la  sphère  (w,.  wi). 
En  faisant  tourner  ce  point  autour  de  l'axe  du  tore  d'un  angle  de  &  nous  avons  le  centre  (w,  w'I  de  la  sphère 
déflnitive. 

Point  courant  de  l'intersection  et  tangente.  —  On  peut  obtenir  la  courbe  d'intersection  par  points  au  moyen 
de  plans  horizontaux  auxiliaires.  Chacun  d'eux  donne  sur  la  sphère  un  cercle  et  sur  le  tore  deux  autres  cercles 
qui  peuvent  faire  connaître  par  leur  intersection  quatre  points  de  la  courbe  cherchée.  Nous  avons  indiqué  cette 
construction  pour  un  point  courant  situé  dans  le  plan  horizontal  a'b'  à  l'intersection  du  parallèle  oh  du  tore 
avec  le  petit  cercle  ojc  de  la  sphère.  La  tangente  en  ce  point  est  la  perpendiculaire  au  plan  des  normales  à 
chaque  surface  au  point  M.  La  normale  à  la  sphère  est  le  rayon  oim,  w'm' ;  pour  le  tore  il  suffit  de  prendre  le 
point  s'  où  la  normale  b's'  à  la  méridienne  de  front  sur  le  même  parallèle  coupe  l'axe  du  tore,  et  joindre  s'm' 
qui  se  projette  horizontalement  en  om.  On  a  de  suite  l'horizontale  d'e',  de  du  plan  des  normales  et  la  perpen- 
diculaire ml  donne  la  tangente  en  m  ;  la  tangente  à  la  projection  verticale  a  été  obtenue  en  prenant  la 
trace  i  de  la  tangente  sur  le  plan  équateur  du  tore,  en  tenant  compte  d'une  particularité  qui  sera  signalée  plus 
loin.  —  On  aurait  pu  d'ailleurs  construire  simplement  la  perpendiculaire  à  une  ligne  de  front  du  plan  des 
normales. 

Points  remarquable i .  —  Les  pDints  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  tore  s'obtiennent  en  coupant  la 
sphère  par  le  plan  équateur  du  tore,  ce  qui  donne  le  parallèle  <-of  passant  par  les  quatre  points  g  que  l'on  cherche. 
Nous  avons  relevé  deux  d'entre  eux  en  g'  sur  la  projection  verticale.  H  n'y  a  pas  de  point  de  l'intersection  sur 
le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  puisque  le  centre  de  la  sphère  est  au-dessus  du  parallèle  le  plus 
haut  du  tore. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  du  tore  s'obtiennent  en  coupant  la  sphère  par  le  plan  de  front 
méridien  du  tore  qui  donne  un  petit  cercle  de  front  w'A'  donnant  quatre  points  V  sur  les  cercles  méridiens  du 
tore;  il  faut  ensuite  couper  la  sphère  par  les  plans  limites  supérieur  et  inférieur  dans  le  tore  ce  qui  donne 
deux  petits  cercles  'sin  qui  rencontrent  la  projection  horizontale  commune  des  deux  parallèles  du  tore  en 
quatre  points  tels  que  p,  dont  la  projection  verticale  p'  fait  connaître  les  points  cherchés;  nous  avons  relevé 
un  de  ces  points  p'  sur  chaque  parallèle  en  projection  verticale. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  seront  déterminés  plus  loin. 

Nous  savons  que  la  courbe  d'intersection  présente  deux  points  doubles  aux  points  de  contact  de  la  sphère 
et  du  tore  ;  on  les  obtient  en  partant  des  points  tels  que  q\,  ji  situés  sur  la  sphère  auxiliaire  Qi  et  faisant 
tourner  ces  points  de  4'o'5  autour  de  l'axe  du  tore.  Nous  avons  indiqué  cette  construction  pour  le  point  q,  q'. 

Kature  de  V intersection.  —  Nous  avons  donné  toutes  les  constructions  qui  précèdent  parce  qu'elles  sont 
l'application  des  méthodes  générales  qu'on  peut  être  obligé  de  suivre  dans  un  cas  ordinaire,  et  qu'elles  n'of- 
fraient pas  de  complication  spéciale.  Mais  ici  on  devait  remarquer  que  la  sphère,  étant  bitangente  au  tore,  le 
coupe  suivant  deux  courbes  planes  qui  seront  par  conséquent  deux  cercles,  puisque  ce  sont  des  sections  planes 
de  la  sphère.  Rappelons  comment  on  établit  ce  résultat  par  la  géométrie  pure  :  si  l'on  prend  le  point  où  l'axe 
du  tore  perce  la  sphère  comme  pôle  d'inversion,  et  pour  puissance  d'inversion  la  puissance  de  ce  point  par 
rapport  au  cercle  qui  engendre  le  tore,  cette  surface  se  transforme  en  elle-même;  la  sphère  se  transforme  en 
un  plan  bitangent  au  tore,  et  l'on  sait  (théorème  de  ViUarceau)  que  ce  plan  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles, 
dont  la  figure  inverse  se  compose  aussi  de  deux  cercles. 

Cela  posé,  comme  la  courbe  de  section  est  symétrique  par  rapport  au  plan  méridien  ma  commun  aux  deux 
surfaces,  les  deux  plans  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  plan  et  se  coupent  précisément  suivant  la  droite  qui 
joint  les  points  de  contact  tels  que  q.  Il  suffit  de  déterminer  un  seul  point  de  la  section  autre  que  ces  points 
pour  obtenir  l'un  des  plans.  On  est  alors  ramené  à  chercher  la  section  plane  d'une  sphère  sans  s'occuper  du 
tore,  si  ce  n'est  pour  les  points  remarquables. 

Construction  directe  des  ellipses.  —  Nous  avons  indiqué  les  constructions  qui  permettent  d'obtenir  ainsi  les 
projections  des  deux  cercles  de  section.  Il  nous  a  paru  plus  simple  de  considérer  d'abord  la  sphère  dans  sa 
première  position  oji,  w^.  L'un  des  plans  de  section  est  alors  défini  par  les  points  de  contact  QiVi  et  un  point  Ri 
intersection  du  parallèle  supérieur  du  tore  avec  la  sphère.  On  construit  une  horizontale  HiZi  de  ce  plan  et  on 
la  fait  tourner  autour  de  l'axe  du  tore  d'im  angle  de  45°  en  même  temps  que  la  sphère,  ce  qui  l'amène  en  oj 
pendant  que  le  point  Qi  vient  en  q,  q'.  Nous  menons  alors  par  le  contre  q  de  la  sphère  le  plan  vertical  perpen- 
diculaire au  plan  sécant  QOZ  et  nous  le  rabattons  sur  le  plan  hoiizontal  de  ce  centre.  .Nous  prenons  pour  cela 
les  deux  points  de  la  ligne  de  pente  qui  sont  sur  les  horizontales  du  point  7.  et  du  point  O  et  donnent  les  points 
rj  et  qi.    On  a  ainsi  la  corde    i^îo    du  giand  cercle  rabattu  qui  fait  connaître  le  diamètre  du  cercle  dont  la  pro- 
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jection  horizontale  a^  est  le  petit  axe  de  l'ellipse,  le  grand  axe  étant  précisément  sur  l'horizonlale  «j  et  ayant 
la  longueur  de  la  corde  aoS».  L'ellipse  est  ainsi  bien  déterminée  et  on  en  déduit  la  seconde  ellipse  symétrique 
de  celle-ci  par  rapport  à  cog. 

Nous  avons  employé  une  construction  analogue  pour  obtenir  directement  les  axes  des  deux  ellipses  projec- 
tions verticales  —  ce  qui  d'ailleurs  n'est  pas  indispensable  puisque  les  projections  verticales  des  axes  de  la  pro- 
jection horizontale  donnent  deux  diamètres  conjugués  de  l'autre  projection  et  permettent  de  la  tracer  presque 
aussi  simplement.  Nous  avons  donc  mené  par  Q  le  pian  de  bout  perpendiculaire  à  une  frontale  du  plan  sécant 
et  qui  n'est  autre  que  o/u'  puisque  ce  plan  de  bout  contient  le  centre  de  la  section,  puis  nous  avons  rabattu  ce 
plan  sur  le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère  ;  il  a  sufli  de  déterminer  la  position  «j  du  centre  de  la  section 
dont  nous  avons  l'éloignement  relatif,  et  de  mener  par  !^,  la  corde  perpendiculaire  à  w'»!,,  puis  relever  les 
extrémités  de  cette  corde,  soit  '/.',<  pour  avoir  le  petit  axe  kV  de  la  projection  verticale  cherchée.  On  obtient 
l'autre  ellipse  de  la  même  manière  par  le  rabattement  de  son  centre  ic'  en  te!,. 

11  est  facile  maintenant  de  trouver  les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère,  puisqu'il  suffit 
de  prendre  l'intersection  de  ce  contour  apparent  avec  la  ligne  de  frontde  chaque  plan  sécant  menée  dans  le  plan 
de  front  du  centre.  Une  seule  des  ellipses  touche  le  conlour  apparent  sur  la  ligne  de  front  o'o',  le  second  cercle 
étant  entièrement  situé  en  arrière  du  plan  de  contour  apparent  de  la  sphère. 

Pour  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées  sur  le  solide  qui  reste  quand  on  a  enlevé  la  sphère,  il  suf- 
fira de  suivre  la  méthode  déjà  expliquée  dans  les  épures  précédentes  (à  l'occasion  de  l'épure  du  concours  de 
l'Ecole  polytechnique,  1906),  et  qui  consiste  à  imaginer  un  mobile  partant  d'un  point  manifestement  vu  sur  le  con- 
tour apparent  du  tore,  b,  V  par  exemple,  etsuivant  ce  contour,  puis  parcourant  la  courbe  de  section  dans  un  sens 
déterminé.  On  obtient  ainsi  la  ponctuation.  Nous  ferons  remarquer  que  le  petit  arc  du  parallèle  inférieur  du 
tore  compris  entre  les  deux  cercles  est  enlevé,  mais  la  projection  verticale  se  confond  avec  celle  de  l'arc  symé- 
trique par  rapport  au  plan  méridien  de  front  du  tore,  qui  subsiste.  —  On  voit  également  dans  cette  région  de 
la  projection  verticale  un  petit  arc  en  trait  mixte  au-dessous  de  xy  et  qui  appartient  au  contour  apparent  enlevé 
de  la  sphère  —  c'est  la  projection  verticale  de  la  partie  intérieure  au  petit  cercle  w'.  ('). 

Noie.  —  On  peut  établir  par  le  calcul  que  l'intersectioii  des  deux  surfaces  se  compose  de  deux  cercles.  Prenons  le  cercle 

(  !/  =  0. 

II  engendre  en  tournant  autour  de  oz  le  tore 

(1)  ix'-  ■+-  y-  +  z-  +  a-  —  R=)-  =  4a'(i=  -!-  ;/'). 

Considérons  maintenant  la  sphère  qui  a  pour  section  méridienne 

(  ^  =  0. 

Exprimons  que  ce  cercle  touche  intérieurement  la  circonférence  qui  a  pour  équation  dans  le  plan  zox 

(X -¥  af -^  z^  =  if 
et  touche  extérieurement  le  cercle 

(X  -  a)'  +  z--  =  R", 
on  a  les  conditions 

{a  —  b)'-hc-  =  (?  — R)2,  (a -1-6)' -4- c^  —  (?h-R)', 

qui  donnent 


b  = —^,  c  =  — \f{a'  —  R')(?'  —  a-). 

a  a 

La  sphère  a  donc  pour  équation 

Les  équations  (1)  et  (2)  définissent  la  courbe  d'intersection. 
II  y  a  avantage  à  écrire  l'équation  du  tore  (1)  sous  la  forme  équivalente 
(f)  {X'  -i- yi -^  z- —  ai  —  R-)-  =  ia'-(R--  —  :'), 

la  sphère  étant 

{2')  x-'  +  y'  +  z'  +  'Z-^x —  2^^ -hR-  —  a^  =  0,  où  M  =  v'ia=— R'-)(s»  — a'I. 

a  a  -v  M,  / 

La  courbe  d'intersection  est  donc  sur  la  surface 

(3)  (^-2^x  +  -22L,-2K'J-ia'{R---z'-)   =0. 

C'est  un  cylindre  elliptique  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Oj;  et  qui  donne  pour  projection  de  la  courbe  sur  le 
plan  méridien  commun  une  ellipse  dont  l'équation  est  (3). 

(')  Le  lecteur  pourra  remarquer  que  certaines  constructions  paraissent  faire  double  emploi,  mais  elles  ont  été  effectuées 
autant  pour  servir  de  vérification  que  pour  montrer  qu'on  pouvait  les  donner  toutes  sans  charger  l'épure  dune  manière 
excessive.  Il  sufût  d'ailleurs  dans  une  épure  d'examen,  de  donner  celles  qui  sont  l'application  d'une  seule  méthode. 
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Si  maintenant  on  reprend  les  équations  (2)'  et  (3)  et  qu'on  les  ajoute  après  avoir  multiplié  (2j'  par    —  4R=,    il  vient 
(Rv';.'^  —  éx  -H  0^0=  —  R-z]-  —  a-R'-y-  =  0, 
qui  représente  deux  plans  passant  par   l'origine  et  coupant  la  sphère  suivant  les  deux  cercles  qui  constituent  la  courbe 
commune  au  tore  et  k  la  sphère  donnée. 


Très  bonne  solution  de  M.  Foicrt,  de  Roanne. 
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QUESTIONS  POSÉES   AUX  EXAMENS   ORAUX  (Siiile.) 
Mécanique  (M.  Lebëscue). 

3608.  —  Étudier  le  mouvement    x  =  3f'  —  e-i. 

3609.  —  Étudier  le  mouvement  dans  lequel  on  a  :    »  =  Se'  ;    w  =  3  séc  x. 

3610.  —  Limite  d'excursion  d'un  mobile  qui  décrit  une  courbe  suivant  la  loi     e  =  cos'  t  —  sin-  (. 

3611.  —Définition  de   la  vitesse.  —   Soit  e{l]  le  vecteur  OM  qui  va  de  l'origine  au   mobile,    eU- 
.    —  Démontrer  que  le  vecteur 

ejt  -^  ^t)  +  e{t  —  M)  —2eil) 


■  A  /)    le  vecteur 


a  pour  limite  le  vecteur  accélération. 

3612.  —  Démontrer  que  l'accélération  se  trouve  dans  le  plan   osculateur.    (  désignant  le  temps,  que  seront  la  vitesse 
et  l'accélération  dans  le  mouvement    x  =  cos  t,    y  =  sin  <,    :  =  t? 

3613.  —  Vitesse  en  coordonnées  polaires. 

3614.  —  Relations  entre  l'accélération  normale,  l'accélération  tangentielle  et  la  vitesse  dans  le  mouvement  circulaire. 

3615.  —  Mouvement  périodiquement  uniforme. 

3616.  —  Mouvement  circulaire  uniforme.  Nature  de  la  projection  de  ce  mouvement  sur  une  droite. 

3617.  —  Diagrammes  des  espaces  et  des  vitesses.  Relations  qui  existent  entre  eux. 

3618.  —  On   donne   deux  points   qui   se  déplacent   d'un   mouvement   rectilignc   uniforme   respectivement   sur   les 
trajectoires 

I  J-  +  !/  —  :  =  0,  x-h  iy  =  0, 

\  X  +  Z  +  i  =  0;  :r-i-y  +  2z  =  i. 

Comment  varie  la  distance  de  ces  deux  points  avec  le  temps? 

3619.  —  Étudier  la  variation  de  la   distance   de   deux    points  animés  chacun  d'un   mouvement  circulaire  uniforme, 
autour  du  même  point,  mais  avec  des  vitesses  angulaires  dilférentes. 

3620.  —  On  a  une  courbe  plane  qui  est  la  trajectoire  d'un  mouvement.  —  Soit   r   la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
A  l'origine.  —  Projection  de  la  vitesse  sur  le  rayon  vecteur. 

3621.  —  Soient  r  et  r'  les  distances  du  point  M(.r,  y)  au\  points  A(l,0),    A'(— 1,0).    Relations  entre  r,r'.x  et  y. 
M  se  déplaçant  et  décrivant  la  droite     x+y+l  =  0,     relation  entre    r   et   r'.    —   On  suppose  que  le  point  M   décrive 

la  droite  D  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  Vo.        "  •    • 


3G22 

vitesse  sur 
3023 
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Trouver  la 
3630 

déllnissant 


—  Qu'est-ce  que  l'iiodograplie  d'un  mouvement.'  —  Qu'arrive-t-il  quand  l'Iiodngnqihe    est  une  ilroite  et  que  la 
l'hodograpbe  est  constante? 

—  Étudier  un  mouvement  dont  l'iiodographe  est  rectilignc  et  décrit  d'une  manière  uniformément  variée. 

—  \itesse  aréolaire;  dans  quel  cas  cette  vitesse  est-elle  nulle?  Dimensions  de  la  vitesse  aréolaire. 

—  On  considère  un  point  fixe  0  sur  une  circonférence.  Vn  mobile  parcourt  cette  circonférence  d'un  mouvement 
Étudier  la  vitesse  aréolaire  par  rapport  au  point  0. 

—  L'n   point  M  décrit   une   circonférence  ;  sa  vitesse  est  constamment  égale  h  sa  distance  à  un  diamètre  fixe, 
mouvement. 

—  Mouvement  d'un  point  dont  l'accélération  est  proportionnelle  à  la  distance  à  un  point  fixe. 

—  Mouvement  d'un  point  dont  l'accélération  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  sa  dislance  à  un  point  fixe. 

—  On  considère  une  ellipse  et  son  corde  principal.  On  se  donne  la  vitesse  d'un  point  M  mobile  sur  ce  cercle. 
vitesse  au  point  correspondant  m  de  l'ellipse.  Même  <|ueslion  pour  l'accélération. 

—  On  considère  les  équations 
.r  =  f{t)  H-  aX  +  pY  +  yZ,  ;/  =  f,{t)  +  a,X  +  fl,Y  +  v,Z,  :  =  AI')  ■+-  ''^  "f"  ?=Y  +  y-Z 

un    mouvement  dans  l'espace,   OX,  OY,  OZ  étant   des  axes  entraînés,   ox,  oy,  o:   des  axes   fixes,   a,  |3,  y  . , . 


des  coefficients  constants  indépendants  du  temps.  Nature  du  mouvement. 
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3631.  —  Définition  du  mouvement  de  translation.  —  Démontrer  qu'il  suffit  que  trois  droites  restent  parallèles  à  leurs 
positions  initiales  pour  qu'on  ait  un  mouvement  de  translation. 

3632.  —  Démontrer  qu'il  y  a  translation  quand  quatre  points  non  situés  dans  le  même  plan  ont  des  vitesses  constam- 
ment parallèles. 

3633.  —  Déûnition  du  mouvement  de  rotation.  Démontrer  que  pour  qu'il  y  ait  un  mouvement  de  rotation  d'un  corps 
solide,  il  faut  et  il  suffit  que  trois  points  du  solide  décrivent  trois  circonférences  dont  les  plans  sont  parallèles  et  dont  les 
centres  sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  ces  plans. 

3634.—  Vitesse  dans  un  mouvenient  de  rotation.  Soient  .r  =  2: -r- 1,  œ  —  y  —  :  =  ~i  les  équations  de  l'axe  de 
rotation  et  (1,  2,  3)  les  coordonnées  du  point  dont  on  cherche  la  vitesse;  trouver  les  équations  de  la  droite  qui  porte  la 
vitesse.  Soit    u  =  l    la  valeur  de  la  vitesse  angulaire;  trouver  la  grandeur  de  la  vitesse  en  ce  point. 

3635.  —  Même  question  en  prenant    —  = r^  =  -^^ —   pour  équations  de  l'axe;    w    étant  la  vitesse  de 

abc 

rotation,  trouver  la  vitesse  du  point  de  coordonnées    x<,  i/i,  :\. 

3636.  —  De  combien  de  paramètres  dépend  un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  ? 

3637.  —  On  considère  un  mouvement  de  rotation;  déterminer  les  éléments  de  ce  mouvement  connaissant  la  vitesse 
en  un  point  et  la  direction  de  la  vitesse  en  un  autre  point. 

3638.  —  Même  question   connaissant  une  vitesse  en  grandeur  et  direction  et  deux  autres  vitesses  en  grandeur. 

3639.  — La  droite  x^=az-hh,  y  =:  bz -i- k  tourne  autour  de  0:.  Quelle  est  l'équation  du  lieu  engendré  ■  Le  mou- 
vement de  rotation  s'effectuant  avec  une  vitesse  angulaire  constante  u,  déterminer  la  vitesse  d'un  point  x,  y,  z  de  la 
droite:  lieu  des  extrémités  des  vitesses  des  divers  points  de  la  droite. 

3640.  —  On  considère  à  un  certain  instant  un  corps  solide  en  rotation.  Comment  sont  distribuées  les  vitesses,  0: 
étant  l'ase  de  rotation  ?  Calculer  l'angle  sous  lequel  on  voit  la  vitesse  en  un  point  M  du  centre  du  cercle  décrit  par  ce 
point,  lin  déduire  le  lieu  des  extrémités  des  vitesses  des  points  d'une  droite  perpendiculaire  à  0;. 

3641.  —  Mouvement  hélicoïdal  par  la  composition  de  deux  mouvements,  l'un  circulaire  uniforme,  l'autre  rectiligne 
uniforme  et  perpendiculaire  au  premier.  Calculer  la  vitesse,  l'accélération,  les  accélérations  tingentielle  et  normale. 

3642.  —  Composition  d'un  mouvement  circulaire  uniforme,  avec  un  mouvement  de  translation  perpendiculaire. 
3U43.  —  Composition  de  deux  mouvements  vibratoires  simples:  dans  quel   cas  la  composition  donne-t  elle  lieu  à  un 

mouvement  elliptique.  Les  deux  mouvements  composants  étant  supposés  rectangulaires,  quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre 
les  périodes,  les  amplitudes  et  les  phases  pour  que  la  trajectoire  se  ferme  ? 

3644.  —  Mouvement  dont  les  projections  sur  trois  axes  de  coordonnées  sont  des  mouvements  vibratoires  simples. 
Condition  pour  que  l'accélération  totale  passe  par  un  point  fixe.  Loi  des  aires. 

3645.  —  On  considère  une  circonférence  dont  une  tangente  se  déplace,  tandis  que  son  point  de  contact  A  décrit  la 
circonférence  d'un  mouvement  uniforme.  Un  point  B  décrit  la  tangente.  On  donne  la  vitesse  de  A  et  la  vitesse  de  B  sur 
la  tangente  à  un  moment  donné.  Trouver  la  vitesse  absolue  de  B. 

3646.  —  On  considère  une  circonférence  tangente  en  A  à  un  axe  01.  Soit  /  l'abscisse  de  A,  R  le  rayon  de  la 
circonférence.  On  considère  sur  celle-ci  un  point  M  tel  que  arc  AM  =  AO.  —  Trouver  les  coordonnées  de  M  en  fonction 
de  (  et  de  R.  Tangente  en  M  à  la  courbe  lieu  du  point  M  quand  (  varie.  (  étant  le  temps,  M  peut  être  considéré  comme 
ayant  un  mouvement  résultant  de  deux  autres;  trouver  la  vitesse  de  M. 

3647.  —  On  considère  un  point  0  fixe,  un  axe  Oa  fixe,  une  droite  D  perpendiculaire  à  Ox,  fixe  également.  Un  point 
A  du  plan  se  meut  avec  une  vitesse  donnée.  On  considère  le  point  B  de  la  bissectrice  de  l'angle  AOx  qui  est  situé  sur  la 
droite  D.    Déduire  la  vitesse  de  B  de  celle  de  A. 

3648.  —  On  donne  les  vitesses  des  sommets  d'un  triangle,  trouver  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  le  triangle  étant  de 
grandeur  variable. 

3649.  —Soit  C  une  courbe  plane  et  0  un  point  fixe.  Par  ce  point  0  on  mène  une  sécante  variable  OA,  sur  laquelle 
on  porte  AB  =  C'°.  Lieu  du  point  B  quand  la  courbe  est  une  circonférence  passant  par  0.  Comment  peut-on  par  des 
compositions  de  mouvements  déduire  la  vitesse  du  point  B  de  celle  de  A? 

3650.  —  On  a  une  droite  D  et  une  circonférence  fixes:  une  droite  se  meut  en  restant  tangente  en  .\  à  la  circonfé- 
rence. On  donne  la  vitesse  de  A  ;  peut-on  en  déduire  la  vitesse  du  point  B  de  rencontre  de  la  tangente  avec  la  droite  D? 

3651.  —  Lieu  d'un  point  invariablement  lié  à  une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  A  et  B  s'appuient 
sur  deux  droites  rectangulaires  fixes.  —  Étant  donnée  la  vitesse  du  point  X,  trouver  celle  du  point  B,  puis  celle  de  M. 

3652.  —  On  a  un  triangle  fixe  ABC,  un  triangle  équilatéral  i^-;  variable  dont  les  sommets  décrivent  les  côtés  du 
triangle  ABC.  Etant  donnée  la  vitesse  de  i,  trouver  celles  de  ?  et  y. 

365*3.  —  Soit  un  triangle  ABC  dont  deux  sommets  sont  fixes,  le  troisième  décrivant  une  circonférence  ;  lieu  du  centre 
de  gravité.  Connaissant  la  vitesse  du  sommet  mobile,  trouver  celle  du  centre  de  gravite,  celle  du  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  ABC,  et  celle  du  point  de  rencontre  des  hauteurs. 

3654.  —Propriétés  d'une  sécante  à  une  hyperbole.  —  On  se  donne  les  vitesses  des  points  de  rencontre  avec  les 
asymptotes;  trouver  les  vitesses  des  points  de  rencontre  avec  l'hyperbole. 

3655.  —  Une  droite  se  meut  dans  le  plan  des  xy  ;  montrer  qu'on  n'a  pas  le  droit  de  choisir  arbitrairement  les  vitesses 
de  deux  de  ses  points.  Étant  donnée  la  vitesse  en  un  point  et  la  direction  de  la  vitesse  en  un  autre  point,  trouver  la  grandeur 
de  cette  vitesse. 

3656.  —  Étudier  le  mouvement  relatif  de  la  pointe  traçante  dans  l'appareil  du  général  .Horin,  par  rapport  au  cylindre . 

3657.  —  Composition  des  accélérations.  —  On  a  sur  une  circonférence  un  point  fixe  A  et  un  point  mobile  M  ;  par  M 
ou  mène  une  parallèle  à  une  direction  donnée  sur  laquelle  on  porte    MP  =:  arc  MA  ;    déduire  l'accélération  de  P  de  celle  de  M. 


126  ECOLE  CENTRALE  (EXAMENS  ORAUX) 

3658.  —  Définition  de  la  force,  de  la  masse,  de  la  vitesse,  de  l'accélération.  Quelles  sont  les  unités  de  ces  grandeurs 
dans  le  système  C.  C.  S.  7 

3659.  -  Force,  poids,  masse.  Dynamomèlre.  Unités  de  force. —  Travail.  Unités  de  travail.  Dimensions  d'un  travail. 

3660.  —  Qu'est-ce  qu'une  formule  de  dimensions?  Parler  de  l'homogénéité  dans  la  formule  de  Newton    F  =  k     _.,   • 

3661.  —  Dimensions  d'une  quantité  de  mouvement. 

3662.  —  Comment  définit-on  la  vitesse?  Calculer  dans  le  système  C.  G.  S.  la  vitesse  de  Paris  dans  le  mouvement  diurne 
en  supposant  que  la  terre  ne  fait  que  tourner  sur  elle-même,  en  prenant  45°  pour  la  latitude  de  Paris. 

3863.  Valeur  du  kilogramme  quand  on  prend  pour  unité  de  temps  la  minute,  pour  unité  de  longueur  le  kilomètre 

et  pour  unité  de  force  la  dyne. 

366i.  —  Valeur  du  kilogramme  dans  un  système  d'unités  tel  que  le  mètre  soit  mesuré  par  100,  la  seconde  par  — 
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et  la  dyne  par  dû. 

3665.  —  Qu'est-ce  que  la  pesanteur  ?  V.iriations  de  l'intensité  de  la  pesanteur  avec  l'altitude. 

3666.  —  Principe  de  l'inertie. 

3667.  —  Que  peut-on  dire  d'un  mouvement  dans  lequel  la  force  est  constamment  perpendiculaire  à  la  trajectoire  ? 
constamment  tangente  ? 

3668.  —  Projections  de  l'accélération  sur  la  normale  et  sur  la  tangente.  —  Un  point  décrit  une  trajectoire  constamment 
normale  à  la  force,  laquelle  est  constante  en  grandeur.  Que  peut-on  dire  du  mouvement? 

3669.  —  Un  point  décrit  une  circonférence  sous  l'action  d'une  force  faisant  un  angle  de  45°  avec  le  rayon.  Que  peut- 
on  dire  du  mouvement  ? 

3670.  —  On  considère  un  point  soumis  à  une  force  rencontrant  constamment  une  droite  donnée.  Étudier  le  mouve- 
ment correspondant, 

1  1 

3671.  —  Construire  la  courbe    x  ^= ->     y  = Cette  courbe  étant  parcourue  par  un  mobile  de  masse 

t  —  1  (  -I-  1 

1,  t  étant  le  temps,  trouver  la  force. 

3672.  —  Construire  la  courbe  x  =  3e'  -i-  e~',  y  ^  e'  —  2e~'  ;  /  représentant  le  temps,  cette  courbe  est  la  trajectoire 
d'un  mobile  de  masse  3b.  Trouver  la  force  qui  sollicite  ce  point. 

3673.  —  Écrire  les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  a;  =  (,  y  =  t',  z  :=  P  (1).  Projections  de  la  vitesse,  de 
l'accélération,  de  la  force  en  supposant  le  point  de  masse  38,  t  désignant  le  temps.  Nature  du  mouvement  projeté  sur  une 
droite  du  plan  des  xy.  On  suppose  l  exprimé  en  secondes,  x,  y,  z  en  centimètres  ;  que  deviennent  les  formules  (1)  si  on 
exprime  (  en  heures  et  x,  y,  z  eu  mètres  ? 

367-4.  —  Un  point  décrit  une  circonférence  sous  l'action  d'une  force  passant  constamment  par  un  point  A  de  la  circon- 
férence. On  connaît  la  vitesse  au  point  diamétralement  opposé  au  point  A.  Etudier  le  mouvement. 

.        3075.  —  On  donne  une  hyperbole  parcourue  par  un  mobile  sur  lequel  agit  une  force  centrale.  On  connaît  la  vitesse 
en  un  sommet  de  l'hyperbole.  Déterminer  la  loi  de  la  force. 

3670.  —  On  considère  l'ellipse    — j-  -f-  -— 1  =  0    parcourue  par  un  point  sous  l'influence  d'une  force  parallèle  au 

petit  axe  ;  en  une  des  extrémités  de  cet  axe  la  vitesse  est   r.    Calculer  la   valeur  delà  force  en  un  point  quelconque  de 
l'ellipse. 

3677.  — Construire  la  courbe     i/ =  — ;; Concavité    et    convexité.    Cette   courbe    est  paicourue   par  un  point 

sous  l'action  d'une  force  parallèle  h  Ox  ;  la  vitesse  en  0  est  yj'i.  Étudier  le  mouvement. 

3678.  —  Construire  la  courbe  .r- —  4 ry -t- 4y'  —  6x  H- 2{/  —  1  =  0.  On  suppose  que  celte  parabole  est  parcourue 
sous  l'inHuencc  d'une  force  parallèle  à  son  axe.  Étudier  le  mouvement  correspondant. 

3679.  —  Construire  la  courbe  ?  =:  logu.  Comment  pourrait-on  écrire  que  cette  courbe  est  décrite  d'un  mouve- 
ment uniforme  ?  Que  peut-on  dire  de  la  force  dans  ce  mouvement  ? 

3680.  —  Mouvement  des  projectiles.  Calculer  la  vitesse  .aréolaire  en  prenant  comme  rayon  la  droite  joignant  l'origine 
des  coordonnées  au  mobile.  Kn  déduire  l'aire  comprise  entre  la  trajectoire  et  un  rayon  allant  de  la  position  initiale  du 
mobile  à  sa  position  au  temps  l. 

3681.  —  On  vise  avec  deux  fusils  identiques,  placés  en  deux  points,  deux  buts  dillérents.  Trouver  l'intersection  des 
trajectoires,  en  ail  r.etlant  qu'elles  se  rencontrent,  les  deux  points  d'où  l'on  vise  et  les  deux  points  visés  n'étant  pas  dans  un 
même  plan. 

3682.  —  Mouvement  vertical  d'un  iirojcctile  quand  on  tient  compte  de  la  résistance  de  l'air,  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse. 

3683.  —  Un  point  assujetti  à  rester  sur  l'axe  des  x  est  attiré  par  le  point  A  (0,  1  ,  proportionnellement  à  la  distance  à 
ce  point.  Etuilicr  le  mouvement. 

3684.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  proportionnellement  à  la  distance.  Trouver  le  mouvement  par 
application  du  théorème  des  foiccs  vives  et  de  celui  de  la  vitesse  aréolaire. 

3685.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

3686.  —  On  donne  la  tnijectoirc  d'un  mouvement  plan  dans  lequel  l'accélération  est  centrale  ;  on  donne  la  vitesse  en 
un  point,  déduire  la  vitesse  en  un  autre  point. 
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3687.  —  On  considère  un  point  attiré  p;ir  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  on  donne  la 
vitesse  en  un  sommet  de  la  trajectoire.  Trouirer  1  hodographe. 

3688.  —  On  considère  une  circonférence  située  dans  un  plan  vertical  et  on  abandonne  un  point  pesant  H  au  point  le 
plus  haut  de  la  circonférence  et  à  l'extérieur.  Trouver  le  mouvement  de  ce  point  ea  supposant  qu'il  n'y  a  pas   frottement. 

3689.  —  Définition  du  travail.  Expression  analytique  du  travail  ;  dimensions. 

3690.  —  Expression  du  travail  dans  le  cas  d'une  force  centrale. 

3691.  —  Théorème  de  la  force  vive.  Application  au  cas  d'une  force  centrale. 

3692.  —  Qu'est-ce  que  l'énergie  ?  Quappelle-t-on  champ  de  forces  ?  Définition  du  potentiel. 

3693.  —  On  a  des  forces  dont  la  résultante  a  pour  projections  sur  trois  axes  rectangulaires 

~dx'  dy'  d^' 

v  étant  une  fonction  de  x,  y,  z.  Quelles  sont  les  surfaces  de  niveau  ? 

3694.  —  En  un  lieu,  faut-il  tenir  compte  d'autre  chose  que  de  l'attraction  du  centre  de  la  terre  pour  avoir  la  direction 
de  la  verticale? 

3695.  —  D'un  point  A  on  lance  un  mobile  avec  une  vitesse  Co  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  incliné 
dont  l'inclinaison  sur  le  plan  horizontal  peut  varier;  lieu  géométrique  de  la  position  occupée  par  le  mobile  au  temps  t. 

3696.  —  .Mouvement  d'une  bille  pesante  assujettie  à  se  déplacer  sur  une  courbe  située  dans  un  plan  vertical,  sans 
frottement. 

3697.  —  Pendule  simple.  Que  se  passe-t-il  si  on  coupe  le  fil  quand  le  point  pesant  est  au  plus  bas  de  sa  course  ? 

3698.  —  Lois  du  frottement  dans  le  cas  du  repos  et  dans  le  cas  du  mouvement. 
369D.  —  Mouvement  d'un  point  sur  une  courbe  avec  frottement. 

3700.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  vertical  quand  il  y  a  frottement. 

3701.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné  dans  le  cas  où  il  y  a  frottement. 

3702.  —  On  considère  un  point  pesant  M  sur  un  plan  incliné.  Quelle  force  horizontale  F  faut-il  lui  appliquer  pour 
qu'il  reste  en  équilibre,  en  tenant  compte  du  frottement  .' 

3703.  —  Région  d'équilibre  d'un  point  pesant  situé  à  l'intérieur  d'une  sphère,  en  supposant  qu'il  y  a  frottement. 

3704.  —  Soit  une  circonférence  de  rayon  R.  On  considère  un  point  M  non  pesant,  mobile  sur  la  circonférence,  soumis 
de  la  part  d'un  point  A  de  cette  circonférence  à  une  force  F  =  1  —  —^-  —  Y  a-t-il  une  position  d'équiUbrc  ?  Estelle 
stable  ou  instable  7 

3705.  —  Etablir  l'expression  analytique  des  moments. 

3706.  —  Résultante  générale  et  moment  résultant  par  rapport  à  l'origine  du  système  de  vecteurs  suivant  :  On  construit 

un  cube  en  prenant  l'unité  de  longueur  sur  les  trois  axes  de  coordonnées  h  partir  de  l'origme  et 
^  ,       on  considère  les  vecteurs 

oa,  aci,  Cib,  bo  ; 
Cfli,  flid,  dbi,  biC  ; 
oc,  abi,  Cid,  bat. 
3707.  -  Condition  pour  qu'un  système  de  vecteurs  soit  réductible  à  un  vecteur  unique  ;  à 
un  couple. 

3708.—  Remplacer  le   système  de  vecteurs     X  =  I,    Y  =  2,    Z  =  0,    L  =  0,    M=— 1, 
*i  N=:3    par  un  système  de  deux  vecteurs  dont  un  appliqué  au  point      -2,3,1). 

3709  —  On  considère  un  svstème  de  vecteurs  défini  par  les  projections  X.  Y,  Z  de  la  résul- 
tante générale,  L,  M,  .\  du  moment  résultant.  Remplacer"ce  système  par  deux  vecteurs  dont  l'un  est  sur  0:  et  l'autre  lui 
est  perpendiculaire. 

3710.  -  Réduire  le  système  de  vecteurs  X  =  2,  Y  =  3,  Z=4.  L  =  1,  M  =  1.  N  =  l  à  deux  vecteurs  dont  l'un 
porté  par  Oj. 

3711.  —  Résultante  générale  et  moment  résultant  en  un  point  (l,  2,  3)  d'un  système  de  vecteurs  pour  lequel  X  =  4, 
Y  =5,    Z  =  6,    l  =  -,    51  =  8,    N  =  9.     Réduire  ce  système  à  deux  dont  l'un  porté  par  la  droite 

x  —  xs,  _  y—yo  _  ^  —  "1 
a        "~        6        ~        c 

3712.  —  Définition  du  centre  des  forces  parallèles.  Ses  propriétés. 

3713.  -  Moment  d'un  système  de  forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan.  Montrer  qu'il  est  égal  au  moment  de  la 
résultante. 

3714.  —  Définition  du  centre  de  gravité.  —  Propriétés  de  ce  point. 

3715.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  centres  et  les  diamètres  dans  la  recherche  des  centres  de  gravité. 

3716.  -  Centre  de  gravité  dun  segment  de  droite  de  longueur  1,  la  densité  en  un  point  du  segment  étant  propor- 
tionnelle à  la  distance  de  ce  point  à  une  extrémité  du  segment. 

3717  -  Centra  de  gravité  d'un  arc  de  ceicle  supposé  homogène.  -On  considère  une  circonférence  et  à  partir 
d'un  de  ses  points  supposé  fixe,  tous  les  arcs  aboutissant  a  un  point  mobile  sur  la  circonférence;  heu  du  centre  de  gravite 
de  chacun  de  ces  arcs. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


3718 
3719 

3720 
3721 


—  Centre  de  gravité  d'un  secteur  circulaire  homogène. 

—  Centre  de  gravité  de  la  surlace  d'un  tétraèdre.  —  Soit  le  tétraèdre 

OABC;      0(0,0,0);      A;i,  0,  0);      B(0,  1,0);      C(0,  0,  1). 

—  Centre  de  gravité  d'un  cône  de  révolution. 

—  Soit  un  point  0  en  équilibre  sous  l'action  de  forces  issues  de   ce  point.  Démontrer  qu'il  est   le  centre  de 


gravité  d'un  système  de  masses  égales  appliquées  aux  extrémités  de  ces  forces. 

3722.  —  Levier. 

3723.  —  Balance  romaine.  Étudier  sa  sensibilité. 

3724.  —  Bascule  de  Quintenz. 

3725.  —  Condition  d'équilibre  de  la  poulie  D\e  et  de  la  poulie  mobile. 
372G.  —  Poulie  fixe  en  tenant  compte  du  frottement. 

3727.  —  Équilibre  du  treuil.  Cas  où  les  axes  du  treuil  et  de  la  manivelle  ne  coïncident  pas  exactement. 

3728.  —  Equilibre  du  cabestan.  On  tire,  au  moyen  d'uu   cabestan,  un  fardeau  qui  frotte  contre  le  sol  horizontal. 
Condition  d'équilibre. 

3729.  — Treuil  des  carriers. 

3730.  —  Équilibre  des  moufles.  —  Palans. 

3731.  —  On  donne  un   plan  incliné  AB;   une   barre  AC  s'appuie  sur  le  plan  et  sur  un  point  flxe   G.    —   Position 
d'équilibre  de  la  barre  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  frottement. 

3732.  —  On  a  deux  plans   inclinés,  faisant  respectivement  des  angles  de  60»  et  30»  avec  le  plan   horizontal.  Équilibre 
d'une  barre  pesante  reposant  par  ses  extrémités  sur  les  plans  (en  négligeant  le  frottement). 

3733.  —  On  a  deux  barres  articulées  en  B,  AI!  et  BC,  de  même  longueur  ;  BC  est  seule 
pesante,  le  point  A  est  fixe,  C  peut  se  déplacer  sur  un  plan  incliné  EF.  Position  d'équilibre  du 
système. 

3734.  —  On  a  un  cercle  dans  un  plan  vertical  et  une  droite  horizontale  fixe  OB  passant 
par  le  centre  :  une  barre  pesante  AB,  de  longueur  égale  au  rayon  B,  s'appuie  contre  le  cercle 
et  sur  la  droite,  l'osition  d'équilibre  de  la  barre  en  tenant  compte  du   frottement  le  long  de  la 

droite  OB.  Cas  où  on  néglige  le  frottement. 

3735.  —  On  considère  une  barre  pesante  AB  de  poids  -  dont  les  extrémités  A  et  B  sont  mainte- 
nues par  deux  fils  qui  s'enroulent  autour  de  deux  petites  poulies  et  auxquels  sont  attachés  des  poids  P 
et  Q,  Trouver  la  position  d'équilibre  de  la  barre. 

3736.  —  On  a  une  table  triangulaire  homogène.  Calculer  les  pressions  sur  ses  pieds. 

3737.  — Équilibre  d'une  échelle  appuyée  contre  un  mur  et  inclinée  par  rapport  au  sol,  supposé 
horizontal. 

3738.  —  Écrire  que  trois  points  pris  respectivement  dans  chacun  des  plans  de  coordonnées  sont 
les  sommets  d'un  tiiangle  équilatéral.  On  donne  la  vitesse  d'un  sommet,  peut  on  en  déduire  celle  de 
chacun  des  deux  autres  sommets.  On  suppose  le  triangle  rigide  et  pesant,  la  pesanteur  étant  dirigée  sui- 
vant la  droite    x  z^  ij  =^  :  ;    trouver  les  positions  d'équilibre  du  triangle. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1574.  —  l"  Soient  f(x)  =  œ'  +  ic- — 2  un  polynôme  du  troisième  degré  qui  admet  la  racine  1  et  deux 
racines  imaginaires  a  et  fl.  Trouver  un  polynôme  du  .second  degré  g{x)  qui  prenne  la  valeur  1  pour  a;  =  1 
et  les  valeurs  g.  et  a    pour  x  ~  a    et    a;  =  ^. 

2»  Décomposer  la  fraction  rationnelle   '     .    en  éléments  simples  et  trouver  celle  de  ses  primitives  qui  est 

nulle  pour    x  =  0. 

3"  Vérifier  que  le  polynôme    g[g{x)]  —  !ic    est  divisible  par  f{x\  et  expliquer  le  résultat  obtenu. 
4°  Montrer  que  le  polynôme    ;/  =  g(x)    vérifie  l'équation  di fièrent! elle 
lo.ri/"+(80a!+lb|!/'  — 16Py  —  73  =  0, 
cl  ramener  l'intégration   de  cette  équation  aux  quadratures  sachant  en  outre  (|uc  l'équation  privée  de  second 
nienibre  admet  pour  solution  particulière  un  trinôme  du  second  degré. 

E.  11. 

1575.  —  l'ar  chacun  des  points  (ixcs  P  et  Q  du  plan  d'une  ellipse  (K)  on  mène  les  cordes  AU,  CD  paral- 
lèles il  une  direilion  variable.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  l'hyperbole  é(iuilalère  (|ui  passe  par   A,   li,  C,  D. 

E.-N.  Barisien. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR  LA  PROJECTION  DE  LI.NTERSECTION  DE  DEL'X  (JUADRIQUES 
par  M.  Leconte,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Louis- le-Grand. 


On  trouvera  à  la  fin  de  cette  note  des  exercices  graphiques  ou  de  calcul  ;  nous  allons  montrer  l'inté- 
rêt qu'ils  peuvent  présenter.  Ils  sont  relatifs  à  la  projection  de  l'intersection  de  deux  quadriques,  que 
nous  supposerons  être  du  quatrième  degré,  unicursale,  ses  trois  points  doubles  n'étant  pas  distincts. 

Faisons  la  projection  orthogonalement  sur  un  plan  horizontal.  En  général,  elle  présente  deux  points 
doubles  seulement  qui  sont  des  points  doubles  en  projection. 

Rappelons  comment  on  les  obtient.  Soit  D  la  droite  i;  immune  aux  plans  diamétraux  des  cordes 
verticales  dans  les  deux  quadriques.  Le  plan  vertical  passant  par  D 
donne  dans  les  deux  quadriques  deux  coniques  Cet-;,  pour  lesquelles 
la  droite  D  est  le  diamètre  commun  des  cordes  verticales.  Leurs  points 
communs  sont  deux  à  deux  sur  des  verticales,  .\A',  BB',  dont  les  pieds 
sont  les  points  doubles  en  projection.  La  discussion  de  leur  réalité  et  de 
la  réalité  des  branches  de  courbe  qui  s'y  croisent  résulte  immédiate- 
ment de  ce  qui  précède.  .Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

La  projection  de  l'intersection  de  deux  quadriques  n'est  donc  pas 

'*''?'•  unicursale  en  général.    Elle  ne  le  sera  que  si  elle  a  un  troisième 

point  double  qui  sera  la  projection  d'un  point  singulier  de  l'intersection  des  quadriques.  Celles-ci  seront 

alors  tangentes  en  un  point  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'une  sera  un  cône  ayant  son  sommet  sur  l'autre. 

Plaçons-nous  dans  ce  cas  particulier  et  cherchons  quand  les  trois  points  doubles  ne  seront  pas 

distincts. 

1"  Les  deux  points  doubles  en  projection  sont  confondus  si  les  deux  coniques  C  et  ■;  sont  bitan- 
genlcs,  la  corde  des  contacts  étant  verticale  ;  plus  particulièrement, 
ceci  se  produit  si  les  coniques  C  et  y  sont  surosculalrices  en  un  point 
situé  nécessairement  sur  D. 

ii"  Un  point  double  en  projection  est  confondu  avec  la  projection 

du  point  singulier  si  les  coniques  C  et  y  sont  tangentes  en  un  point  .\,.V 

•^  situé  sur  la  droite  D,  ce  point  étant  un  point  de  contact  pour  les  deux 

quadriques. 

Dans  ces  deux  cas,  la  projection  est  une  quartique  unicursale  n'ayant  que  deux  points  doubles.  La 

projection  du  point  k,  A'  compte  pour  deux  points  doubles  ;  c'est  en  effet  un  point  double  à  tangentes 

confondues  en  lequel  la  tangente  coupe  la  courbe  en  quatre  points.  Cette  tangente  dans   le  cas  de  la 

figure  2  est  la  trace  horizontale  du  plan  vertical  D  et,  dans  le  cas  de  la  figure  3,  la  trace  horizontale 

du  plan  tangent  commun  en  A,  A'. 

La  projection  n'aura  qu'un  seul  point  singulier  si,  dans  le  cas  de  la  figure  2,  le  contact  des  deux 
quadriques  a  lieu  en  A  ou  en  A',  en  A  par  exemple.  La  projection  des  points  A,  A'  est  un  point  triple, 
car  il  s'y  croise  les  projections  des  deux  branches  de  A  et  de  la  branche  de  A'. 
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Il  y  a  encore  lieu  d'examiner  si,  comme  cas  particulier  des  ligures  2  el  '3,  il  peut  se  produire  que  les 
coniques  C  et  -(  soient  surosculatrices  en  un  point  A  situé  sur  D, 
ce  point  A  étant  en  même  temps  un  point  de  contact  des  deux  sur- 
faces. 11  faut  pour  cela  que  le  plan  vertical  D  soit  le  plan  tangent 
commun,  le  seul  qui,  passant  par  un  point  de  contact,  donne  deux 
coniques  confondues.  Mais  il  faut  encore  que  pour  ces  deux  coni- 
ques formées  de  droites  se  coupant  en  A,  les  diamètres  de  la 
direction  verticale  soient  confondus;  c'est  dire  que  les  deux  couples 
de  génératrices  déterminent  deux  faisceaux  en  involution  ayant  un 
^'is    .  rayon  double  vertical. 

Si  ces  conditions  sont  réalisées,  la  projection  du  point  A  sera  la  seule  singularité  de  la  quartique 
unicursale. 

Ce  sera  en  général  un  point  double. 

Ce  sera  un  point  triple  si  tout  plan  vertical  passant  par  A  ne  donne  qu'un  point  différent  de  A 
dans  l'intersection,  c'est-a-dire  si  la  verticale  du  point  A  est  l'une  des  tangentes  en  A  dans  l'intersec- 
tion des  deux  quadrique.-. 

Ces  deux  tangentes  font  partie  de  l'involution  déterminée  par  les  deux  couples  de  génératrices.  La 
projection  du  point  A  ne  sera  donc  un  point  triple  que  si  les  deux  tangentes  au  point  singulier  de 
l'espace  sont  confondues,  et  confondues  avec  la  verticale  de  A. 

Les  exemples  suivants  donnent  des  applications  de  ce  qui  précède.  On  prendra  les  projections  sur 
le  plan  des  xij.  Elles  sont  unicursales.  Leurs  singularités  ne  sont  pas  distinctes.  Certains  exercices 
dillerent  soit  parce  que  la  classe  de  la  quartique  n'est  pas  la  même,  soit  parce  qu'un  point  singulier  est 
à  l'inQni. 

Les  translations  qu'on  remarquera  n'ont  été  introduites  qu'en  vue  de  l'application  graphique. 
L'unité  de  longueur  sera  le  centimètre. 

Paraholoide  de  révolution  el  cône  : 

Le  paraboloïde  a  pour  équation  a-  +  3-  =  4(»/  -i-  7). 

y  =  -3, 


I 


Le  cône  a  pour  base  la  courbe   , 

'  '     x-  +  -J—\Q—{.T-\-'2f  =  0, 

et  pour  sommet  le  point  x  —  0,  y  —  -,  :  =  G. 

Surface  gauche  et  cylindre  : 

X-  -h  z-           y- 
La  surface  gauche  a  pour  c(iuation    — ■'—  =  1. 

\    y  —  5) 

Le  cylindre  a  pour  base  la  courbe  < 

(     x=-+-:-— ;J2-)-(a'  +  4v/-2)-  =  0. 

La  direction  des  génératrices  a  pour  paramètres  directeurs  0,  5,  4. 

Sphère  el  cône  : 

La  sphère  a  pour  cciuation  x^-\-y-  +  z'-  =  100. 

(    ;/  =  0, 

Le  cône  a  pour  base  la  courbe  <        i-         ;- 
(      lUO        ^2,'i 
cl  [lour  sommet  le  point  .t  =  —  10,  y  =  [o,  :  =  5. 


Le  cône  a  pour  base  la  courbe 
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Sphère  et  cône  : 

La  sphère  a  pour  équation  x^  -^y'  +  --  —  100  =  0. 

a^  — (y  —  2,5)2+23"  =  0, 
et  pour  sommet  le  point  j  =  0,  y  =  5,  z  =  b\'-i. 

Cylindre  et  cône  : 

Le  cylindre  a  pour  équation  x-  -h  ;-  =  36. 

\     !/  =  6, 
Le  cône  a  pour  base  la  courbe  { 

(     2a:*-+-:.^+12a;  =  0, 

et  pour  sommet  le  point  a-  =  —  6,  y  =  14,  :  =  8. 

Deux  cylindres  paraboliques  : 

Leurs  équations  sont  :-  =  8(i+  12), 

(y-;)^  =  8(x+8). 
Deux  cônes  : 

(     :  =  0, 
L'un  a  pour  base  la  courbe  < 

/     (ar -r- 6j-^  4- y^  -  6i  =  0, 

et  pour  sommet  le  point  x  =  —  14,  y  —  0,  :  =  22. 

y  =  o, 

[x  +  ^f-h-J—  121  =^  0. 
et  pour  sommet  le  point  x  =  —  1-4,  y  =  13,  :■  =  0. 

Ellipsoïde  el  cône  : 

,,,,...,  ,  a"  —  ;-         V' 

L  ellipsoïde  a  pour  équation   ; 1 ^-p  =  1 . 

fii  121 

i     a:^  8, 
Le  cône  a  pour  base  la  courbe  ' 

(     (:-+-2)^  =  4(t/+i), 

et  pour  sommet  le  point  x  =  — 8,  !/ =  0,  :  =  0. 

Cylindre  et  hyperboloide  : 

Le  cylindre  a  pour  équation        {y  -{-  If  -t-  :(i/  +  7)  -i-  :-  —  8(î/  -i-  7)  =  0. 
L'hyperboloïde  a  pour  équation        :-  +  2x(t/  -t-  7)  —  4  =  0. 

Deux  cônes  : 

[     :  =  8, 
L  un  a  pour  base  la  courbe  i 

I     ix-i-Hy-i-y'—lQ{x-^\'i)-0, 

et  pour  sommet  le  point  a-  =  —  li,  y  =  0,  :  =  0. 

\     '/=0, 
L  autre  a  pour  base  la  courbe 

I     (a;  +  14?-i-sî  — 16(x-i-li)  =  0, 

et  pour  sommet  le  point  x  =  —  14,  »/ =  12,  3=0. 

Pour  terminer,  indiquons  sans  la  développer  la  propriété  suivante  : 

Étant  donné  deux  quadriques  tangentes,  en  faisant  la  projection  conique  de  leur  intersection,  on 
peut,  en  choisissant  convenablement  le  point  de  vue,  rencontrer  les  cas  particuliers  où  la  projection  a 


L'autre  a  pour  base  la  courbe 
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seulement  deux  points  singuliers  ou  un  seul,  le  dernier  cas  parmi  tous  ceux  que  nous  avons  énumérés 
plus  haut  ne  s'obtenant  bien  entendu  que  si  le  point  singulier  de  l'intersection  des  quadriques  est  à 
tangentes  confondues. 

Signalons  que  le  point  de  vue  devra  se  trouver  soit  sur  l'un  des  cônes  du  second  degré  passant  par 
l'intersection  des  deux  quadriques,  soit  dans  le  plan  langent  commun  au  point  de  contact. 


NOTE  SUR  L'HODOGRAPHE  D'UN  MOUVEMENT  A  ACCÉLÉRATION  CENTRALE 

par  M.  Mathieu  WeiU. 


V  étant  la  vitesse  du  point  M,  p  la  distance  du  centre  0  des  accélérations  à  la  tangente  en   M,  on 
sait  qu'on  a 

pu  =  A-, 
/■:  étant  une  constante.  Ceci  posé,  II   étant  la  projection  de   0   sur  la  tangente,  prenons  un  point  A   tel 
que  l'on  ait 

OH.OA  =  /,-, 
faisons  tourner  OA  d'un  angle  droit  autour  du  point  0,  le  point  V  ainsi  obten a  décrit  l'hodographe. 
Réciproquement,  l'hodographe  étant  donnée,  on  aura  la  trajectoire  en  prenant  Tanti-podaire  de  la 
transformée  de  l'hodographe  par  inversion,  cette  hodographe  ayant  préala- 
blement tourné  d'un  angle  droit  autour  du  centre  des  accélérations. 
Il  en  résulte  que  : 

1°  Si  l'hodographe  est  une  conique,  la  trajectoire  est  une  conique,  et  réci- 
proquement ; 

2°  Si  la  trajectoire  est  une  conique,  le  centre  des  accélérations  étant  au 
foyer  de  la  conique,  l'hodographe  est  un  cercle  ; 

3°  Si  la  trajectoire  est  un  cercle,  l'hodographe  est  une  conique  dont  un 
foyer  coïncide  avec  le  centre  des  accélérations; 

4»  Si,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  des  accéléra- 
tions, l'équation  de  la  trajectoire  est 

IJ   =   lix'", 

l'équalion  de  l'hodographe  est 

X  =  k'if", 

(le  et  k'    étant  des  constantes),  et  cela,  quel  que  soit    w,    entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif;  de 
là,  des  résultais  relatifs  à  la  parabole  et  à  l'hyperbole. 

Cherchons  l'hodographe  par  Iccalcul. 

L'origine  étant  au  centre  des  accélérations,  les  coordonnées  d'un  point  de  l'iiodographe  sont 


Y  = 


dji 


\  = 


dx 


Cl  l'un  a 
d'où 


dt  "  dl 

xdij  —  ijdx  =  Icdl, 


X 


1 


(/.•=!). 


^'j  — .'/  ^.v'  —  y 

Pour  avoir  riiodographo,  il  faut   éliminer   x  cl  y   entre  ces  équations  cl  ré(iualion     /\.v,  »/)  =  0 
de  la  trajectoire. 

(h-,  considérons  la  droite  ([ui  a  pour  étiuation 

y  =  px  -I  (/, 
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d'où  2/'  =  P,  xy'  —  y  =  —q. 

Si  l'on  donne  l'équation  de  l'hodographe 

F(X,  Y)  =  0  ou  \\{p,  g)  =  0, 

on  aura  réqiiation  de  la  trajectoire  en  considérant  l'équation  tangenlielle 

F.(/3,  g)  =  0, 
et  appliquant  la  méthode  ordinaire  pour  en  déduire  l'équation  ponclueUe. 
Si  l'on  prend,  directement,  l'équation  difïérentielle 

xy  —'j      •'•,'/'  —  y  ' 

on  aura  comme  solution  l'ensemble  des  tangentes  à  la  trajectoire,  et  comme  solution  singulière  l'enve- 
loppe de  ces  tangentes,  c'est-à-dire  la  trajectoire  cherchée. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte,  par  la  géométrie,  de  ce  résultat.  En  effet,  prenons  un  point  A  de 
l'hodographe  ;  si  l'hodographe  est  réduite  à  ce  point,  la  trajectoire  correspondante  est  une  droite,  et 
u  et  p  sont  tous  deux  constants,  cotte  droite  est  la  tangente  correspondant  à  la  trajectoire;  quand  A 
décrit  l'hodographe,  on  a  toutes  les  tangentes,  chacune  correspondant  à  une  position  de  X.  Mais  si 
l'on  envisage  l'hodographe  elle-même,  la  trajectoire  qui  lui  correspond  est  l'enveloppe  de  ces  tangentes. 
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1497.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  x  cos  a  +  j/ sin  a  —  ai  =  0,  a  désignant  un  paramètre 
variable. 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  en  fonction  de  n.. 

Trouver  l'expression  de  l'arc,  du  rayon  de  courbure,  des  coordonnées  du  centre  de  courbure  en  fonction 
du  même  paramètre. 

Reconnaître  la  nature  de  la  développée. 

Les  coordonnées  du  point  M  où  la  droite 
(i)  a;  cos  a -H ?/ sin a — ai  =  0 

touche  son  enveloppe  sont  les  solutions  communes  à  l'équation  (1)  et  à  la  suivante 

(2)  —  X  sin  I -I- J/  cos i—  a  —  0, 
obtenue  en  dérivant  la  première  par  rapport  à  2. 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  x  et  y,  nous  obtenons 

(3)  a;  =  fl(acosa  —  sin  a),  y  =  n(ï  sin  a-f- cos  a)  ; 

ce  sont  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe. 

Nous  en  tirons 

rfx  =  —  ai  sin  a  t/i,  dy  =  ai  cos  x  di, 

et  par  suite 

ds^  =  dx-->!-dy'-  =  a-i-di-,  ou  ds  =  ±  aidi  ; 

et  en  supposant  que  j-  varie  dans  le  même  sens  que  a,      ds  =  aidi,    et  en  intégrant 

«^ 
s  =  a— -+-C. 

La  longueur  de  l'arc  qui  unit  les  points  M„  et  M,  correspondant  aux  valeurs  »„  et  a,  du  paramétre 
est  donc,  en  supposant     a,  >  »„, 
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Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  et  le  centre  de  courbure,  on  pourrait  appliquer  les  formules  géné- 
rales, ce  qui  ne  présente  ici  aucune  difficulté.  Il  est  plus  simple  de  remarquer  que  la  droite  représentée 
par  l'équation  (2)  passe  par  le  point  M  et  est  perpendiculaire  à  la  tangente  (1);  par  suite  cette  droite 
est  la  normale  au  point  M,  et  le  centre  de  courbure  à  la  courbe  considérée  au  point  M  est  le  point 
limite  de  celte  normale. 

Les  coordonnées  de  ce  point,  définies  par  les  équations 

—  j?sina-i-î/cosa— o  =  0,  —  j?cosï  — î;  sin  o(  =  0 

sont  donc  ' 

W  ar  =  — asina,  y  =  acosoi. 

Ce  point  décrit  le  cercle    x^-^y^-a':^  0,     qui  est  ainsi  la  développée  de  la  courbe  donnée. 

Le  rayon  de  courbure  est  égal  à  la  distance  des  points  (3)  et  (4)  ;  nous  trouvons  ainsi 

R  =:  act. 

On  voit  ainsi  que  la  courbe  considérée  est  une  développante  de  cercle,  et  il  est  facile  de  le  démon- 
trer directement. 

En  effet,  sur  le  cercle    x'-  -+-  y^  —  a-  =  0    prenons  un  point  A,  tel  que 
l'on  ait 


(0</,  OA)  = 


(Ox,  OA)  =  a-+-^; 


puis  sur  la  tangente  en  ce  point,  dans  le  sens  négatif,  prenons  une  longueur 
AM  égale  à  l'arc  AB.  On  sait  que  le  point  M  décrit  une  développante  du 
^  cercle,  et  que  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  A,  perpendiculaire  à  AM. 
Or  si  du  point  0  nous  abaissons  OP  perpendiculaire  sur  cette  droite, 
nous  avons  OP  =  AM  =  arc  AB  =  «a,  et  (Oj-,  OP)  =  a.  Par  suite, 
l'équation  de  la  droite  A  est 


.Tcos  a  +  y  sin  m  —ax 


FREY,  à  Alger. 


Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Cottt,  élève  à  l'école  normale  supérieure;   R.  de  Faru  ;    R     Manfn     inslitution  Sainte- 
Marie,  à  AIbi  ;  W.  MÉniGOT,  h  Paris  :  G.  l'ÉLissirn,  à  Toulouse;  fi.  Fovcrï,  à  Roanne. 
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1499.  —  Sait  la  courbe  (G)  p  —  a{i  -hcosto). 

1"  Calculer  le  rayon  de  courbure  et  construire  la  développée. 

2°  On  suppose  que  la  courbe    (C)    soit  dans  un  plan  vertical,  que  l'ave  polaire  soit   tiorizontal   et   on 
astreint  un  point  matériel  uniquement  soumis  à  son  poids  à  décrire  siins  frottement  li  courbe    (C).    Montrer 

que  dans  ce  mouvement,  en  posant     tg  —  =  /,     on  a 

dl 
dl  = 


/().)    étant  un  polynôme  du  quatrième  degré. 

.3°  Faire  la  discussion,  d'après  les  conditions  initiales,  du  mouvement  du  point  matériel  sur  la  courbe. 

En  particulier,  supposer  la  vitesse  initiale  nulle. 

Applicution  numérique.  —  /.e  point  matériel  est  abandonné  au  point  de  la  courbe     (o  =  -ï .     Calculer 
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13a 


à  i  minute  près,  rn  grades,  l'angle  polaire  de  iaulre  exirémité  de  sa  course,  sur  la  courte.  Quelle  approxi- 
mation en  résulte- i-il  pour  la  valeur  en  radiants  si  on  prend    -  =  3,14  :' 

(On  suppose  le  point  initial     o>  =  —     situé  en  dessous  de  l'axe  polaire.) 

i"  Calculer  la  réaction  normale  de  la  courbe  (C)  sur  le  point  nntlériel  et  discuter  ses  changements  de  sens. 

La  courbe  CC)   est  un  limaçon  de  Pascal  à  rebroussement,  c'est-à-dire  une  cardioïdc. 

Elle  se  définit  comme  conchoïde  de  cercle,  le  point  fixe  étant  un  point  du  cercle,  In  longueur  à 
ajouter  et  à  retrancher  au  rayon  vecteur  du  cercle  étant  égale  au  diamètre. 

Elle  se  définit  comme  épicycloïde  :  elle  est  le  lieu  décrit  par  un  point  d'un  cercle  qui  roule  sans 
glisser  sur  un  cercle  égal. 

En  se  plaçant  à  ce  dernier  point  de  vue,  on  retrouvera  la  courbe  C  dans  la  solution  de  la  question 

1490.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  dans  le  présent  problème. 

1°  Calculons  le  rayon  de  courbure  et  construisons  la  développée  en  opérant  par  le  calcul. 

Plaçons  l'axe  polaire  horizontal  et  le  sens  d'orientation  du  plan  con- 
traire du  sens  habituel.  On  a 


D'où 


Donc 


p  —  n{[  -i-  cos  l'i)  =  2a  cos-  —  • 
pi,  =  —  2a  fin  —  cos— • 
cos  — 


Donc  la  demi-tançrente  positive  MT  fait  avec  nx  l'antrle    «  =  — ^-i-_!l 

•-  2     '    2 

■n                 3(1) 
et  la  demi-normale  dirigée  vers  le  centre  de  couibure  fait  avec   ox  l'angle     x-i = -h 


Le  rayon  de  courbure  est 


ds 


d'où 


ds-  =  cfo-  -+-  p-dto-  =  4a-  cos^  ■ 


ds  =  2a  cos  -3- 


sin-  -^  dw- -+-  ia-  cos'  -r-  dm" 
2  2 

3   . 


rf(o-. 


et 


Donc 


ds^ 


ia 


Le  centre  de  courbure  a  donc  pour  coordonnées  cartésiennes 

!  (O  3(0 

-  cos  —  cos  — -1  y 


X  =  2a  cos  w  cos-  — - 
X  =  ncostu(l  -+-  cos'u)  - 


a  Sin  (0  cos-   -rr 


-(cos  2('j  + cos  tu), 


COS-—  sin  • 


2a 


—  (\  -t-cosw)(2  —  coso), 


y  =  a  sin  <»(1  -+-  cos  i») q-(sin  2w  -t-  sin  <« 

y=  -— (1  —  cos  w)  sin  w. 


Transportons  l'origine  au  point  a     lx  =  ~i     y  =  o) ,     qui  est  le  point  de  la  développée  corres- 


pondant au  point  A  de  la  courbe. 
Nous  aurons  x. 


cos"j  (1  —  cos  10) 


y  =  — siii")  (1  —  cosw), 
,7         3  V 
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et  sous  celte  forme,  rette  développée  représente  la  cardioïde  dont  l'équation  serait,  rapportée  à  l'axe 

polaire  ax,     o,  =  _(1  _  cosw);     ce  qui  démontre  que  M  et  P  étant 

deux  points  correspondants  de  la  cardioïde  et  de  sa  développée,  oM  et 
aP  sont  parallèles. 

2o  Supposons  qu'un  point  matériel  uniquement  soumis  à  son  poids 
soit  astreint  à  décrire  la  cardioïde  ;  le  théorème  des  forces  vives  donne 


l'égalité 


-^  =  9>J-^lh 


et  puisque    \  =  -^  =  2a  cos  —  -^,     on  a 
dt  2    dt 


2a-  cos^  -—  ,     , 
2  \  (// 


—7-  j    =  2ag  cos-  —  sin  w  H-  /;, 


ou  enfin 


,  (u  /'  dw 

cos-  —     — — 

"iKdl 


g  10 

—  ^—  cos-  —  sin  10  ■ 
a  -2 


y/  cos^  ^  sir 


Vf 


Posons    tg  -—  =  ).,     nous  aurons 


(,^„.i)ih  =  .x. 


ou  enfin 


d'où 


dl 


1  2rfX 

/     1        ix 

V  1  -h  x^  TTÎ"  ^ 


V^'^ 


C'est  la  formule  demandée. 

Une  faut  pas  songer,  même  dans  des  cas  particuliers,  à  exprimer  t  au  mojen  de  X  à  l'aide  des 
fonctions  élémentaires. 

On  peut  cependant  discuter  le  mouvement  du  point  matériel  sur  la  courbe  (C)  grâce  à  la  discus- 
sion de  la  vitesse. 

L'intégrale  des  forces  vives  donne  en  ellet 

V^  =  2</y  4-  2A,  =  ^.gy  +  Vg  -  2g,j„ 

?/„  désignant  l'ordonnée  de  la  position  initiale  M„,  V„  étant  la  vitesse  ini- 
tiale, ou 

î/i  =  ?/o 


v^  =  ioiy  -  ?/.), 


on  posant 


% 


Nous  ferons  la  convention  de  terminer  l'étude  du  mouvement  quand 
"x'   le  point  matériel  aura  atteint  le  rebrousscmcnt. 

La  vitesse  s'annulera  pour    y  =  g,. 

Nous  aurons  donc  à  comparer  ;/i  aux  ordonnées  des  points  P  et  Q  le 
plus  bas  et  le  plus  haut  sur  la  cardio'ide.  Les  ordonnées  sont  égales  et  de 
signe  contraire.  Le  point  P  est  obtenu  pour  une  valeur  de  <u  donnée  par 

3lO  1!  ,j 
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/■          1  \   /3         3a  t/3 
Donc  son  1/  est  o    1  h -^  =  — —. 


Les  cas  à  distinguer  sont  les  suivants  : 
1°     I  yi  I  >  —^      Puisque    ?/,    est  inférieur  à   (/„,    ce  premier  cas  ne  se  produit  que  quand  ?/, 
est  négatif,  c'est-à-dire  quand  V5  est  suffisamment  grand. 

La  vitesse  ne  s'annule  jamais  ;  le  mouvement  conserve  toujours  le  sens  initial  sur  la  cardioïde,  et 
le  point  matériel,  soit  en  remontant  soit  eu  descendant,  atteint  le  rebroussement.  11  l'atteint  au  bout 
d'un  temps  donné  par  l'intégrale  définie 

ds 


r   ^^    -  /- 


Dans  celte  intégrale  définie,  la  variable  est  celle  qui  définit  la  position  du  point  sur  la  cardioïde  et 
elle  sera  prise  entre  les  valeurs  qui  donnent  les  points  Mo  et  0. 

La  fonction  sous  le  signe  /  est  discontinue  quand —f- est  nul,  c'est-à-dire  pour  les  points  P  0  et  0 

ds  r  r  '   vc  • 

Rappelons  qu'an  un  point  simple  d'une  courbe  algébrique,  à  tangente  parallèle  à  o.r,   —  est  un 

ds 

infiniment  petit  d'ordre  —  par  rapport  à  dy  ;  (en  un  rebroussement  ordinaire  à  tangente  parallèle  à  o.r, 

—^  est  un  infiniment  petit  d'ordre  -—  par  rapport  à  dy). 
ds  3 

Donc  les  discontinuités  de  la  fonction  n'empêchent  pas  l'intégrale  définie  d'avoir  une  limite  finie. 

3o\'3        ,,  f     ,       •  ,      ,  ,    ,,  ..  3av^3 

2°     |y,|  =  — —  •      11  faut  rejeter  le  cas  ou  1  on  aurait     y,  =  — - — .    car  cela  exigerait  que  l'on 

3a  \/ 3 

eût  à  la  fois     y»  =  —, — '     V^  =  0    et  le  point  matériel  resterait  en  équilibre  en  P. 

3ns  3 
Prenons  donc     Vi  = ; — 

Le  point  matériel  aura  une  vitesse  nulle  en  arrivant  au  point  O,  position  d'équilibre  instable. 
Pour  qu'il  y  arrive,   il  faut  d'abord  supposer  que  la  vitesse  initiale,  qui  ne  peut  i''tre  nulle  dans  ce 
cas,  ait  un  sens  tel  que  l'arc  MoQ  ne  contienne  pas  le  rebroussement. 

De  plus,  il  faut  voir  si  le  point  Q  sera  atteint  au  bout  d'ua  temps  fini. 
Ce  temps  est  donné  par  l'intégrale  définie 

ds 


^gt=    j  — ,    "^^       _dy. 
/„,      /  3fflv/3 


4 

L'intégrale  est  prise  ici  le  long  de  l'arc  AloQ. 

ds  1 

Pour  le  point  Q,      -j—     et     —    sont  infinis,  et  1  on  sait,  d  après  ce  qui  précède,  que 

ds_ 

dy             /.,   ,    3fl/3\                ■•     -,     X.   ■              .         .     ^                     3aN/3         , ..   ,^       ,      .,„    . 
y  -\ T —  )    a  une  limite  finie  quand    y    tend  vers L  intégrale  définie 


,     3av/3 


croit  donc  indéfiniment 
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Le  point  matériel  décrira  l'arc  M„Q  en  tendant  vers  le  point  Q  (sa  vitesse  tendant  vers  zéro)   sans 
jamais  l'atteindre. 

3"     lyA  < -•     Le  mouvement  du  point  matériel  change  de  sens  sur  la  courbe  quand  un  point 

H  d'ordonnée  y,  est  atteint.  Ce  point  H  est  atteint  au  bout  d'un  temps  donné  par  l'intégrale 

ds 


I   .      dy 


s/2g  t=   /     -7=^=  dy. 
'-  [c)  v!/  — ?/. 
prise  le  long  de  l'arc  MjH,  qu'on  suppose  ne  pas  contenir  le  rebroussement. 

ds 
Cette  intégrale  a  une  valeur  iinie  parce  que  -7—  est  fini  pour  le  point  H. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  particulier  où     V„  =  0. 
L'intégrale  des  forces  vives  s'écrit  alors 

Y'  =-2g{y-yo). 
Si  Mo  est  au-dessus  de  ox,  le  point  matériel  arrivera  au  rebroussement.  Il  y  arrivera  au  bout 

dii  i 

d'un  temps  fini  parce  qu'au  voisinage  du  rebroussement  -j—  est  un  mfinmient  petit  d'ordre  —  pa    rap- 
port à  dy . 

Si  M„  est  au-dessous  de  ox,  le  point  matériel  remontera  jusqu'au  point  M,  de  même  cote  et  oscil- 
lera indéfiniment  entre  M„  et  M,. 

Enfin,  plaçons  Me  en  A.  Le  point  remontera  jusqu'au  rebroussement.  Le  temps  mis  pour  y  arriver 

avec  une  vitesse  nulle  est  donné  par  l'intégrale 

,->    ds 

dxi  1  -  dy 

prise  le  long  de  l'arc    APo  ;    -j-   est  un  infiniment  petit  d'ordre    --    par  rapport  à  dij  ;    donc    \ly-j- 

\         1 

est  un  infiniment  petit  d'ordre    -;^  -1-  -r  ;     donc  l'intégrale  définie  â  une  valeur  finie.  Le  point  matériel 

atteindra  donc  le  rebroussement,  sans  vitesse,  au  bout  d'un  temps  fini. 

ApplkaLion  numérique.  —  Si  le  point  matériel  est  abandonné  au  point  no  d'angle  polaire  —,  l'autre 

o.xtrémité  de  sa  course  est  le  point  [ji,  de  même  cote. 

Chercher  l'angle  polaire  du  point  11,  revient  à  résoudre  l'équation 

0)  (1) 

a(l -Hcosw)sin  w  =  a,  ou  4sm  —  cos' -r-  =  1- 

Elle  admet  pour  racines  en  —,  y  et  une  autre  inférieure,  celle  que  nous  cherchons. 
Le  tâtonnement  par  les  tables  va  nous  donner  l'angle  polaire  cherché  à  1  minute  près. 
Calculons  log  4  -t-  log  sm  -y  -h  3  log  ces  —  • 


Pour  IOk'',  cette  somme  est 
(),r)0:206 
1,19433 
r,98386 

r,78025 


Pour  20Rf,  elle  est 

O,60iOl3 
r,  48998 
r;93i63 

0,02667 
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Donc  —  est  compris  entre  10^'  et  20?',  plus  voisin  de  20  que  de  10. 

Pour  ISg^làa,  on  trouve 

0,60206 
1^43142 
r,94o70 


1,99918 
Pour  chacune  des  minutes  suivantes,  il  faut  ajouter  23  au  logarithme  du  sinus  et  retrancher  2  à  celui 
du  cosinus.  Donc  en  tout  ajouter  17.  Donc 

18g%29'  donne  1,99986 

et 

18?'30',  0,00003. 

Donc  —  est  plus  voisin  de  18f',30  que  de  lsi;',29. 
Donc  w  à  1  minute  près  par  défaut  est  36p%39'. 


La  valeur  en  radians  est  donnée  par 

_    36,59X3,14 
'  "  200 

L'erreur  commise  est 


0,574463. 


(^«'^«-*-w)(^=**^w) 


36,59X3.14  40 


•iOn  2UU  100.200  1000 

Donc,  on  peut  aftirmer  que  la  valeur  à  -jkk  près,  par  défaut,  en  radians  est  O.o7. 

4°  Calculons  la  réaction  normale  R  de  la  courbe  sur  le  point  matériel.  Soit  o  le  rayon  de  courbure. 
On  a 

—  =R-F„. 

F„  est  la  projection  du  poids  sur  la  normale  dirigée  vers  le  centre  de  courbure,  c'est-à-dire 

.     3t. 
-  ">9  sin  -^ 

Donc 

2gv  +  2/i,  .     3uj 

m  ■  =  R  —  mq  sin  -— - 

4a  u>  ^2 

- — cos  — 
3  2 

ou 

[lu       1         (j)        3iij  ~I                              r                      <"               lu          3<«j  "I 
sin  (D  cos^ H —cos "5^ sin— -  1^- 2mA,        407/1(71  3  sin (u  cos' -r- +  cos -— sin -—-  l-!-6m/i, 
n  = -^ — = 1 : = ilJ , 

4a  o)  o> 

cos  —  4a  cos  -^ 

3  2  2 

[(U  to  co  "I 

4  sin  w  cos' -3- -+-  sin -X  cos -^ cos  u)  I  h- 6mA,        2am9[4sint>>(l  -i-cosw)  H-sina>cosw]-f-6mfi, 


4a  cos 


ma 

R  = fo  sin  t"  cos  tu  -r-  i  sin  w  -1-  tl, 

2 cos  -— 
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k  désignant  une  constante  que  nous  pourrions  immédiatement  écrire  en  fonction  de  la  constante  des 
forces  vives. 

Les  changements  de  sens  de  la  réaction  s'obtiendront  par  la  remarque  que  le  dénominateur  change 
de  signe  quand  w  passe  par  la  valeur  ti  et  en  résolvant  l'équation 

5  sin  w  cos  10  -(-  4  sin  10  -(-  fc  =  0. 

11  suflit  de  supposer  k  positif,  car  si  on  change  w  en  — w  et  A-   en   — k,    le  premier  membre  de 
l'équalion  ne  change  pas.  Posons     cos  m  =  x,     sin  w  =  i/.     Nous  serons  ramenés  à  l'intersection  des 

deux  courbes 

ix-  -)- 1/"  =  1, 
oxij  -H  4;/  +  /(  =  0. 

La  seconde  est  une  hyperbole  d'asymptotes  ;/  =  0,  ox+4  :=  0  et  située  dans  l'angle  des 
asymptotes  ne  contenant  pas  de  hachures.  On  voit  aussi  graphiquement 
qu'il  existe  deux  nombres  k!  et  k"  positifs,  tels  que  si  k  <  k' ,  les 
deux  courbes  ont  quatre  points  communs  réels,  deux  seulement  si  k  est 
compris  entre    k   et    /i",    aucun  si    k   est  supérieur  à    k". 

Si  l'on  a     k  =  k\     il  y  a  contact  en  un  point  et  deux  autres  points 
^     réels  et  distincts. 

Si     k  =  k",     il  y  a  contact  en  un  point  qui  est  le  seul  point  de  ren- 
contre réel. 

D'ailleurs,   il   est  possible    d'opérer  d'une    manière    analytique  plus 
précise. 

Eliminons    ;/    entre  les  équations  (l)  ;  nous  aurons  l'équation  aux    x    des  points  de  rencontre  des 
deux  courbes 

A- 


4)-^ 


—  1=0 


(.1-' -  [){5x -h  Af  +  k'  =  0. 


La  dérivée  est 

±r(5x-  +  4)^-h10(a-^-l)(5.r  +  4)  =  0  ou  (Sx +-4)[o(a;2— 1)  + a;(5x  +  4)]  =  q 

ou  enfin  {^x  +  i)[10x-  i  'ix  -  5]  =  0. 

Les  racines  de  la  dérivée  sont  donc,  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante, 
2  +  3/6  ^  3»  5  — 2 

Tô     '      ~3"'  10     ■ 

D'autre  part,  des  substitutions  faciles  montrent  que  les  résultats  de  substitution  des  racines  de 
l'équation  10a;- -t- 4ar  —  3  =  0  dans  le  polynôme  (x=  —  i)(5a.-f- 4)^  sont  les  mêmes  que  dans  le 
polynôme  du  premier  degré 

--|-[16.r^l5]. 

La  suite  de  Uolle  est  donc,  avec  les  résultats  de  substitution,  pour  l'équation  du  quatrième  degré 


3v'6 


3vtt  -  2 


10 

/,« ^(59  — 24v/6) 

100  ^  ' 


10 


27 


On  voit  donc  que 


k'  --j^(59  +  24v/6) 


27 


k-  =  -^  m  -  24v/6 ).  /."»  =  -jôô"  (59  ^-  2W5) . 
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Tout  ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  que  dans  chaque  cas  particulier  il  sera  aisé  de  déterminer 
les  changements  de  sens  de  la  réaction.  Il  resterait  à  faire  un  tableau  de  ces  changements  de  sens  pour 
tous  les  cas  rencontrés  dans  la  discussion  du  mouvement  ;  la  seule  difficulté  serait  de  chercher  les 
valeurs  annulant  la  réaction  et  comprises  réellement  dans  la  partie  de  la  courbe  décrite  par  le  point 
matériel. 

Bonne  solution:  .M.  G.  Foccrt,  à  Roanne. 


GEOiMETRIE  DESCRIPTIVE 


Remarque  relative  à  l'Épure  donnée  en  1906  au  concours  d'admission  à  V École  normale  supérieure 
et  publiée  dans  le  n"  de  Janvier  1907 . 

Nous  devons  faire  observer  que  la  projection  horizontale  de  l'intersection  du  tore  et  de  l'hyperboloïde 
ne  peut  présenter  en  a  (p.  9i)  un  point  anguleux. Comme  nous  l'écrit  M.  Girod,s'il  en  était  ainsi,  les  deu.K 
tangentes  en  a  aux  arcs  ar,  et  ar,  étant  tangentes  simples,  la  courbe  serait  réelle  sur  le  prolongement 
de  ces  arcs  à  gauche  du  plan  de  profil  de  A,  et  comme  la  projection  verticale  est  déjà  réelle  à  gauche  de 
ce  plan,  les  deux  surfaces  auraient  des  points  communs  réels  dans  cette  région,  ce  qui  n'est  pas.  Mais 
on  peut  voir  que  les  deux  arcs  ar,  et  ar^  forment  en  a  un  rebroussement  dont  la  tangente  est  ao,  parce 
que  la  tangente  à  la  projection  verticale  commune  de  ces  arcs  est  précisément  tangente  à  la  méridienne 
au  point  a'.  On  peut  encore  considérer  suivant  la  méthode  indiquée  par  M.  Caron,  le  cercle  de  Meusnier 
relatif  aux  sections  planes  menées  par  la  droite  de  bout  du  point  A  et  qui  est  ici  la  circonférence  de 
diamètre  o'a' .  Le  rayon  de  courbure  de  chaque  section  est  la  corde  interceptée  dans  cette  circonférence 
par  la  trace  verticale  du  plan  sécant  qui  pivote  autour  de  a'.  Quand  cette  trace  devient  la  tangente  en 
a',    cette  corde  étant  nulle,  le  rayon  de  courbure  correspondant  est  nul  ;  il  y  a  donc  un  rebroussement. 

.ajoutons  encore,  à  l'égard  de  la  projection  horizontale  delà  courbe,  que,  les  deux  points  doubles  se 
confondant  avec  les  projections  des  deux  génératrices  verticales  de  l'hyperboloïde,  on  pouvait  détermi- 
ner exactement  leur  position  de  part  et  d'autre  du  point  0  à  une  distance  égale  au  rayon  du  cercle  de 
gorge. 

♦ 

EXAMENS  DE  1906  (Suite.) 


CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  ^C/'-rmont-Fenand,  Juillet  1906.) 

Mathématiques  générales . 

Epreuves  théoriques. 

I.  —  1576.  Trouver  l'aire  engendrée  par  un  arc  de  la  chaînette  y  =  — {e'ï'-i-c"^")  en  tournant:  fauteur 
de  l'axe  des  x  ;  2°  autour  de  l'axe  des  y. 

II.  —  1577.  Sur  la  conique  y  =  Aa;=  -h  2Bxy  +  C;/-',  on  prend  deux  points  X,  N"  infiniment  voisins  de 
l'origine  et  ayant  des  abscisses  égales  et  de  signes  contraires.  .Montrer  que  la  différence  entre  l'arc  N\'  et  sa 
projection  conique  sur  l'axe  des  x,  le  centre  projectif  ayant  pour  coordonnées  a;  =  0  et  y  =  3R,  R  ravon 
du  cercle  osculateur  en  M,  est  un  infiniment  petit  du  5e  ordre. 

III.  —  1578.  Un  point  pesant  est  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  placée  dans  un  plan  vertical.  Déter- 
miner cette  courbe  de  telle  sorte  que  la  composante  verticale  de  la  vitesse  du  point  mobile  soit  constante. 
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Epreuves  pratiqws 

I.  —  1579.  Un  arc  de  cercle  a  une  longueur  de  3  décimètres  ;  sa  corde  une  longueur  de  2  décimètres,  5  ; 
trouver  le  rayon  du  cercle  à  1™™  près. 

II.  —  1580.  Un  point  pesant  est  assujetti  k  rester  sur  le  côté  extérieur  d'un  cercle  vertical  de  rayon  R. 
On  le  place  au  point  le  plus  haut  avec  une  vitesse  initiale  va.  Trouver  la  position  du  point  où  le  mobile  quitte 
le  cercle,  avec  les  données  suivantes  : 

g  =  981,  H  =  82,  vo  =  90. 

(Unités  C.  G.  S.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1581.  —  On  considère  deux  faisceaux  d'hyperboles  équilalères  H  et  11',  les  hyperboles  de  chacun  des 
faisceaux  ayant  les  mêmes  asymptotes.  On  considère  en  outre  une  droite  A  qui  rencontre  une  hyperbole  H  en 
deux  points  M  et  N  et  une  hyperbole  H'  en  deux  points  M'  et  N',  telle  que  les  deux  segments  M>i  et  M'IN'  aient 
le  même  milieu  w.  Prouver  que  l'enveloppe  des  droites  A  est  une  hypocycloïde  k  trois  rebroussements  T  ayant 
pour  cercle  orlhoptique  le  cercle  Q,  lieu  du  point  (o. 

Appliquer  ce  résultat  aux  cordes  communes  aux  hyperboles  H  et  H'  et  aux  tangentes  communes  k  celles 
qui  se  touchent  en  un  point. 

A.  Sainte-Lagiie,  Élève  de  l'École  Normale  supérieure. 

1582.  —  Axes  rectangulaires     ox,  oy,  oz. 

Un  point  matériel  de  masse  m  est  attiré  par  un  centre  fixe  P,  situé  sur  ox,  proportionnellement  à  la  dis- 
tance à  ce  centre,  la  force  à  la  distance  r  ayant  pour  intensité  ink-r.  On  lance  le  mobile  de  l'origine  avec  une 
vitesse  initiale  donnée  en  grandeur  vo. 

1"  Le  vecteur  vitesse  initiale  ovo  étant  dans  le  plan  iox  et  faisant  avec  ox  un  angle  a,  former  l'équation 
delà  trajectoire  du  mobile;  calculer  la  longueur  du  diamètre  conjugué  de  oc  dans  cette  trajectoire. 

2°  L'angle  a  variant,  trouver  le  lieu  des  points  que  le  mobile  atteint  avec  une  vitesse  passant  par  un  point 
A  de  ox  (en  direction). 

3''  L'angle  a  variant,  trouver  le  lieu  des  foyers  des  trajectoires. 

4o  Le  vecteur  vitesse  initiale,  o»o,  se  déplaçant  dans  un  plan  n  mené  par  oy,  former  l'équation  de  la  sur- 
face S  engendrée  par  les  diverses  trajectoires  du  mobile. 

5»  Enveloppe  des  surfaces  S  quand  le  plan  U  tourne  autour  de  oy. 

J.  Demeunyncr. 
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1542.   —  DiHcrmmfiv  sur   une  parabole  de  soimnel   S  et  de  foyer    F    un  point   M   tel  qtte  l'arc  de 
courbe  SM   soit  dans  un  rapport  donné   k  avec  le  rayon  vecteur    KM.   /Jisculer  suivant  les  valeurs  de    k. 

Soil    x'  —  2p;/  =0,     ou    y  =  ^    l'équation  de  la  parabole  ;  nous  pouvons  supposer  (juc  le  point 
cliercbf^  M  a  des  coordonnées  positives.  Soit  s  la  longueur  de  l'arc   SM  ;   nous  avons 
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Posons     —  =  sh  ;,     t    étant  positif,  et  remarquons  que  lorsque    /   varie  de  0  à     -h»,     x   varie 

aussi  de  0  à     -i- x  ;     par  suite.  le  point  .M  décrit  Tare  infini  de  la  parabole  à  partir  du  sommet  S  dans 
l'angle  positif  des  coordonnées.  Nous  avons     dx  —  pcht  dt,     et  par  suite 


ds  =  V  I  -T- sh' t  p  ch  t  dt  =  p  chu  dl, 
ou 

ds=  ^^H^chiOdt, 
et,  en  intégrant. 

Il  n'y  a  pas  de  constante  arbitraire,  puisque  pour    t  =  U,     on  doit  avoir    »■  =  0. 

D'autre  part  .MF  =  y  H-  ^  =  -|-(1  +  sh^  t)  =  ^  ch- 1  =  ^.  ^^f^''  • 

Le  point  .M    sera  donc  déterminé  par  l'équation 

Pi,  ,     shi<  \  _     p      l-t-ch2/ 

1\  ~)  ~    7 2 ' 

qui  s'écrit,  en  introduisant  les  exponentielles, 

/'(/)  =  (A--l)ei'  +  (A-+l)e--'-4(-f-~2/t  =  0. 
Il  s'agit  de  déterminer  le  nombre  de  racines  positives  de  cette  équation. 
Appliquons  le  théorème  de  Rolle.  L'équation  dérivée  est 

1  fXi)  =  {k  -  [)e^-'-(k  -^  l)e-^'  -  i  =  0, 

ou  {k  —  l)e"  —  ie^'  —  {k-h[)=0. 

^'  -+- 1 
Nous  en  tirons     e''  =  —  I .,     e-'  = ■ 

fi  1 

L'équation     e'-'  =  -  i     n'est  vériliée  par  aucune  valeur  réelle  de  /  ;  et  l'équation    e'^'  =    -; 

^  ^  k  -  \ 

admet  seulement  une  racine  si    A-  >  1  ■ 

Premier  Cas.     A-  <<  i.     La  dérivée  n'a  pas  de  racines.  .Nous  avons 
fiO]  =  U  >  0,  f(-h  ce;  <  0  : 

l'équation  admet  une  racine  et  une  seule.  Il  existe  un  seul  point  M  répondant  à  la  question. 

Deuxième  Cas.    A:>  1.    La  dérivée  a  une  racine  :     <„  =  — -  L — '■ — • 

i      A  —  i 
Nous  avons 

/•  0    >  0.  f(to)  ^  4 'A-  -  t,),  A-+-  »  )  >  0. 

Donc  si     A  —  (^  ■<  0,     ou    A  <<  —  L  7 -,     il  y  a  deux  solutions.  Si    A  >  — -  L  -j '     il  n'y  a 

aucune  solution. 

Si  nous  considérons  la  fonction     o(kj  =  k -L  - — —,     sa  dérivée  est      -f^A:)  =  — ; ;     elle 

est  positive  pour    A  >  1. 

Donc  lorsque  k  croît  de  1  à   -|- x  ,     o(A)  croit  de  —  x    à   —  »  ;    par  suite  cette  fonction  s'annule 
pour  une  valeur  A",  supérieure  à  1. 

On  voit  donc  que  si    k  <  A-,,     il  y  a  deux  solutions,  et  si     k  >  A,,     il  n'y  a  pas  de  solution. 

G.  PÉLISSIER,  à  Toulouse. 
Bonne  solution  par  M.  André  Corrr,  lycée  de  Dijon. 
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1530.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  B  et  A  ;  sur  la  droite  D  un  point  fixe  0  et  sur  la 
droite  A  un  point  variable  P.  Sur  la  bissectrice  de  l'angle  DOP,  on  prend  une  longueur  OM,  telle  que 
OM    =  i.OP,    k  étant  une  longueur  fixe.  Trouver  le  lieu  du  point  M. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  OD  et  pour  axe  des  ?/  une  perpendiculaire  menée  parle  point  0. 
L'équation  de  la  droite  i  est    x  =  a  \     celle  de  OiVl,    —  =4-'    en  appelant  a  et  p 


les  coordonnées  du  point  M;  celle  de  OP  est 


.t 


y  ^ 


Nous  voyons  donc  que 
L'équation  du  lieu  est  donc 


par  conséquent 


2a  px 


OP  =  zha 


'  +  32  =  ±  aA 


^■' 


linalemenl 


«2-^2  =  ±ak. 
Il  se  compose  de  deux  hyperboles  équilalères,  conjuguées  l'une  de  l'autre,  et  rapportées  à  leurs  axes. 
L'une  d'elles  s'obtient  en  considérant  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  POD  et  en  suivant  ses  varia- 
tions, tout  en  tenant  compte  de  ce  que  OP  doit  être  regardé  comme  changeant  de  signe  en  devenant 
00  .   L'autre  provient  d'une  façon  analogue  de  la  bissectrice  extérieure. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Cottt  ;  G.  Foocrï,  à  Koanne  ;  Mobet  ;  E.-N.  Babisien  ;  J.  Soudet,  à  Rouen  ;  Gainabu,  à  Reims  ; 

COTTl 

rnot  ; 


FiscHMANN,  à  Bruxelles;  R.  de  Fabia  ;  Laiiotte,  lycée  Janson  ;  Palansi,  lycée  Henri  IV  ;  R.  Manen,  :\  Albl;  A.  Cottv,  à  Dijon 
G.  Pélissier,  à  Toulouse  ;    H._  Cuir  ;    J.    Yehvad\,    à   Moris;    Unïmra  ;    Jean    Maltos  ;    Rsgnaold,    lycée    Carnot  ;    Brignon, 


au  Harcholet;  P.  SARKiizv,  à  Pannonhalma  (Hongrie) 


1531.  —  Soietil  0  un  cercle  fixe,  A  un  de  ses  points.  On  considère  un  cercle  C  tangent  à  0  en  A  et 
on  mène  la  tangente  commune  extérieure  aux  deux  cercles,  TM.  Trouver  géométriquement  le  lieu  du  point 
M  lorsque  le  cercle  C  varie. 

L'angle  TAM  est  évidemment  droit,  puisque  la  somme  des  angles  OAD  et  CAE,  qui  sont  respective- 
ment complémentaires  des  angles  DOA  et  EGA,  vaut  un  droit.  11  en  résulte  que  OB  est  parallèle  à  AM 
et  CB  parallèle  à  TA;d'autre  part,  le  point  B  est  sur  la  tangente  commune  aux  deux  cercles  au  point  A  ; 

par  conséquent^  la  droite  BC,  perpendiculaire  à  OB  au  point 
B,  enveloppe  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  0  et  pour 
tangente  au  sommet  AB.  Le  lieu  du  point  E  est  donc  la  podaire 
de  cette  parabole  par  rapport  au  point  A  ;  c'est  une  cissoïde 
droite  ayant  le  point  A  pour  point  de  rebroussement  et  AC 
pour  tangente  en  ce  point.  Le  lieu  du  point  M  est  une  cissoïde 
homolhi'tique  par  rapport  au  point  A  et  dans  le  rapport  2. 

Ceci  peut  se  voir  directement  sur  la  ligure.  En  effet,  le  lieu 
du  point    D   est  un  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  ;  si 
donc  on  porte  OP  équipollent  à  DB,  le  lieu  du  point  P  est  une 
cissoïde  de  Dioclès.  Comme  .\E  est  équipollent  à  DB,  le  lieu  de 
K  est  cette  cissoïde  à  laquelle  on  a  fait  subir  la  translation  UA  ;  etc. 


!/ 

T 

^^r-c- 

jy^ 

^ 

T]  . 

0      1 

t 

iJ 
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Solution  analytique.  —  Prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres  Aj;  et  pour  axe  des  xj  l'axe  radical 
commun  à  tous  les  cercles  de  renoncé,  Ay.  L'équation  du  cercle  OA  est 

a;--t-i/'^  -^%ax—  0, 
en  posant    OA  =  —  a,    et  celle  du  cercle  mobile  est    x- -(- y- —  2aa;  =  0,     en  posant    AC  =  a. 
Soient  x  et;/  les  coordonnées  du  point  M  ;  la  tangente  en  ce  point  au  cercle  C  a  pour  équation 

X(x  —  a)  -h  Yy  —  aa;  =  0, 
et,  en  écrivant  qu'elle  est  tangente  au  cercle  0,  nous  aurons 

a^\(x  —  a)2  4-  2/2]  —  \_a{x  —  a)  +  txf  =:  0, 
ou 

OrXj-  —  a^x^  —  lanxix  —  ■x)  =  0 . 

Mais  il  vaut  mieux  conserver  la  première  équation  :  l'élimination  de  a  sera  plus  commode.  En  effet,  l'équa- 
tion du  cercle  C  nous  donne 

x  —  a)--(- j/2  =  a-, 

et,  en  remplaçant  cette  quantité  par  sa  valeur  dans  l'équation  précédente,  nous  avons 

a-i?  —  \a{x —  a)  -(-  ax  -  ^  0. 
Cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

ax-'r  a{x  —  a)  +  ax  =  0  et  ai. —  o\x — a)  —  aa;  ^  0. 

La  première  donne    x  =  0    et  correspond  au  point  A  ;  elle  ne  convient  pas  pour  la  question  en  vue. 
La  seconde  donne 


'la  —  X 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  du  cercle  C,  nous  avons  de  suite  l'équation  du  lieu 

(a;2  +  y-){2a  —  ar)  =  2ax-, 
ou,  plus  simplement, 

a;(a!-  +  i/-)  —  2ai/-  =^  0. 

Cette  équation  représente  bien  la  cissoïde  que  nous  avons  indiquée. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Palansi,  lycée  Henri  IV  ;  Jean  Maltos;  Gauxard,  lycée  de  Reims  ;  Cli,  Brigno.n  ;  G.  Foucnv  ;  E.-N. 
Babisien  ;  Grand;  G.  Cont  ;  Lamotte  ;  J.  Yernaux  :  R.  Manen  ;  Trads-Degove,  D.nauba;  G.  Pélissier  ;  J.  Socuet  ;  J.-D.  Do- 
FADT,  à  t'oitiers  ;  Amblabd,  Rég.nauld,  lycée  Carnet;  H.  Janois,  à  Nantes. 

Bonne  solution  par  l'inversion  de  .M.  L.  Sire. 
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1496.  —  Un  pendule  pesant,  comimsé  d'une  boule  fixée  à  l'exlrémilê  inférieure  d'une  lige,  oscille 
d'abord  dans  l'air  avec  un  amortissement  négligeable.  On  trouve  une  durée  d'oscillation  simple  égale  à 
C%o82.  On  fait  ensuite  plonger  dans  un  liquide  légèrement  visqueux  une  lame  mince  fixée  au-dessous  de  la 
boule,  de  manière  à  introduire  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  sans  changer  sensiblement  te  poids 
apparent  du  pendule.  Il  se  produit  alors  un  amortissement  considérable  et  l'on  trouve  entre  deux  élongntions 
consécutives  un  rapport  sensiblement  constant  et  égal  à  1,211.  Chercher  de  combien  se  trouve  modifiée  la 
durée  d'une  oscillation. 

Dans  le  premier  cas,  si  l'on  désigne  par  x  l'élongation  de  la  boule  k  l'époque  t,  l'équation  du 
mouvement  est  de  la  forme 

d-x 

di- 

d'où  l'on  déduit,  en  comptant  le  temps  à  partir  du  passage  à  la  position  d'équilibre  et  désignant  par  a 
l'élongation  maximum, 

a;  =  a  sin  \/a  t. 
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La  durée  d'une  oscillation  simple  est 

Passons  au  cas  où  il  y  a  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse.  Si  p  désigne  le  facteur  de 
proportionnalité,  l'équation  différentielle  du  mouvement  est  maintenant 

d^x  dx 

~dF  ~  ~  ^'dT^   '^' 

Intégrons-la  :  les  racines  de  la  caractéristique  sont  imaginaires  puisqu'on  sait  a  priori  que  le  mou- 

1 

vement  est  périodique  et  1  on  trouve,  en  posant     — p  =  e, 

.,:  =  be''-'  sin  \/X  —  t^  t. 
La  nouvelle  durée  d'oscillation  est 

(2)  T'  =  -^ 

et  le  rapport  de  deux  élongations  successives 

(3)  m  =  e-T'. 

T  et  ??i  sont  donnés.  L'élimination  de  ),  et  de  s  entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3)  donne,  si  l'on 
pose    log.  nép.  m  =  [l    (décrément  logarithmique), 


I 


T'  =r  T  V  /   1  -f- 
En  faisant  le  calcul,  on  trouve 

[j.  =  0,2546  et  T'  =  0%o84. 

Cette  durée  d'oscillation  diffère  très  peu  do  la  durée  d'oscillalion  0',582  du  premier  cas,  malgré 
un  amortissement  considérable. 

On  peut  aussi  calculer  X  et  :;    ce  dernier  est  égal  à  0,87. 

G.  COÏT  Y. 

Nous  avons  reçu  également  de  M.  M.  Laubence  une  solution  exacte  dans  laquelle  la  masse  M  et  le  moment 
d'inertie  I  du  pendule  sont  mis  en  évidence;  l'équation  dilTcrentielle  du  mouvement  prend  alors  la  forme 
suivante,    0    désignant  l'angle  d'écart, 

rf-0  dit 

Dans  les  équations  (I),  (2),  (3),  )>  représente  — j—  et  p  le  rapport—- 
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QLESTIONS   rOSÉES    Al  \    KXAMINS   ORAUX  (Suite.) 
Géométrie    M.  An^i.u.) 

'.iT.iU. —  DrliTiiiiner  les  points  d'uno  droite  d'où  on  voit  un  sopnicnl  AB  extérieur  à  In  droite  sous  un  angle  donné; 
sous  le  plus  gnind  angle  possible. 

'•ilfkO.  —  On  donne  une  droite  et  une  circonférence  ;  déterminer  les  points  de  la  droite  d'où  on  voit  la  circonférence 
sous  un  angle  donné  ;  sous  l'angle  maxinium. 

3741.  —  Par  le  point  A  d'intersection  de  deux  cercles  0  et  ir,  mener  une  sécante  ABC,  telle  que    AP  =  AC. 
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3742.  —  Déterminer  sur  la  droite  XY  le  point  C  de  façon  que  le  chemin  ACB  soit  minimum. 

3  743.  —  Chemin  minimum  pour  aller  d'un  point  A  à  un  point  B  après  avoir  rencontré  deux  droites  concourantes  Ox, 
Oy. 

3744.  —  Joindre  un  point  M  au  point  de  rencontre  inaccessible  de  deux  droites  D  et  D'. 

3745.  —  Deux  triangles  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires  sont  semblables. 

3746.  —  Construire  deux  longueurs  connaissant  leur  différence  et  leur  produit. 

3747.  —  Tracer  une  circonférence  de  rayon  donné  coupant  orlhogonalement  deux  circonférences  données. 

3748.  —  Énoncer  le  théorème  de  Ménélaiis  et  sa  réciproque. 

3749.  —  Ëniincer  le  Ihéorème  de  Céva  et  le  démontrer.  Applic.ition  aux  bissectrices  d'un  triangle,  aux  médianes,  aix 
hauteurs. 

3750.  —  liapport  anharnionique  de  quatre  points.  Différentes  manières  d'écrire  ce  rapport  ;  le  rapport  anharmonique 
X  peut-il  prendre  toutes  les  valeurs  de    — =c     à    +  ce  ? 

3  751.  —  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  est  projeclif. 

3752.  —  On  a  quatre  points  A,  B,  C,  D  en  ligne  droite.  On  désigne  par  ),  le  rapport  anharmonique  — :  ■—-  ;  trouver 

AD     BD 
deux  longueurs  dont  le  rapport  soit  égal  à  À. 

3753.  —  Expression  du  côté  de  l'octogone  régulier  convexe  et  de  l'octogone  régulier  étoile. 

3754.  —  Côté  du  décagone  régulier  convexe  et  étoile  ;  du  pentagone  régulier  convexe  et  étoile. 

3755.  —  On  considère  deux  droites  AB,  AC,  mener  par  un  point  0  une  sécante  OBC,  de  façon  que  le  triangle  ABC  ait 
un  périnièlre  donné. 

3756.  —  Soient  a  et  6  les  côtés  de  deux  octogones  réguliers.  Déterminer  le  côté  de  l'octogone  régulier  dont  l'aire  est 
la  somme  des  aires  des  deux  autres. 

3757.  —  Inscrire  dans  un  triangle  le  rectangle  maximum  reposant  par  un  de  ses  côtés  sur  la  base  du  triangle. 

3758.  —  Transformer  un  polygone  donné  en  un  triangle  équivalent. 

3759.  —  Mener  une  parallèle  à  la  base  d'un  triangle  de  façon  à  le  diviser  en  deux  surfaces  équivalentes. 

3760.  —  On  donne  deux  verticales  AB,  CD,  limilées  en  A  et  C  au  plan  vertical  P.  Trouver  sur  la  droite  AX  menée  du 
point  X  dans  le  plan  P  un  point  d'où  I  on  voit  les  segments  AB,  CD  sous  le  même  angle.  .Véme  problème  en  remplaçant  la 
droite  .\X  par  une  droite  A  quelconque  du  plan  P. 

3761.  —  Démontrer  que  par  un  point  on  peut  mener  un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  et  un  seul. 

3762.  —  Mener  par  un  point  une  droite  orthogonale  à  deux  droites  données 

3763.  —  On  donne  dans  l'espace  une  droite  XY  et  deux  poinls  quelconques  A  et  B  ;  trouver  sur  XY  un  point  C  tel  que 
le  chemin  ACB  soit  minimum. 

3764.  —  Démontrer  que  l'angle  d'une  droite  d'un  plan  avec  sa  frojection  sur  un  au'ie  plan  fst  rraximuni  quand  la 
droite  est  perpendiculaire  à  l'intersection  des  deux  plans. 

3765.  —  Démontrer  que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  aux  points  de  rencontre  des  médianes  des 
faces  opposées  sont  concourantes. 

3766.  —  On  donne  un  plan,  un  point  0  dans  ce  plan  et  un  point  A  extérieur.  De  ce  point  on  abaisse  la  perpendicu- 
laire sur  une  droite  variable  menée  par  le  point  0  dans  ce  plan.  Lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

3767.  —  Théorème  des  trois  perpendiculaires. 

3768.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  les  trois  dièdres 

3769.  —  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  et  un  plan  1',  trouver  dans  ce  plan  un  point  C,  tel  que  le  triangle  ABC 
soit  équilatéral. 

3770.  —  On  donne  deux  droites  dans  l'espace  et  deux  segments  de  longueur  constante    tnn,  pq  sur  ces  deux  droites. 

Démontrer  que  le  tétraèdre  mnpq  a  un  volume  constant. 

3771.  —  Le  volume  d'un  tétraèdre  est  égal  au  tiers  du  produit  d'une  de  ses  arêtes  S.A  par  la  surface 
limitée  par  la  projection  du  tétraèdre  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  SA  'se  servir  de  l'expression 
du  volume  du  tronc  de  prisme  triangulaire). 

3772.  —  A  quelle  distance  du  sommet  d'une  pyramide  triangulaire  faut-il  mener  un  plan  parallèle 
à  la  base  pour  partager  la  pyramide  en  deux  volumes  équivalents? 

3773.  —  On  donne  un  cône  de  révolution.  —  Déterminer  le  rayon  x  du  cylindre  inscrit  dans  le 
cône,  de  façon  que  la  surface  latérale  de  la  partie  supérieure  SAB  soit  équivalente  à  la  surface  de  la 
couronne    CE,  FD  déterminée  par  le  cylindre  sur  la  base  du  cône. 

_  On  donne  une  circonférence  à  laquelle  on  circonscrit  un  carré  ABCD  ;  on  joint  AC,  BD,  EF  et  on  fait  tourner 
la  figure  autour  de  EF.  Démontrer  que  la  section  par  un  plan  P  perpendiculaire  .à  EF  dans  la  sphère 
est  équivalente  à  la  différence  des  sections  par  ce  même  plan  dans  le  cylindre  engendré  par  BC  et 
le  cône  engendré  par  BD. 

3775.  —  On  donne  un  cône  quelconque  par  son  sommet  et  sa  base.  A  quelle  dislance  du 
sommet  faut  il  mener  un  plan  parallèle  à  la  base  pour  que  l'aire  de  la  section  soit  la  moitié  de 
l'aire  de  la  base? 
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3770.  —  Volume  du  tronc  de  cùno.  —  Si  la  hauteur  du  tronc  est  égale  h    4(R  —  r),    le  volume  est  égal  à  la  difl'érence 
des  volumes  de  deux  sphères  de  rayons  H  et  r. 

3777.  —  Diviser  une  sphère  par  des  plans  parallèles  en  quatre  parties  dont  les  surfaces  soient  équivalentes. 

3778.  —  Suite  des  théorèmes  qui   conduisent  au  volume  de  la  sphère.    —  Volume  d'un  polyèdre  circonscrit  à  une 

sphère.  M 

3779.  —  Volume  engendré  par  un   segment  de  cercle  .\MB,   eu  tournant  autour  d'un  diamètre  parallèle  à  la  corde  AB  ^ 
du  segment. 

3780.  —  Construire  une  parabole  connaissant  le  foyer  et  deux  tangentes. 

Géométrie  descriptive  (M.  Arnal.) 

3781.  -  Une  droite  étant  donnée  par  ses  projections,  trouver  le  point  pour  lequel  le  rapport  de  la  cote  à  l'éloignement 

,     ,  .       '" 

est  égal  a 

n 

3782.  —  Reconnaître  si  deux  droites  dont  l'une  est  de  prolll  se  rencontrent. 

3783.  —  Trouver  le  point  de   rencontre  de  deux  droites   situées  dans  un  même  plan  de  profil  par  la  méthode  des 
projections  obliques. 

3784.  —  On  donne  deux  droites  dont  les  projections  de  même  nom  ne  se  coupent  pas  dans  les  limites  de  l'épure.  — 
Iteconnaitre  si  ces  deux  droites  sont  dans  un  même  plan. 

3785.  —  Intersection  de  deux  plans  donnés  l'un  par  ses  traces,  l'autre  par  la  ligne  de  terre  et  un  point. 

3786.  —  Mener  p.ir  un  point  ime  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données,  en  projections  cotées. 

3787.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  rencontrant  la  ligne  de  terre  et  une  droite  de  profil. 

3788.  —  Droite  parallèle  h  une  droite  donnée  s'appuyant  sur  deux  droites  données,  en  géométrie  cotée. 

3789.  —  Par  un  point  d'un  plan  donné,  mener  dans  ce  plan  une  parallèle  à  un  plan  donné. 

3790.  —  Déterminer  un  quadrilatère   plan  dont  on  connaît    trois   sommets  par  leurs  deux   projections,  ainsi   que   la  J 
projection  horizontale  du  quatrième  sommet.  I 

3781.  _  Par  un  point,  mener  le  plan  perpendiculaire  à  une  droite.  Même  problème  en  géométrie  cotée. 

3792.  —  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  perpendiculaire  à  deux  autres. 

3793.  —  Déterminer  le  point  de  la  ligne  de  terre  équidistant  des  traces  d'une  droite  ab,  a'b'. 

3794    —Mener  dans  un  plan,  par  son  point  de  rencontre  avec  une  droite  D,  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  D. 
3795.  —  Mener  un  plan  de  pente  donnée  par  une  droite  donnée. 
3706.  —  Réduire  un  angle  à  l'horizon. 

3797    Déterminer  l'angle  x  de  deux  droites  de  l'espace  SA,  SB  connaissant  la  projection  horizontale  u  de  cet  angle 

et  les  angles  a  et  ?  des  droites  SA,  SB  avec  la  verticale. 

3798.  —  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  coupe  trois  droites  données  sous  le  même  angle. 

3799.  —  Étant  donnés  une  droite  et  un  point  extérieur,  trouver  sur  la  droite  un  point  dont  la  distance  au  point  donné 
soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

3800.  —  Distance  d'un  point  donné  à  un  plan  donné  par  sa  ligne  de  pente. 

3801.  —  Dislance  de  deux  plans  parallèles  en  géométrie  cotée. 

:$802.  —  Mener  d'un  point  m,  m'  la  perpendiculaire  à  une  droite  de  profil.  Distance  du  point  à  la  droite. 

3803.  —  Distance  d'un  point  aune  droite  en  géométrie  cotée. 

3804.  —  Normale  commune  à  deux  droites  en  géométrie  cotée. 

3805.  —  Cliercher  une  verticale  d'éloignement  donné,  dont  la  plus  courte  distance  à  une  droite  est  donnée. 

3806.  —  Étant  données  les  projections  horizontales  de  deux  droites  et  les  deux  projections  de  leur  perpendiculaire 
commune,  trouver  leurs  projections  verticales. 

3807.  —  Angle  d'une  droite  avec  un  plan  en  géométrie  cotée. 

3808.  —  Angle  d'un  plan  PïQ'  donné  par  ses  traces  avec  la  ligne  de  terre.  Trouver  dans  ce  plan  une  droite  xl)  faisant 
un  angle  donné  avec  la  ligne  de  terre. 

3809.  —  On  donne  un  axe  vertical,  un  plan  et  un  point  mm  situé  dans  ce  jilau.  Faiie  tourner  le  point  autour  de  l'axe 
de  manière  à  rainener  dans  le  plan  donné. 

3810.  —  Amener  un  point  donné  de  rote  2  dans  un  plan  dunt  on   donne  l'échelle  de  pente,  par  rotation  autour  d'une 
verticale  donnée. 

3811.  —  On  donne  dans  le  plan  vertical  un  segment  Al!,  dans  le  plan  horizontal  un   segment  CD  de  même  giandtur. 
Déterminer  un  axe  de  rotation  de  manière  a  amener  C  en  A,  et  1)  en  lî. 

3812.  —  Soit  un  plan  PaQ'  et  trois  points   (a, a'),  (fc,  h),  {e,c'),    hors  du  plan.  Trouver  le  point  du  plan    l'aQ'    .à   égale 
distance  des  trois  points  donnés. 
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3813 .  —  Soit  un  plan  donné  par  ses  traces  ;  un  point  dans  ce  plan  est  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné  situé  dans 
le  plan.  Projections  de  ce  cercle. 

3814.  —  Trouver  le  sommet  s,  s'  d'un  trièdre  trirectangle  dont  les  arêtes  passent  par  trois  points  a,  b,  c  du  plan 
horizontal, 

3815.  —  Construire  les  projections  d'un  trièdre  trirectangle,  connaissant  les  deux  projections  de  son  sommet,  les  deux 
projections  d'une  arête  et  la  projection  horizontale  dune  deuxième  arête. 

381G.  —  Construire  un  tétraèdre  dont  on  connaît  la  base  ABC  dans  le  plan  horizontal  et  dont  on  donne  le  dièdre  AB, 
ainsi  que  les  arêtes  SA  et  SB. 

3817.  —  On  considère  un  plan  PiQ'  sur  lequel  repose  un  tétraèdre  régulier.  On  en  donne  la  base  rabattue  sur  le  plan 
horizontal  ;  relever  cette  base  et  déterminer  le  quatrième  sommet. 

3818.  —  Déterminer  un  cube  connaissant  les  deux  projections  ab,  a'b'  d'une  arête  et  la  direction  de  la  projection 
horizontale  ac  d'une  autre  arête  contigùe  à  la  première. 

3819.  —  Construire  un  parallélépipède  rectangle  dont  on  donne  les  projections  sa,  s'a'  d'une  arête,  la  projection  lioii- 
zontale  sb  d'une  autre  arête  et  la  longueur  de  l'arête  SC. 

3820.  — Déterminer  un  cube  dont  une  diagon.ale  est  verticale  et  dont  quatre  arêtes  sont  de  front.  On  se  donne  la 
longueur  de  la  diagonale. 

3821.  —  Construire  un  dodécaèdre  régulier  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal. 

3822.  —  Intersection  d'une  droite  donnée  et  d'une  pyramide  triangulaire  de  sommet  s(6)  et  dont  la  base  est  le 
triangle  a(l)  ^U,  c(3). 

3823.  —  Intersection  d'un  prisme  quadrangulaire  donné  par  sa  base  dans  le  plan  horizontal  et  la  direction  de  ses 
génératrices,  avec  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre. 

382i.  —  Intersection  d'une  pyramide  triangulaire  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  avec  un  prisme  dont  les 
génératrices  sont  de  front  et  dont  la  base  est  un  quadrilatère  donné  dans  le  plan  horizontal.  Ombre  du  solide  commun  sur 
les  plans  de  projection. 

3825.  —  Intersection  de  deux  prismes  dont  les  génératrices  ont  pour  directions  respectives  6,  ô',  S,  X  et  dont  les  bases 
sont  l'une  un  triangle  dans  le  plan  horizontal,  l'autre  un  quadrilatère  dans  le  plan  vertical. 

3826.  —  On  considère  deux  plans  de  bout  dont  les  traces  horizontales  sont  confondues.  Un  carré  situé  dans  le  plan 
TiQ'  est  déQni  par  son  centre  o,  o'  et  la  longueur  de  ses  côtés  dont  deux  sont  de  front  ;  un  triangle  équilatéral  situé  dans 
le  plan  l'ait'  est  déQni  par  son  centre  w,  u',  la  longueur  de  ses  côtés  et  la  direction  de  l'un  d'eux  qui  fait  un  angle  de  30° 
avec  Pï.  Intersection  de  la  pyramide  qui  a  pour  base  le  carré  et  pour  sommet  un  point  s,  s'  avec  le  prisme  qui  a  pour  base 
le  triangle  équilatéral  et  dont  la  direction  des  génératrices  est  o,  ô'. 

3827.  —  Ombre  portée  par  un  triangle  donné  sur  une  pyramide  triangulaire  donnée  reposant  sur  le  plan  horizontal. 

3828.  —  Ombre  d'un  prisme  sur  un  cylindre. 

3829.  —  Soit  une  pyramide  triangulaire  reposant  sur  le  plan  horizontal.  Slener  par  un  point  d'une  arête  un  plan  tel 
que  la  section  soit  un  triangle  isocèle  dont  on  donne  la  longueur  des  cotés  égaux. 

3830.  —  On  considère  deux  plans  PiQ',  R?S'.  Chercher  le  chemiji  minimum  pour  aller  de  a  en  i  en  restant  sur  les 
deux   plans. 

3831.  —  On  donne  un  trièdre  sabc,  s'u'b'c'.  Déterminer  la  section  passant  par  un  point  ih.wj' d'une  des  arêtes  de  façon 
que  le  périmètre  soit  minimum.  Même  problème  pour  un  point  pris  à  l'intérieur  d'une  face. 

3832.  —  On  considère  une  pyramide  triangulaire  régulière  SABC  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  ;  on  prend 
un  point  M  sur  l'arête  SA.  Construire,  sur  la  surface  latérale  de  la  pyramide,  le  chemin  minimum  pour  aller  de  A  en  M 
après  avoir  effectué  deux  tours. 

3833.  —  Construire  une  pyramide  hexagonale  régulière  dont  une  des  faces  repose  sur  le  plan  horizontal.  Soit  M  un 
point  de  l'arête  SA  ;  déterminer  les  projecliuns  du  chemin  minimum  partant  de  M  pour  y  revenir,  après  avoir  ell'ectué  un 
tour  complet  sur  la  surface  latérale  de  la  pyramide. 

3834.  —  Déterminer  le  centre  d'une  sphère  tangente  h  deux  plans  parallèles  et  qui  soit  à  des  distances  données  du 
plan  vertical  et  du  plan  horizontal.  Même  problème  pour  une  sphère  tangente  à  deux  plans  quelconques. 

3835.  —  Trouver  les  points  du  plan  vertical  dont  les  distances  à  deux  points  donnés  sont  /  et  /'. 

3836  —  On  considère  une  pyramide  triangulaire  SABC  reposant  par  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizontal.  SC  est 
verticale  et  le  plan  de  la  face  BsC  est  de  bout.  On  considère  le  cercle  passant  par  les  trois  points  M,  N',  p  des  arêtes  SA,  SB, 
SC  tels  iiue  S.M  =  S.N  =  SP.  Détermuier  la  sphère  tangente  au  plan  horizontal  et  à  l'arête  SA,  son  centi-e  se  trouvant  sur 
la  droite  Su  qui  joint  le  sommet  S  au  centre  u  du  cercle  M.NP.  Intersection  de  la  sphère  avec  la  pyramide. 

3837.  —  On  donne  l'axe  et  le  rayon  d'un  cylindre  de  révolution.  Trouver  la  projection  verticale  d'un  point  de  la 
surface  dont  on  donne  la  projection  horizontale. 

3838.  —  On  considère  un  plan  défini  par  son  échelle  de  pente  et  un  cercle  de  ce  plan,  donné  par  son  rabattement  autour 
de  l'horizontale  de  cote  3.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  S  (o).  On  demande  de  mener  à  ce  cône  un  plan  tangent 
par  le  point  b  (3|. 

3839.  —  Contours  apparents  d'un  cône  défini  p;u-  son  sommet  sur  la  ligne  de  terre  et  sa  base  qui  est   un   cercle  de 

rayon  et  de  centre  donnés,  dans  un  plan  donné. 

3840.  —  On  a  un  tétraèdre  régulier,  abcd,  reposant  par  sa  base  abc  sur  le  plan  horizontal  ;  6  est  le  sommet  d'un 
cône  dont  la  base  est  le  cercle  inscrit  dans  la  face  opposée  :  déterminer  le  contour  apparent  en  projection  horizontale. 

3841.  —  Mener  à  un  cylindre  un  plan  tangent  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  de  base. 
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3842.  —  On  définit  un  cône  de  révolution  par  son  axe,  son  sommet  et  son  angle  au  sommet.  Déterminer  les  contours 
apparentr.  Déterminer  on  position  le  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné  tangent  au  plan  horizontal  et  au  cône  ;  on  donne 
en  projection  horizontale  la  direction  des  génératrices. 

3843    —  Mans  tangents  parallèles  à  un  cône  et  à  un  cylindre.  Normale  commune. 

3JJ44  _  Mener  par  un  point  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal  et  coupant  une  sphère  donnée 
suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

3jj45   Par  une  droite  faire  passer  un  plan  de  façon  à  couper  une  sphère  suivant  un  cercle  de  rayon  donné. 

3g  -,(;    Mener  par  un  point  une  droite  rencontrant  une  droite  donnée  et  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal . 

3j^47    Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  coupe  deux  droites  données  sous  des  angles  donnés  x  et  ?. 

3848    On  donne  un  cône  par  son  sommet   S;i2!°)et    sa  directrice  circulaire  dans  le  plan  horizontal  de  cote    0.   On 

déûnit  un  plan  par  trois  de  ses  points  0(1""),  Hi")  et  c(7'°).  Déterminer  l'intersection. 

3849    In  cylindre  est  déQni  par  sa  base  dans  le  plan  horizontal  de  cote  0    et  par  la  direction  de  ses  génératrices  ;  lui 

mener  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée.  Ombre  de  ce  cylindre  sur  le  plan  de  cote  0. 

3850.  Déterminer  l'ombre  propre  d'un   cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front  et  dont  la  directrice  circulaire 

est  dans  un  plan  de  bout  donné  (rayons  lumineux  à  43»).  Déterminer  l'omhie  portée  sur  les  plans  de  projection,  le  cylindre 
étant  limité  à  un  autre  plan,  parallèle  au  plan  de  base. 

3851.  —  Ombre  propre  d'une  sphère  (rayons  lumineux  à  43"). 

3852.  —  Déterminer  l'ombre  de  la  niche  sphérique  (id.) 

3853.  —  Ombre  d'une  moulure  dont  on  donne  la  coupe  par  un  mur  de  proûl. 

3854.  —  Ombre  propre  d'un  tore  à  axe  vertical.  Points  sur  les  contours  apparents. 

3855    Lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction  donnée,  dans  un  cylindre  (ou  un  cône)  du  second  degré. 

Ligne  des  points  doubles  dans  l'intersection  de  deux  cônes  ou  cylindres  du  second  degré. 

3850.  —  Construire  sur  un  cylindre,  entre  deux  points  M  et  X,  l'arc  de  courbe  doiit  la  longueur  est  minimum  (ligne 
géodésiquo). 

3857.  —  Même  problème  avec  un  cône  de  révolution  d'axe  verlical. 

3858  —  Déterminer  la  projection  horizontale  d'un  point  d'une  surface  de  révolution  déûnie  par  son  axe,  qui  est  de 
front  et  la  courbe  génératrice,  connaissant  la  projection  verticale  du  point.  Plan  tangent  en  ce  point.  Déterminer  un  point 
du  contour  apparent  horizontal. 

3859  —  On  donne  un  cercle  par  son  centre  et  son  rayon  dans  un  plan  de  bout  PiQ'  ;  c'est  la  courbe  généralrice  d'une 
surface  de  révolution  dont  l'axe  est  la  verticale  qui  passe  par  le  point  le  plus  haut  A,  A'  du  cercle.  Déterminer  un  point 
de  la  méridienne  principale  et  sa  tangente. 

3860.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  plan  sécant  l'iiy  :  déterminer  le  sommet  du 
cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde  le  long  de  la  courbe  de  section  par  ce  plan . 

3861     —  Hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical.  Lui  mener  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

38(52  —  Hyperbaloîde  de  révolution  à  axe  vertical.  Section  par  un  plan  passant  par  le  centre  du  collier  et  dont  l'in- 
clinàison'sur  le  plan  horizontal  est  égale  .i  l'inclinaison  des  génératrices  de  l'hyperboloide  sur  ce  même  plan  horizontal. 

3863.  —  Points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical. 

3864.  —  Dans  (jnelles  circonstances  l'mtei-section  de  deux  cylindres  présente-telle  des  branches  inûnies  ?  Dans  quel 
cas  l'es  deux  cylindres  ont-ils  leur  intersection  dans  un  même  plan  ? 

3865  —  Intersection  de  deux  cylindres  dont  les  b:i;es  sont  dans  le  plan  horizontal.  Point  et  tangente.  Ligne  des 
points  doubles. 

3806.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  .i  axe  vertical  ;  point  et  tangente;  points  à  tangente  horizontale  ; 
asymptotes. 

38t;7    _  Intersection  de  d;ux  cônes  ayant  comme  base  commune  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 
38(}8.  —  On  considère  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  concentrique?  et   le   diamètre    de  front  qui  rencontre  le 
cercle  inlérieur  en  a,  a'.  Ces  deux  cercles  sont  les  b,ises  de  deux  cônes  dont  les  sommets  s,  s',  ci,  a  sont  sur  la  verticale  du 
iioint  a,  a',  le  sommet  le  plus  haut  correspondant  au  cône  dont  la  base  est  le  cercle  intérieur.  Intersection  des  deux  cônes  ; 
nature  de  la  projection  verticale  de  l'intersection. 

3869.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cône  dont  la   base  circulaire  dans  le  plan  hori- 
zontal est  tangente  ;\  la  tangente  de  front  au  cercle  de  base  o,o'  du  cylindre,  son  centre 
5'  w,  t.j'  étant  du  même  côté  ([ue  0,0'  par  rapport  à  celte  droite  ab.  Le  sommet  du  cône  est 

1  s,s',  s  tombant  sur  la  tangente  commune  ab. 

I  3870.  —  Intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône,  ce  dernier  ayant  une  génératrice 

1^1  ^1  I  iiarallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 

~1  ^^i\      ''      ^  3871.  —  Les  points  de  rencontre  s,  s,  l,f  dune  droite  de  profil  avec  les  plans  de 

-^  (     '     )      '  priijeclion  sont  les  sommets  respectifs  de  deux  cônes  à  bases   circulaires  situées  l'une 

(lii)  V^V^       i  '''""S  '«  l'I'^'i  liorizontal,  l'autre  dans  le  plan  verlical,    les   projections  des  centres  de  ces 

l>  as  cercles  étant  également  sur  la  ligne  de  prolll    st,  sf.    Inicrseclion  des  deux  surfaces. 


ÉCOLE  CENTRALE  (EXAMENS  ORAUX)  151 

y872.  —  Intersection  de  deus  cônes  de  sommets  s, s'  ■:,-'  dont  les  bases  sont  dans  deux  plans  de  bout  PaQ',  PiU'  ayant 
même  trace  horizontale,  ces  deux  bases  ayant  pour  projections  horizontales  deux  cercles  donnés. 

3873.  —  Intersection  de  deux  cônes  dont  on  donne  les  sommets  et  les  directrices  qui  sont  deux  cercles  dans  des  plans 
de  bout. 

3874.  —  On  définit  deux  cylindres  par  les  directions  ôî',  Ai'  de  leurs  génératrices  et  leurs  bases  qui  sont  des  cercles 
dans  deux  plans  de  bout.  Trouver  l'intersection. 

3875.  —  Intersection  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  horizontales  et  la  directrice  un  cercle  dans  un  plan  ver- 
tical RiU',  avec  un  cône  de  sommet  s, s'  dont  la  directrice  est  un  cercle  situé  dans  le  plan  vertical  PaQ',  ces  deux  plans 
ayant  même  trace  verticale  <iQ'. 

3876. — On  donne  deux  plans  de  pente  connue  (60')  par  leur  horizontale  de  cote  0.  Intersection  de  deux  cônes  définis 
par  leurs  sommets  s;3)  et  j(3i,  et  leurs  bases  situées  dans  les  deux  plans,  l'une  d'elles  se  projetant  horizontalement  suivant 
un  cercle  tangent  à  la  trace  de  son  plan  sur  le  plan  horizontal  de  cote  0. 

3877.  — On  donne  un  tétraèdre  régulier  S.\BC  reposant  par  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizontal.  On  définit  deux 
cylindres,  l'un  ayant  pour  directrice  le  cercle  inscrit  dans  la  face  ASB  et  de  génératrices  parallèles  à  SC,  l'autre,  pour 
directrice  le  cercle  inscrit  dans  la  face  ASC  et  ses  génératrices  parallèles  à  SB.  Intersection  des  deux  cylindres. 

3898.  —  Même  problème  en  remplaçant  le  cercle  inscrit  dans  la  face  ASC  par  le  cercle  circonscrit. 

3879.  —  Même  problème,  en  prenant  deux  cônes  ayant  respectivement  pour  sommets  B  et  C  et  pour  bases  les  cercles 
circonscrits  aux  faces  ASC,  ASB  du  tétraèdre. 

3880.  —  L'n  tétraèdre  trirectangle  S  ^BC  reposî  p.ir  sa  base  ABC  sur  le  plan  horiionlal.  B  et  C  sont  les  sommets  de 
deux  cônes  dont  les  bases  respectives  sont  les  cercles  inscrits  dans  les  faces  opposées.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

3881  —  On  considère  un  cube  iBCDEFGH  dont  une  face  est  dans  le  plan  horizontal,  une  autre  dans  le  plan  vertical. 
Intersection  d'un  cône  de  sommet  F  dont  la  directrice  est  le  c?rcle  inscrit  dans  la  face  ABCD  avec  le 
cylindre  de  génératrices  parallèles  à  AB  dont  la  directrice  est  le  cercle  inscrit  dans  la  face  BCGF. 

3882.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  un  même 
plan  de  front.  Nature  de  la  projection  verticale. 

3883.  —  On  considère  un  cylindre  de  révolution  d'axes  parallèle  à  xy  :  on  prend  la  génératrice 
la  plus  rapprochée  du  plan  vertical.  —  Cette  génératrice  appartient  à  un  cône  de  révolution  défini  par 
son  sommet  et  son  axe  qui  est  horizontal-  —  Déterminer  l'intersection. 

u  (. 

3884.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  de  sommet  s, s'  qui  a  pour  directrice  la  section 
faite  dans  la  sphère  par  un  plan  vertical. 

3885.  —  Intersection  d'un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cône  qui  a  son  somni't  sur  la  surface. 

3886.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  hyperboloile  de  révolution  à  axe  vertical,  les  deux  surfaces  avant  une  géné- 
ratrice en  commun. 

3887.  —  On  considère  un  cube  ABCDEKGH  ayant  une  face  horizontale  et  une  autre  de  front.  Oa  considère  l'hyper- 
boloide  engeniiré  par  AC  en  tournant  autour  de  l'axe  vertical  XX'  du  cube  et  le  cyliaJre  de  rérolutio.i  enjenlré  par  AG 
en  tournant  autour  de  sa  parallèle  EG.  Intersection. 

3888.  —  Déterminer  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  tore  à  axe  vertical. 

3889.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical  ;  on  définit  un  cône  par  sa  base  qui  est  la  section  dans  le  tore  par  le  plan 
de  profil  mené  par  le  centre  u  du  cercle  générateur  du  tore  (dans  le  plan  de  front  qui  contient  l'axe),  et  par  son  sommet 
situé  sur  l'axe  du  tore.  Intersection  des  deux  surfaces. 

3890.  —  Déterminer  l'intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cône  de  révolution  dont  on  donne  le  sommet  s,  s' 
sur  l'axe  du  tore,  l'axe  par  ses  projections  et  l'angle  au  sommet.  Point  et  tangente. 

3891.  —  On  donne  un  plan  de  bout  PjQ'  et  dans  ce  plan  une  ellipse  K  projetée  horizontalement  suivant  un  cercle  tan- 
gent à  la  trace  horizontale  Pa,  et  un  cercle  C  doat  la  projection  horizontal;  e>t  tangente  à  cette  même  trace  Pi  et  au  même 
point  e .  On  fait  tourner  l'ellipse  E  autour  de  la  verticale  menée  par  le  point  le  plus  haut  a,  a'  de  l'ellipse,  et  le  cercle  C  au- 
tour de  la  verticale  issue  de  l'un  des  foyers  f  de  sa  projection  horizontale.  Construire  l'intersection. 

3892.  —  Trouver  l'ombre  d'un  cercle  opaque  situé  dans  un  plan  horizontal,  sur  un 

I  I  cône  donné  par  son  sommet  et  sa  base  dans  le  plan  horizontal. 

3893.  —  .Même  problème  en  supposant  le  cercle  dans  un  plan  de  front. 

3894.  —  Ombres  propres  de  deux  sphères  données,  et  ombre  de  l'une  d'elles  sur 

l'autre. 

1/ 

3895.  —  Déterminer  l'ombre  à  l'intérieur  d'une  demi-sphère  creuse. 
3890.  —  On  donne  deux   cylindres  de  révolution   concentriques,   à  axe  vertical. 

Ombre  portée  par  le  cylindre  supérieur  sur  le  second,  les  rayons  lumineux  étant  paral- 
lèles à  une  droite  dont  les  projections  font  avec  la  ligne  de  terre  des  angles  de  4ô». 


y^\   B 

// 

hJ 

y^ 

/ 
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3807.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  ;ise  Terlical  :  on  considère  la  section   AB  par   le  plan  horizontal  :  c'est  la 
directrice  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  également  qu'on  limite  aux  sections  par  deux  plans 
„  horizontaux  CD,  FE.  On  demande  les  ombres  propres,  l'ombre  du  cylindre  sur  le  cône,  l'ombre  du  cône  et 

1  du  cylindre  sur  le  plan  horizontal,  les  rayons  lumineux  étant  à  45°. 

F     /  \     E  3898    —  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  a  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolu- 

7     \  tion  ,i  axe  vertical  également,   dont   la   base   dans  le   plan  horizontal  est   tangente  intérieurement  à   la 

«      /      \     _  circonférence,  base  du  cône.    Déterminer  l'ombre  propre  du  cône  et  du  cylindre,  l'ombre  portée  par  le 

iT        Vi  cylindre  limité  à  un  plan  horizontal  H',  sur  le  cône  et  les  ombres  du  cône  et  du  cylindre  sur  les  plans  de 

!/           \i  projection,  les  rayons  lumineux  étant  à  -io». 

t Jl  3899.  — On  donne  la  projection  horizontale  d'un  cylindre  de  révolution  d'axe  horizontal,  terminé 

A  B  par  un  prisme  droit  à  base  carrée  dont  l'une  des  faces  est  horizontale.    Itant  données  les   projertions  du 

cylindre  et  du  prisme  sur  un  plan  vertical  auxiliaire  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  déterminer  la 

projection  verticale  du  solide  dans  le  premier  système  de  projections.  Déterniiner  les  ombres,  les  rayons  lumineux  étant  à  45°. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1583.  —  Prouver  que  dans  l'éiiualion 

f(x  4-  /()  =  /"(x)  +  hr'{x  +  0/(), 
f{x)  est  de  la  forme 

A4-  Bx+  Ce"' 

lorsque  0  est  indépendant  de  x.  (Les  lettres  A,  B,  C  et  a  représentent  des  constantes). 

W.  MÉRiGOT,  à  Paris. 

1584.  —  On  donne  un  cercle  0  et  un  diamètre  AB. 

Par  lin  point  M  fixe  sur  la  circonférence  du  cercle  0,  on  mène  une  droite  variable  qui  rencontre  AB  en  P. 
La  pei'pendiculaire  élevée  en  P  à  P.M  et  la  perpendiculaire  élevée  à  AB  au  milieu  de  (iP  se  rencontrent  en  (J. 
Le  lieu  de  Q  est  une  parabole.  Construire  les  courbes  suivantes,  lorsque  M   se  déplace  sur  le  cercle: 

1°  Enveloppe  de  la  parabole  ; 

20  Lieu  du  point  de  rencontre  de  OM  avec  la  parabole  ; 

3°  Lieu  du  sommet  et  du  foyer  de  la  parabole. 

E.-N.  B.\Risii;.\. 

1585.  —  Un  microscope  de  lonitueur  e  =  200"""  est  formé  d'un  objectif  mince  de  diamètre  a  =:  4°"" 
et  de  distance  focale    ç  =  8°"",    et  d'un  oculaire  mince  de  distance  focale    f  :=  40""°. 

Un  myope,  dont  les  limites  de  vision  nette  sont  5  =  taO""  et  A  =  300"",  regarde  dans  l'instrument. 
(Juelle  est  la  latitude  de  mise  au  point,  c'est-à-dire  le  déplacement  maximum  qu'on  peut  donner  à  l'instrument 
sans  cesser  de  voir  nettement  l'image  : 

1°  En  suppo.sant  qu'un  point  n'est  vu  nettement  que  si  son  image  rétinienne  est  rigoureusement  un  point; 

2°  En  admettant  (ju'unc  tache  lumineuse  peut  encore  passer  pour  un  point  si  son  diamètre  apparent  est 
inférieur  à  une  minute,  ou  0,0003. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR  LA  TRANSFORMATIOxX  PAR  POLAIRES  RECIPROQUES 

par  M.  Louis  Sire,  élevé  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy. 


1.  Considérons  une  courbe  plane  (A;,  rapporlce  à  deux  axes  de  coordonnées   rectangulaires  et  le 

cercle  de  rayon  i,  ayant  pour  centre  l'origine  o. 

Soient  a  un  point  de  la  courbe  (A),  i  son  inverse,  m  le 
pôle  de  la  tangente  en  a  par  rapport  au  cercle  considéré.  La 
droite  im  est  perpendiculaire  en  i  à  la  droite  oa  et  est  tan- 
gente en  m  à  la  polaire  réciproque  de  (A)  par  rapport  au 
cercle  o. 

Menons  la  droite  op  parallèle  à  la  tangente  en  a  ;  elle 
rencontre  la  droite  im  au  point  n,  tel  que 

on.op  =  oi.oa  ^^  1, 
relation  qui  montre  que  le  point  n  est  le  pùlo  de  la  droite   a/j, 
normale  en  n  à  la  courbe  (A),  par  rapport  au  cercle  o  ;    de 
là,  la  propriété  : 

La  droite  joignant  1rs  points  correspondants  de  la  figure 
inverse  d'une  courbe  et  de  la  polaire  réciproque  de  sa  déoeloppée  par  rapporta  un  cerc'e,  enveloppe  la 
polaire  réciproque  de  cette  courue  par  rapport  à  ce  cercle. 

2.  Soient  .r,  y  les  coordonnées  du  point  a,  celles  du  point  i  sont 


Y 


y 


l'équation  de  la  droite  im  est 


;/ 


^[' 


=  0, 


X-  -h  tj-        y  \  X-  -t-  ;/- 

ou  Xx  -+-  Yij  —  1  =  0  ; 

celle  de  la  droite  op  est 

Y  =  y'X  ; 
en  résolvant  ces  deux  dernières  équations,  nous  obtenons  pour  coordonnées  du  point  n 

«  -         y' 


X  = 


Y  = 


xH-yy  ■r-+-!/y 

Soient  R  et  S  les  points  de  rencontre  de  la  normale  en  a  avec  ox  et  oy  ;  nous  avons 

oR  =  a;  -h  vv  ,  oS  =  r — » 

par  suite,  les  coordonnées  du  point  n  peuvent  s  écrire 


c'est-à-dire  ; 


-^' 


Y  = 


15't 
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La  tiriiisfonnation     X 


1 


V  =  . suivie  d'une  Iransformation  pai-  polaires  réciproques  par 

oS 


rappoi 


■l  au  cercle     x'^  -f-  j/-  —  1  =  0,     donne  la  développée  de  la  courbe  (A). 


3.  Il  en  résulte  également  que  : 

La  iransformation     \  =  >     Y  =  donne  la  polaire  réciproque  de  l'enveloppe  de  la  droite  RS, 

''  oR  oS 

par  rapport  au  cercle    x'  -h  y^ —  1  =  0. 

Cette  propriété  ramène  la  détermination  des  [)olaires  réciproques  à  celle  des  enveloppes  de  droites. 

4.  Si  entre  oR  et  oS,  nous  considérons  la  relation  générale  du  premier  degré 

i.oR.oS  H-  â.oR-f- Y-oS-f-o  =  0, 
les  points  R  et   S  décrivent  deux  divisions  homographiques  et  la  droite  RS  enveloppe  une  conique  tan- 
gente aux  axes  ;  le  point  o  est  par  suite  sur  le  cercle  orthoptique  de  cette  conique. 

1  4 


D'autre  part,  la  Iransformation     .r 


oR       ' 

oxy  -+-  fx  • 


donne  l'hyperbole  équilatère 


?-/  +  a  =  0  ; 
par  suite 

La  polaire  réciproque  d'une  conique  par  rapport  à  un  point  de  son  cercle  orthoptique  est  une  hyperbole 

équilatère. 

5.  Si  les  segments  oR  et  oS  vérifient  la  relation 

^■+os'  =  /^ 

la  droite  RS,  de  longueur  constante,  enveloppe  une  liypocycloïde  à  quatre  rebroussements. 
La  transformation  considérée  donne  la  courbe 


— H—  =  ''; 

X-         y- 
par  suite 

La  polaire  réciproque  d'une  hypocycloide  à  quatre  rebroussements  par  rapport  à  son  centre  est  une 
kreuzcurve. 


NUTE  SUR  LA  CUNSTRICTION  DES  TAiNGENTES  A  CERTAINES  COURBES 
par  M.   Georges  Valensi. 


l'anni  les  diverses  transformations  qui  permettent  de  passer  des  propriétés  d'une  ligure  à  celles 
(1  une  autre  ligure,  il  y  en  a  quelques-unes  qui  sont  surtout  intéressantes  parce  qu'elles  permettent, 

connaissant  la  manière  de  construire  la  tangente  en  un 
point  d'une  courbe,  de  résoudre  le  même  problème  pour  la 
transformée  de  cette  courbe.  Parmi  ces  transformations  on 
peut  citer,  dans  le  plan,  l'homothétie  et  l'inversion.  Il  existe 
une  autre  transformation  de  la  même  catégorie,  et  qui  pré- 
sente d'ailleurs  une  certaine  analogie  apparente  avec  l'inver- 
sion ;  elle  se  définit  ainsi  : 

Considérons  une   courbe   quelconque  G,  une  droite  a 
et  une   diiection  S,   non  parallèle  à  A.  Far  un  point  quel- 
„,  ^^  ^>      T         conque  M  de  la  courbe  G,  menons  la  parallèle  à  8  jusqu'à 

sa  rencontre  en  [i  avec  la  droite  A,  et  portons  sur  cette  pa- 
allèlo  à  partir  du    point  ,u  un    vecteur  ,uM'  li'l  i|ii(^  l'on  ail    ,uM  x  (JiM'  =  X    (en  dé>ignanl  par  ).  une 
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quantité  constante).   Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  C,  le  point    M'    décrit  une  certaine  courbe    C 
que  nous  appellerons  simplement  la  trans formée  de  C. 

Considérons  sur  la  courbe  C  un  second  point  M,  ;  il  lui  correspond  sur  C  un  point  M',  tel  que,  si 
l'on  désigne  par  (ji,  le  point  de  rencontre  de  A  avec  la  droite  MiMj  parallèle  à  5,  l'on  ait 

De  cette  égalité,  on  tire  la  proportion 

Menons  MM,,  qui  rencontre  a  en  P,  et  M'M;  qui  rencontre  A  en  P'.  Nous  avons 


.M    _   P. 

.ji.M,         Pa, 

l^iMi         PV. 
ilÂT'          PV 

D'où  l'on  déduit  l'égalité  suivante  : 

tv 

PVi 
PV 

Or  on  a,  en  appliquant  la  formule  de  ChasIes, 

¥^,  =  ¥:.  +  ^,, 

P'[i  =   l''|jLi  -H  (i,;i. 

Notre  proportion  devient 

îv 

PV. 

Pjjt-)-;i;a,  P'|i, -H(ji,|i. 

Retranchons  les  numérateurs  des  dénominateurs  ;  il  vient 

ÏV         PVi  —  

■zrrr  =  1       c'est-à-dire      P|ji  =  —  PV,  ■ 

Nous  pouvons  déjà  résoudre  le  problème  suivant  : 

Problème.  —  On  donne  l'axe  A,  la  direction  8,  un  point  M  d'une  courbe  C  et  son  transformé  M'. 
Construire  le  transformé  M',  d'un  autre  point  M,  de  C. 

Soit  \i  le  point  où  la  droite  MM'  rencontre  l'axe  a-  Par  le  point  M,  menons  la  parallèle  à  la  direction 
0  jusqu'à  sa  rencontre  en  |jl,  avec  A.  Joignons  MM,  qui  rencontre  a  on  P.  Prenons  sur  l'axe  A  un  point 

P'  tel  que  l'on  ail  iji,P'  =  Piji.  Le  point  de  rencontre  M,  dos  droites  P'M'  et  M,;ji,  est  le  transformé  de 
M,,  c'est-à-dire  le  point  cherché. 

La  solution  de  ce  problème  permet  de  construire  très  simplement  par  points  la  transformée  C  d'une 
courbe  donnée  C,  si  l'on  connaît  déjà  le  transformé  d'un  point  de  C. 

Supposons  maintenant  que,  sur  la  courbe  C,  le  point  M,  se  rapproche  indéliniment  du  point  M  ; 
si  nous  supposons  que  la  courbe  C  ait  une  tangente  au  point  M,  la  droite  MM,,  qui  pivote  autour  du 
point  M,  tend  vers  une  position  limite  MT,  qui  est  par  définition  la  tangente  à  la  courbe  C  au  point  M. 
Or,  lorsque  le  point  M,  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M  sur  la  courbe  C,  le  point  p,  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  fi  sur  A,  et  en  même  temps  le  point  M;  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M' 
sur  G'.  D'autre  part,  à  toute  position  MM,  de  la  corde  MM,  correspond  une  position  MM;  delà  corde 
M'M;  telle  que  l'on  ait  Pjjl  =  —  P'i^,.  Par  conséquent,  s'il  existe  une  position  limite  MT  de  la  corde 
MM,,  il  existera  aussi  une  position  limite  M'T'  de  la  corde  MM;,  telle  que  l'on  ait  Tjji  —  — TV  (T  et 
T'  étant  les  points  de  rencontre  des  droites  MT  et  M'T'  avec  l'axe  a,  et  'j.  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  MM'  avec  a). 


loG 


NOTE  SUR  LA  CONSTRUCTION  DES  TANGENTES  A  CERTAINES  COURBES 


Nous  avons  ainsi  démonlié  que  si  la  courbe  C  possède  une  tangente  au  point  M,  sa  transformée 
C  possède  aussi  une  tangente  au  point  M',  transformé  de  M  ;  et  en  outre  nous  avons  trouvé  un  moyen 
très  simple  de  construire  cette  tangente  :  Soit  ^  le  point  de  rencontre  de  la  parallèle  à  S  menée  par  M 
avec  la  droite  A,  et  soit  T  le  point  où  la  tangente  à  C  en  M  rencontre  A;  soit  T'  le  symétrique  de  T 
par  rapport  à  [jt  ;  la  droite  M'T'  est  tangente  à  C  au  point  M'. 

On  peut  donner  à  cette  méthode  de  transformation  une  forme  analytique  très  simple.  Supposons 
que  l'on  prenne  pour  axe  des  x  la  droite  A  et  pour  direction  de  l'axe  des  ;/  la  direction  8.  Soient  Xa 
et  y„  les  coordonnées  d'un  point  M  de  C  par  rapport  aux  axes  ox,  oy.  Si  f{x,  y)  =  0  est  l'équation 
de  la  courbe  C,  on  aura  la  relation    f{x„,  y^)  =  0.     Le  transformé   M'  de  M  a  même  abscisse  Xo  que 


M.  Son  ordonnée  t/j  est  telle  que  l'on  ait    ya-yi,  =  ^.     c'est-à-dire    y„  = 


,V" 


on  a  donc  la  relation 


A^o. 


2/0 


=  0.     C'est  une  relation  de  forme  constante  entre  les  coordonnées  x„,  ij„  d'un  point  quel- 


conque de  C  Par  conséquent  l'équation  delà  courbe  C  sera  f(x,  — j  =0.  On  passe  donc  de  l'équa- 
tion de  C  à  celle  de  sa  transformée  C  par  une  transformation  algébrique  très  simple.  D'où  l'on  déduit 
une  méthode  de  constiuction  des  tangentes  à  certaines  courbes  : 

Etant  donnée  une  courbe  représentée  par  l'équation    f{x,  y)  =  0    on  cherchera  à  remplacer  cette 
équation  par  un  système  de  la  forme 

y,  =  —,  ^(x,  y,)  =  0, 

où  l'équation  ^{x,  y,)  représente  une  courbe  pour  laquelle  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  construc- 
tion des  tangentes,  et  l'on  procédera,  comme  il  a  été  dit  précédemment,  à  la  construction  des  tangentes 
à  la  courbe  qui  a  pour  équation    f{x,  y)  =  0. 


Applications. 


\.  Considérons  une  hyperbole  quelconque  rapportée  à  ses  asymptotes.  Son  équation 

a-'  +  b' 

XI/  = 

On  peut  remplacer  cette  équation  par  le  système 

a-  -+-  b- 


y 


?/i- 


La  seconde  équation  représente  la  bissectrice  aa'  de 
l'angle  xoy.  On  passe  de  cette  droite  à  l'hyperbole  consi- 
dérée par  une  transformation  analogue  à  celle  définie 
précédemment.  Soit  à  construire  la  tangente  en  un  point 
M(X(„  ?/(,)  de  l'hyperbole.  Par  M  menons  la  parallèle  à  ;/'//  jusqu'à  sa  rencontre  en  p  avec  x'x.  Soit  M' 
le  point  où  cette  droite  rencontre  «a'.  Soit  T  le  symétrique  de  l'origine  o  par  rapport  au  point  yi.  MT 
est  la  tangente  cherchée.  D'où  le  théorème  connu  : 

Dans  toute  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes,  lu  sous-tangente  est  égale,  mais  de  sens  contraire, 
à  l'abscisse  du  point  de  contact. 

IL  Considérons  la  cubique  x-y  —  l  =  0.  Elle  se  compose  de  deux  branches  situées  dans  la  région 
des  ordonnées  positives  et  asymptotes  toutes  deux  aux  deux  axes  de  coordonnées.  On  peut  rempla- 
cer son  équation  par  le  système 

!..  1 


x^X 


'ipy> 


1  =0. 


!/i  = 


^py 
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La  seconde  équation  de  ce  système  peut  s  écrire  ^PVi  =  ^'• 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  représente  une  para- 
bole P  dont  l'axe  coïncide  avec  y'y  et  dont  le  sommet  coïn- 
cide avec  l'origine. 

Soit  à  construire  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe 
x-y — I  =0.  Par  le  point  M  menons  la  parallèle  à  y'y  qui 
rencontre  x'x  en  a  et  la  parabole  P  en  M'.  Le  point  M'  se 
projette  sur  l'axis  y'y  en  un  point  m'  dont  le  symétrique  par 
rapport  à  l'origine  est  l'.  La  droite  Wt',  tangente  à  la  para- 
bole P  au  point  M',  rencontre  l'axe  x'x  au  point  T'.  Si  T  est 
le  symétrique  du  point  T'  par  rapport  au  point  |jt,  MT  est  la 
tangente  cherchée.  On  voit  que  le  point  T'  est  le  milieu  de  oix 

oT         l'o         1  \ 
r     =  -^-r  =  ^  1  ■     D  ofi  le  théorème  : 

on  t  m  2  / 

Vayis  la  courbe  représentée  par  l'équation  x-y  —  1  =  0 
la  sous-tangente  est  égale  à  la  moitié  de  l'abscisse  du  point  de  con- 
tact et  est  de  sens  contraire  à  celle  abscisse. 


-que. 


Remarque.  —  La  relation     îyY  =  /■    entraîne  la  suivante  : 

Y  y  ' 

ce  qui  prouve  bien  que  les  sous-tangentes  aux  deux  courbes  correspondantes  sont  égales  et  de  signes 
contraires. 


La  relation     yY  =  / 

i/;Y  +  yY.;  =  0, 


CERTIFICAT  D'ETUDES  SUPERIEURES  [Rennes,  novembre  1905.) 
Mathématiques  préparatoires. 


1505.  —  Un  point  mobile  est  assujetti  à  décrire  une  chahiiHte  représentée  par  l'équation 

de  telle  façon  que  la  projection  de  la  vitesse  sur  Ox  soit  égale  à  la  constante  a.    Calculer  la  projection  de 
la  vitesse  sur  Oy  et  montrer  que  l'accélération  totale  est  parallèle  à  Oy  et  égale  à  y. 

Trouver  à  un  instant  donné,  en  fonction   de  y:   1°  la  vitesse  absolue  du  mobile;  2''   les  composantes 
tangentielie  et  normale  de  l'accélération  totale. 

Comme  la  projection  de  la  vitesse  sur  Ox  est  constante  et  égale  à  a,  nous  avons  ~r-  =  n. 

dt 

La  projection  de  la  vitesse  sur  Oy  est  — p-;  nous  pouvons  écrire 

dt 

dy         dy     dx  dy 

dt  dx     dt  dx 

Or,  la  trajectoire  ayant  pour  équation     y  =  a  ch  —,     nous  en  lirons    -~  =  sh  — .     et,  par  suite, 

a  dx  a 


dy 


=  a  sh  —  • 


d-x  d'-y 

Considérons  maintenant  l'accélération  dont  les  projections  sur  les  axes  sont    -p--  et  —~-    La 

'      '  dt-  dt- 
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première  est  nulle,  et  pour  calculer  la  seconde,  nous  écrirons 

d-ii  d    1  dxi  \     dx  ,    X  (Pu 

— —  —  —    -^    .  -—  =:  a  ch  — >  ou  -pr  =  V  ■ 

dl-         dx  \dl  )     dl  a  dl' 

On  en  conclut  que  Taccéléralion  totale  y  est  parallèle  à  Oy  et  est  égale  à  y. 

Soit  V  la  valeur  absolue  de  la  vitesse  ;  on  a 


-1    =:  n-\  l+sli-—  I  =  a-(iv^— , 


et 


V  =  ac\\  —  =  '/■ 
a 

Il  faut  maintenant  calculer  u  en  fonction  de  t.  La  relation  -,-.="    nous  donne    x  =  a{t-hC),    et 

par  suite  v  =  a  ch  (/-+-C). 

dv 
L'accélération  tangentielle  est  alors      y,  =  — -  =  a  sli(^-f-C), 

et  l'accélération  normale  est  donnée  par  la  formule  connue 

•fi  =  f  —  ',■;-  =  y-  —  a'-  sh- (t-hC)  =  a-[ch-  (t-^-C)  -  sh-  (/  -+-  C)], 

ou  Ym  =  a- 

A.  COTTY,  lycée  de  Dijon. 

lionnes  solutions  par  MM.  R.  de  FAru;  G.  Foucry,  à  Roanne  ;  Frey,  à  Alger;  11.  Janois,  à  Nantes  ;  J.  L"hermite,  à  Caen  ; 
G.  Pélissier,  à  Toulouse  ;  R.  Manen,  à  Albl  ;  Louis  Sibe,  à  Nancy  ;  Jean  Soddet,  lycée  de  Rouen. 
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1498.  —  On  donne   un  hcmhphère  solide,  homogènr,  de  centre  0  el  de  rayon  R.    Calculera 

près  le  rapport  dans  lequel  un  plan  sécant  parallèle  au  plan  de  base  doit  purlager  le  rayon  OA  perpendicu- 
laire au  plan  de  base  pour  que  les  deux  portions  déterminées  par  ce  plan  dans  l'hémisphère  aient  même 
moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  OA. 

Soit    3,  =  OB    la  distance  du  plan  cherché  P,  au  plan  do  base  -  de  l'hémisphère.  Nous  allons 

écrire  que  le  moment  d'inertie  du  segment  sphérique  compris  entre  les  plans 

P,  et  7c  est  égal  à  la  moitié  du  moment  d'inertie  de  l'hémisphère. 

Considérons  pour  cela  deux  plans  infiniment  voisins  P  et  P',  parallèles  au 

plan  TT,  et  rencontrant  OA  aux  points  M  et  M'  tels  que     O.M  =  z,     OM'  =  z-hdz, 

"  ^        et  évaluons  le  moment  d'inerlie  du  segment  sphérique  infiniment  petit  compris 

entre  les  plans  P  et  P'.  Nous  pouvons  remplacer  ce  segment  par  le  cylindre  qui  a  pour  base  le  cercle  C, 

section  de  la  sphère  par  le  plan  P,  et  pour  hauteur  dz,   car  les  volumes  du  segment  sphérique  el  du 

cylindre  sont  des  inliniment  petits  équivalents. 

Si  r  désigne  le  rayon  du  cercle  C,  le  mumont  d'inertie  du   cylindre  est,  comme  on  sait,  égal  à 

Tir^dz  Tt/R»  —  z^i^rfj 

— T — 1    ou     ^ .    puisque     )■- =  R-  —  :'-. 

Par  suite,   le  moment  d'inertie  du  segment  compris  entre  -  el  P,  e.sl      —  /     (It-  —  z-)-dz,     celui 


/            B 

^Pi 

/                M' 

V' 

/                  M 

^l" 

ANALYSIi  lh{) 


de  riiéniispliére  est    -3-/     ili- —  z-)-dz,     el  on  doit  avoir 

ou(l)  /''(R--:-^)^rf:  =  -  r{R-^--Jf'dz. 

^   0  -"-  û 

Calculons  l'intégrale  indélinie      /  (R-  —  z-)-dz.     Nous  avons 

{R'-  —  z-y--R'  —  m-z'--hz' 


/( 


et 

2H 
{B}-z','dz  =  R-; ^ 

par  suite,  l'équation  (I)  devient 

ou,  en  simpiilianl,  et  en  posant    --   ==  x,       f(x}^'ix'^  — 10a^  +  lox  — 4  =;  0. 

R 

Pour  qu'une  racine  de  cette  équation  soit  solution  du  problème,  il  faut  qu'elle  soit  réelle  et  comprise 
entre  0  et  1 . 

Prenons  la  dérivée,  nous  avons     f'(x)  ^  lox'  —  30a:-  -;-  lo  ^  lô  (j-  —  1)-  ; 
celte  dérivée  étant  toujours  positive,  la  fonction  /"(r)  est  croissante,  elle  ne  peut  s'annuler  plus  d'une  fois. 
Or    f(0)  =  —  4,    /■(!)  =  4  ;     donc  l'équation  admet  une  seule  racine  comprise  entre  0  et  1. 
Cherchons  d'abord  sa  valeur  à  0,1  prés.  Nous  avons 

/•(0,1)  =  —-2,51997,  A0>"2)  =  -  l,0790i,  /■(0,3)  =  0,23729  ; 

par  suite,  la  racine  est  comprise  entre  0,2  et  0,3,  et  elle  semble  être  plus  voisine  de  0,3  que  de  0,2. 
Substituons  0,29  et  0,28,  nous  obtenons 

/■(0,29)  =  0,H22633ii7,  A0,28;  =  —0,0143568896; 

la  racine  est  comprise  entre  0,28  et  0.29. 

Appliquons  maintenant  la  méthode  de  Newton. 

On  a  vu  que      f-yx)  =  Ir,  x- —  l)-  ;      donc      f"{x)  =  60x(x- —  l).      Dans  l'intervalle  (0,28,    0,29) 
f"(x)  est  négatif;  il  faut  donc  appliquer  la  méthode  à  la  limite  0,28  qui  rend  f{x)  négatif. 

Nous  avons  A0,28)  =  ■)o(Ô^'—  1)-  =  12,740198'i, 

et  par  suite 

_m^  =   0.0l^3o6889(j    _ 

/'(0,2«)  12,7401984     -"-"""-■■ 

La  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine  est  donc 

0,28-1-0,00112  =  0,28112... 

L'erreur  commise  est  moindre  que     -^.— _— _,     M    désignant  le  maximum  de  la  valeur  abso- 
lue de  /'"(x)  entre  0,28  et  0,29. 
On  aura  donc  ici 

_1_      15,93666            7 
10'  ■  25,4803968  "^  W 
La  racine  cherchée  est  comprise  entre  0,28112  et  0,28119.  Sa  valeur  est  0,2811  à près. 

Alexandre  FEUILLET,  lycée  d'Orléans. 

Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  G.  Cottï  ;  G.  Foccrï,  à  Iloarne  :  H.  Ma»on  ;  J.  Yeusais,  ("cole  des  mines,  à  .Mens 
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1493.  —  Soit  un  système  de  forces  rapporté  à  trois  axes  de  corn-données  rectangulaires  Ox,Oij  et  0:, 
ayant  pour  axe  central  l'axe  0:.  La  somme  des  projections  des  forces  sur  Oz  a  pour  valeur  h  et  le  moment 
résultant  du  système  par  rapport  à  Oz  a  pour  valeur  h^. 

1°  Montrer  que  les  droites  de  moment  nul  par  rapport  au  système  de  forces  qui  passent  par  un  point 
donné  A,  de  coordonnées  a,  h,  c,  sont  situées  dans  un  même  plan  P,  dont  07i  demande  de  former  l'équation. 

2"  Lieu  des  points  M  tels  que  le  moment  résultant  du  système  par  rapport  d  chacun  d'eux  passe  par  le 
point  A. 

3"  Montrer  que  le  lieu  de  la  droite  AM  est  un  cône  du'second  ordre  G.  Déterminer  les  directions  des 
plans  qui  coupent  ce  cône  suivant  des  cercles. 

4°  Lieu  des  pieds  sur  les  génératrices  du  cône  C  des  perpendiculaires  commujies  avec  l'axe  0:. 

3°  Montrer  qu'il  est  possible,  d'une  infinité  de  manières,  de  réduire  le  système  des  forces  données  à 
deux  forces  rectangulaires  F  et  F',  dont  l'une  F  soit  appliquée  en  A.  Lieu  des  lignes  d'action  des  forces  F 
et  lieu  des  extrémités  des  forces  F. 

6°  Montrer  que  les  forces  F'  sont  situées  dans  le  plan  P  et  quelles  enveloppent  dans  ce  plan  une 
parabole,  dont  on  demande  de  déterminer  le  foyer. 

D'après  les  données,  les  élémenls  de  la  réduction  à  l'origine  des  coordonnées  sont  0,  0,  h,  pour  la 
résultante  générale   R,    et  0,0,  h-,   pour  le  moment  résultant  G.   Si  donc  on  applique  les  formules 

L'  =  L  —  ;/Z  +  zY, 
M'  =  M  —  :X  -t-  aZ, 
N'  =  N  —  x\  +  ?/X, 

qui  donnent  les  composantes  du  moment  résultant  au  point  {x,  y,  z),   on  aura  ici,  pour  les  compo- 
santes du  moment  au  point   A    (a,  h,  c), 

L'  =  —  bh.  M'  =  ah,  N'  =  h\ 

1°  On  sait  que  le  moment  résultant  par  rapport  à  un  axe  s'obtient  en  projetant  sur  cet  axe  le  moment 
résultant  du  système  par  rapporta  un  point  quelconque  de  l'axe  lui-même.  Les  droites  de  moment  nul 
qui  passent  en  A  sont  donc  dans  un  plan  perpendiculaire  au  vecteur  (L',  M',  N')  mené  par  le  point  A . 
L'une  de  ces  droites  a  pour  équations 

X  —  a         y  —  //  ;  —  c 

a  ?  Y       ' 

et  la  condition  d'orthogonalité  avec  le  vecteur  signalé  est 

—  bx  +  a^  -^-  hf  =  0; 
le  lieu  de  ces  droites,  c'est-à-dire  le  pian  P,  a  donc  pour  équation 

—  b{x  —  a)  -h  a[y  —  6)  -h  h[z  —  c)  =  0, 
ou     (1)  bx — ay  —  h(z  —  c)=0. 

2°  Appelons  a-,  )/,  :  les  coordonnées  du  point  M  ;  le  moment  résultant  en  ce  point  a  pour  compo- 
santes   —  hy,  hx,  h-,  et  les  équations  de  la  droite  de  support  de  ce  vecteur  sont 

X  —  x  _  Y- y  _   Z-z  X-x  _   Y-;/    _   Zj 

—  hy  hx  /i*  —  y 

en  écrivant  qu'elle  passe  au  point  (a,  6,  c),  nous  obtenons  les  relations 

a  —  X         b  —  y         c  —  z 
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qui  définissent  les  équations  du  lieu  du  point  M.  Ce  lieu  est  une  cubique  gauche  qui  passe  au  point  A, 
comme  on  s'en  convainc  aisément  en  posant  chacun  des  rapports  qui  précèdent  égal  à  —t.  On  trouve 
ainsi  pour  équations  paramétriques  du  lieu  : 


(2) 


bt 


?/  = 


al  -h  h 


z  =  c^  ht. 


l-hl-  "         1  +  /^ 

3.  La  droite  AM  tourne  autour  d'un  point  de  la  cubique  et  s'appuie  sur  cette  cubique  ;  elle  engen- 
dre donc  un  cône  du  second  ordre.  Nous  aurons  l'équation  de  ce  cône  en  écrivant  que  la  droite 

X  —  a  y  —  b  z  —  c 

rencontre  la  cubique  précédente,  ce  qui  donne  les  relations 


bt 


1  -!-/- 


6  -4-  S'a  = 


ces  relations  s'écrivent 


H-<' 


-Y>.  =  c-i-A/  ; 


H  = 


■4(* 


6/  +  ?-j(l  +  <-)  =  a,  et  7  =  r' 

elles  donnent  de  suite  t  et     l-i-'-,     et,  par  suite,  la  relation  qui  existe  entre  %,  p,  y  : 

Y(fl^  — 6i)  =  /i^i^  +  ^n. 
Le  cône  C  a  donc  pour  équation 

(3)  h[[x—a)-+{y  —  bf\  =  (z  —  c){ay  —  bx) . 

Il  est  visible  que  le  plan  des  xy  est  l'un  des  plans  cycliques  de  ce  cône;  l'autre  s'obtiendrait 
sans  peine. 

11  est  du  reste  facile  d'expliquer  géométriiiuement  ces  divers  résultats.  Considérons  en  efTel,  sur  OZ, 
la  résultante  générale  OR  =  h,  et  le  moment  résultant  OG  =  h-,  et  cherchons  quel  doit  être  le 
moment  au  point  M;  ce  moment  sera  la  somme  de  deux  vecteurs;  l'un  MB,  équipollent  à  OG,  et 
l'autre  MC,  qui  est  le  moment  de  la  résultante  par  rapport  au  point  M. 
Soit  MD  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  OZ  ;  cette  droite  est 
perpendiculaire  à  la  fois  à  MB  et  à  .MC  ;  elle  est  donc  perpendiculaire  au 
plan  MBC,  et,  par  suite,  au  vecteur  MH;  le  point  .M  est  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire commune  à  OZ  et  au  vecteur  MH,  le  lieu  de  ce  point  est  le 
même  que  le  lieu  déjà  trouvé  antérieurement  pour  les  points  .M  dont  le 
moment  passe  en  un  point  donné  .\  :  c'est  la  cubique  gauche  (2).  Ceci 
nous  donne  en  passant  la  solution  de  la  quatrième  partie. 

D'autre  part,  la  projection  de  l'angle  droit  DM.\  sur  le  plan  horizon- 
tal (plan  des  xy)  est  un  angle  droit  ;  le  lieu  du  point  E  où  MB  rencontre 
le  plan  parallèle  au  plan  des  xy  passant  par  le  point  A  est  donc  un  cer- 
cle, le  cercle  décrit  sur  .\F  comme  diamètre.  Si  maintenant  on  coupe  le 
cône  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  et  situé  à  une  distance  de  A  égale  à  OG  ou  MB,  on  obtient 
sur  AM  un  point  P  et  le  triangle  APQ  est  égal  au  triangle  MHG;  donc  .AQ  =  MC  =  MD.OG  =  EFA-; 
par  conséquent  AQ  et  EF  sont  proportionnels  et  le  lieu  du  point  Q  est  un  cercle  passant  au  point  A 
et  tangent  au  plan  AOZ.  Le  lieu  du  point  P  est  ce  cercle,  après  la  translation  QP  =  h^  ;  donc  le  lieu 
de  la  droite  AM  est  un  cône  du  second  degré  ayant  le  plan  des  xy  comme  plan  cyclique.  Si  l'on  rap- 
proche ce  résultat  du  fait  constaté  antérieurement  que  le  lieu  de  EM  est  un  cylindre  de  révolution 
parallèle  à  OZ  et  passant  par  OZ  et  par  le  point  A,  on  voit  de  suite  que  le  lieu  de  M  est  une  cubique 
gauche  passant  en  A. 

4.  Nous  venons  de  voir  que  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  commune  à  OZ  et  à  la  droite 
AMH  est  le  lieu  du  point  M  de  la  deuxième  partie,  c'est-à-dire  la  cubique  gauche  définie  par  les 
équations  (2).  11  nous  reste  à  vérifier  ce  point  par  le  calcul. 


R 

I 

i 

G 

H^' 

M 

F 

^s^  : 

/ 

I 

y 

\ 
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MÉCANIQUE 


La  perpendiculaire  commune    indiquée  est  siluée  dans  un  plan  parallèle  au   plan  des  xy   el   sa 
projection  sur  le  plan  des   xij   est  perpendiculaire  à  celle  de  AM;  ses  équations  sont  donc 

ax  +  ?y  =  0,  =  =  X. 

En  exprimant  qu'elle  rencontre  la  droite   AM,   on    trouve 


d'autre  part,  la  relation  qui  existe  entre   a,  f-  et  -;   donne 


donc  finalement 


1  =  c  —  h 


ai  —  b:, 
oa-!-  lii 


-In 


Ceci  nous  donne  le  :  du  point  de  rencontre  de  la  droite  AM  avec  la  perpendiculaire  commune. 
Nous  aurons  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire  en  remplaçant  dans  ses  deux  équations  a,  p,  -(  par 
les  quantités  proportionnelles     x~a,     y  —  b,     :— o:     nous  avons  ainsi 

x{x  —  a)  -+-  y(y  —  h)  =  0, 
(;  -  c){ay  —  bx)  -t-  h[a{x  —  a)  +  b[y  —  b)]  =  0. 
Or  la  première  équation  nous  donne 

a(x-a)^b{y-b)=  -  {x  -  af- -  (y  -  by, 
et,  en  portant  cette  expression  dans  la  seconde,  nous  voyons  qu'elle  représente  alors  le  cône   C.    Les 
deux  équations  trouvées  «ont  donc  bien  celles  delà  cubique  gauche  de  la  deuxième  partie. 

5  et  6.  Quant  aux  deux  autres  parties,  elles  sont  classiques  et  nous  allons  les  exposer  rapi- 
dement comme  cela  résulte  de  la  comparaison  des  deux 
méthodes  de  réduction  d'un  système  de  forces  appliquées  à 
un  corps  solide. 

Soient  AR  et  AG  les  éléments  de  la  réduction  au 
point  A.  Représentons,  dans  le  plan  P  perpendiculaire  à 
AG  au  point  A,  le  couple  AG  par  les  deux  forces  F'  et 
—  F'    ayant  un  sens  convenable  de  rotation  et  telles  que 

.\B.F'  =  AG; 
les  deux  forces  équivalentes  au  système  sont  d'abord   F', 
puis  la  résultante   F   de    K   el  de     —1'. 

Le  vecteur  RF  étant  équipollent  au  vecteur  —  F',  le  lieu  total  du  point  F  est  un  plan  Q 
parallèle  au  plan  P  et  mené  par  le  point  R;  d'autre  part,  les  deux  forces  F  et  F'  étant  rectangulaires, 
l'angle  AFR  est  droit  el  un  autre  lieu  du  point  F  est  une  sphère  décrite  sur  AR  comme  diamètre.  Le 
lieu  final  est  donc  un  cercle  situé  dans  le  plan  Q  et  passant  au  point  R.  Il  en  résulte  que  le  lieu  de 
AF  esl  un  cône  du  second  degré  ayant  ce  cercle  pour  base. 

Le  lieu  du  point  —  F'  esl  alors  un  cercle  situé  dans  le  plan  P  el  passant  au  point  A.  D'ailleurs 
le  produit  de  —F'  par  AR  est  constant;  donc  le  lieu  du  point  lî  e^t  une  droite  a  qu'on  obtient  en 
prenant  la  figure  inverse  Ju  cercle  lien  de  —F'  par  rapport  au  point  A  et  la  faisant  tourner  de  90» 
autour  du  point  A  de  gauche  à  droite  pour  l'observateur  AG.  L'enveloppe  de  BF'  est  alors  une  para- 
bole ayant  le  point  i\  pour  foyer  et  la  droite  A  comme  tangente  au  sommet. 

M.  LAURENCE. 
lionnes  solutions  :  MM.  G.  Cottv,  élève  de  l'École  normale  supérieure;  E.  Audibbrt,  lycée  de  .Marseille. 
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QUESTIONS    POSÉES   AUX  EXAMENS  ORAUX 
Mathématiques  (M.  Borel). 


.C 


625.  —  CiilcLiler  la  fonction  symétrique  IxjXiX,.    x,.  Xi.  .Ta  ('l.int  les  racines  de  réc|ualion 

./■'  —  5j:  —  7  =  0. 

626.  —  On  donne  les  équations 


a,(' 

^b,r- 

+  cl-  -^ 

d,t 

+  Cl 

a.( 

'  -+-  fr.i' 

-hcU-  + 

dd 

-+■  e. 

a.X 

'  -4-  b'.l^ 

+  cl'  - 

<U 

-+-  >'■ 

aW 

H-  !),('  -H  Ui-  -f- 

ilU 

-i-C» 

a,l' 

'  +  b,t' 

+  Cil'  -f 

(Id 

+    C3 

fliJ'.  -t-  6iP  -+  r,/-  -H  rft(  +  Cl 
Que  représentent-elles  ?  Trouver  la  relation  qui  lie  les  paramètres  des  quatre  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec 
un  plan.  Quelle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  courbe  soit  plane?  —  Dans  toute  la  suite,  nous  sup- 
poserons que  cette  comiition  n'est  pas  remplie.  Si  on  se  donne  d,  (:,  l.i.  trois  des  paramètres  des  points  de  rencontre  avec 
un  plan,  on  sait  calculer  le  paramètre  It  du  quatrième  point  de  rencontre.  L'équation  qui  donne  /.  ne  peut-elle  pas  être 
une  identité  en  (,  ?  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  quelles  relations  doivent  vérifier  t<,  /s.  h?  Quelle  relation  géométrique  doit-il 
exister  entre  les  points  de  paramètres  tu  ti,  h"  En  supposant  que  ces  relations  entre  (i,  '2,  (3  soient  vérifiées,  si  l'on  se 
donne  /,  et  /«,  on  sait  calculer  1^.  L'équation  ([ui  donne  (3  ne  peut-elle  pas  être  une  identité  en  hl  Quelle  relation  géomé- 
trique doit-il  exister  pour  cela  entre  les  points  de  paramètres  (,  et  (2?  —  Comment  trouverait-on  la  surface  engendrée  par 
les  sécantes  liiples  de  la  courbe  donnée  ? 

627.  —  P.  g.  c.  d.  de 

.î'  —  ÔX' -h  3x- —  5X -h  2  et  x' —  :)X^ -t- ix' — iOx-l- 4. 

628.  —  .Nature  de  la  quadricpie 

.x-  —  y-  —  Z-  —  iyz  —  3zx  —  4  =  0. 

629.  —  Montrer  que  l'on  a 


(-!)■ 


0  tendant  vers  0  quand  x  augmente  indéfiniment.  Calculer  A  et  B. 

630.  —  Trouver  une  série  entière  1/  telle  que  y"  =  y.  Exprimer  celte  série  à  l'aide  de  fondions  connues  : 
le'"-' -h  \xe"'-i: -t- •'6'    (avec    m' ^  I).     Mettre  cette  somme  sous  la  forme    a  +  bi. 

631.  —  On  donne  la  courbe 

X  =  l',  y  =  l\  :  =1  -h  l. 

Condition  pour  que  quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Conditions  pour  que  trois  points  soient  sur  une  droite.    Il 
faut  que  <i,  t-2.  (3  soient  racines  de    P  —  'i'  =  0.     Equation  de  cette  droite  en  fonction  de  a.  Lieu  de  cette  droite. 
Condition  pour  que  quatre  points  soient  sur  un  cercle. 

632.  —  Étant  données  les  coordonnées  de  trois  points  du  plan,  trouver  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle 
formé  par  ces  trois  points,  de  l'orttiocentre.  et  du  centre  du  cercle  circonscrit 

633.  —  Trouver  les  génératrices  de  l'hyperboloïde 

.T*         1/=         3-  

a'         b-         c- 

634.  —  On  considère  l'expression  (l-i-.r)^.  Montrer  qu'elle  peut  être  égalée  à  l'expression  e-f- Aa- -I- (B -H  6)-r'> 
0  étant  un  infiniment  petit  avec  x. 

635.  —  On  donne  les  équations 

a     '     b         c  a         b  c 

U.r  +  vu  -t-  WZ  =  MXo  -+-  vyo  -t-  «'3o. 
Donner  les  équations  paramétriques  de  la  conique,  intersection  de  la  quadrique  et  du  plan. 

636.  —  On  considère  les  deux  équations 

FP -f- 2(Q -H  U  =  0,  (*P'-i-2(Q'-«-K' =  0, 

P.  Q.  It,  P',  Q',  R'  étant  des  trinômes  linéaires  et  homogènes  en  a-,  y,  z.  coordonnées  homogènes  d'un  pointdu  plan.  Trouver 
le  lieu  des  points  A[x.  y,  z)  tels  que  les  deux  équ.itions  en  t,  lorsqu'on  y  porte  les  coordonnées  de  A,  aient  une  racine 
commune.  La  courbe  est  du  quatrième  degré  et  unicursale.  Equations  paramétriques  lorsqu'on  prend  pour  triangle  de  réfé- 
rence le  triangle  des  points  doubles.  Conditions  pour  que  les  points  doubles  soient  de  rebroussement. 

637.  —  On  donne  les  équations  x  =  (^  y  =  C,  z  =  C  d'une  courbe  gauche.  Trouver  la  relalion  qui  lie  les  t  des 
points  d'intersection  avec  un  plan.  Relation  entre  les  coefficients  du  plan  pour  que  ces  points  soient  sur  un  même  cercle. 
Interpréter  cette  relation  géométriquement.  Trouver  et  étudier  la  surface  engendrée  par  le  cercle  quand  le  plan  varie  . 
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Résoudre  et  discuter  le  système 


+  Xp  =  hi, 
•  -t-  a:„»i  =  b:. 


.   x„-\-.r,  -• +.r,_i  =  !'„. 

639.  —  Trouver  la  relation  qui  eNiste  entre  les  anomalies  excentriques  de  4  points  dune  ellipse  situt's  sur  un  cercle. 
Conditions  pour  qu'elle  soit  T^riflée  pour  une  valeur  quelconque  de  o.. 

La  première  condition  est  elle  nécessaire  et  sufBsante  ? 

640.  —  Lieu  des  pôles  des  normales  à  une  ellipse  par  rapport  à  un  cercle  ayant  pour  centre  un  foyer.  Solutions  analy- 
tique et  iiéométrique. 

641 .  _  On  donne  sur  le  cercle  x  =  R  cos  o,  //  =  K  sin  o, 

quatre  points  correspondant  aux  vali-urs  ?,,  Ça,  Çs,  Ç.  du  paramètre.  —  Former  ré(|uation  de  la  pnraliole  qui  passe  par  ces 
quatre  points. 

642.  —  On  considère  la  conique 

'' ~~  {t-a][t-b)'  "'^  {t-a){t-b]' 

Flelation  entre  les   t  de  quatre  points  sur  un  cercle.  Elle  est  de;  la  forme 

Oo  -t-  Oi"^!  -*-  02*^5  +  «383  -+-  fliSi  =  0, 
s,,  S;,  Sî,  s.   désignant  les  fondions  symétriques  simples  de   tt,  ^,  fa,  ^. 
l'ouvait-on  prévoir  celte  forme? 
Peut-elle  être  vérifiée  pour  des  valeurs  quelconques  de   <,  ? 

643.  —  Construire  la  courbe  x  =  l'  —  t,  y  =  l^  —  t-. 

Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les   t   de  3  points  en  ligne  droite;  de  6  points  sur  une  conique. 

644.  —  Toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  d'une  équation  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des 
coefficients. 

/•loo  d.c 

645.  —  Calculer       /  , 

^/,o       \/x-—3x-i-2 

646.  —  Intégrer  les  équations 

)/"  -(-)/=:  cos' ./',  y"  -h  y  ^  sin-  .c. 

647    —  On  donne    x  =  /■,     (/  =  t    et  une  conique  quelconque. 

Chercher  les  conditions  pour  que  l'équation  aux   t  des  points  de  rencontre  ail  deux  racines  doubles. 

648.  —  Définition  des  droites  conjuguées  par  rapport  h  une  qiiadrique.  l'euvent-elles  être  confondues? 

649    —  .^xes  de  la  quadrique 

2.r"-  -I-  2y'  -+-  5;'  -1-  2;/:  -1-  23x  -I-  Sxy  =  l . 

650.  —  Ou  considère  les  quadriques  homofocales  à  une  quadrique  donnée,  passant  par  un  point    M. 

Leur  équation  est — h  -— ^ — --h — r r 1  =  0    et  donne  trois  valeurs  de   X,  Ài.  À2,  ),3. 

a=  -^  X        6'  -1-  X        c'  -4-  X 
Kxprimer  {x,  y,  z)   en  fonction  de   Xi,  Xj,  X3.    Lieu  de   .M  :    1"  quand  on  donne  à   X3    une  valeur  déterminée  ;  2°  quand 
on  donne  à   Xj  et  X3   des  valeurs  déterminées  ;  3°  quand  il  y  a  une  racine  double  ;  4°  une  racine  triple. 

n-<  c  •     .  v'-hw'  w--]-n'  u-  +  v^      ,  j        <      j,  •   .  j    ,. 

nal .  —  Soient     x  = ,      y  =  ,      ;  =  les  coordonnées  d  un  point  de  1  espace,  ou    »,  0,  w 

VW  iCU  uv 

désignent  des  paramètres  variables. 

Equation  de  la  surface  lieu  de   (i,  y.  z). 

Mathématiques  (.M.  Cl.^iri.v.) 

652.  —  On  considère  la  courbe  dont  l'équation  cartésienne  est 

.c{.r'  -I-  j/-;  —  n;.;-'  —  ;/')  =  0 . 

Exprimer  les  coordonnées  x,  y  du  point  courant  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre.  Donner  les  relations  qui 
lient  les  paramètres  des  points  de  rencontre  avec  une  droite  :  avec  un  cercle.  Soient  0  l'origine.  M  le  point  courant.  Trouver 
l'enveloppe  de  la  perpendiculaire  élevée  en  M  à  MO  quand  le  point  .M  décrit  la  courbe. 

Combien  passe-t-il  de  cercles  osculateurs  à  la  courbe  par  un  point  M  en  dehors  du  cercle  osculateur  en  51  ?  Montrer  que 
leurs  points  de  contact  sont  sur  un  cercle  passant  par  le  point  M.  On  considère  dans  l'équation  de  la  courbe  a  comme  un 
paramètre  variable.  Former  l'équation  dill'érentielle  du  faisceau  de  courbes  que  l'on  obtient  ainsi  et  trouver  les  trajectoires 
orthogonales  de  ces  lignes. 

653.  —  On  donne  une  parabole  et  des  rayons  perpendiculaires  à  l'axe.  Trouver  l'enveloppe  des  rayons  rélléchis  (caus- 
tiquel  ;  la  construire  et  la  recliOer. 

654.  -  Trouver  un  polynôme  du  '!'=  degré,  f{x),  tel  que  f{x) -h  l  soit  divisible  par  {x  —  l,'  et  fi.r)  —  l,  par 
(:r  -M  !' . 

655.  —  On  considère  une  ellipse.  Un  point  matériel  décrit  cette  ellipse  sous  l'action  d'une  force  passant  par  le  centre 
Trouver  la  force. 
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65G    —  Trouver  les  courbes  gauches  satisfaisant  à  la  relation  ilifférentielle 

Si  on  considère  un  point  A  sur  l'une  d'elles,  les  divers  plans  osculateurs  passant  par  ce  point  A  ont  leurs  points  de 
contact  dans  un  même  plan  passant  par  A.  Cas  particulier  :  la  cubique  gauche.  Démontrer  géométriquement  sur  elle  la  pro- 
priété énoncée  ci-dessus. 

657.  —  Construire  la  courbe 

(j-  -t-  y'-)-  =  a-l-r'-  —  y'  ■ 
Donner  des  équations  paramétriques  rationnelles  de  la  courbe.  Trouver  l'aire  comprise  à  l'intérieur  de  cette  courbe. 
Trouver  le  volume  intérieur  à  la  surface  engendrée  par  la  rotation  de  celte  courbe  autour  de  l'axe  des  r. 

658.  —  Trouver  un  polynôme  en  x  du  «itmc  degré  divisible  par  su  dérivée,  qui  soit  nul  pour  ./•  ^1  et  prenne  la 
valeur  1  pour    J7  =;  2. 

659.  —  On  considère  la  courbe 

.ri/  =  a- . 
On  demande  la  relation  qui  lie  les  abscisses  des  quatre  points  de  rencontre  avec  un  cercle. On  donne  de  plus  une  para- 
bole admettant  pour  axe  l'axe  des  .r,  dont  le  paramètre  est  donné,  et  dont  le  sommet  glisse   sur  l'axe  des  r.  On  demande 
l'enveloppe  des  sécantes  communes  à  l'hyperbole  et  ii  la  parabole. 

660.  —  On  considère  la  surface 

a-—z'-        b'  —  z'-         h 
On  demande  la  nature  des  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy.  Quel  est  le  volume  compris  entre  la  surface, 
le  plan    :  =  0    et  le  plan     c  =  6  ? 

661 .  —  Trouver  la  podaire  de  la  parabole 

y-  —  2p./-  =  0 

relativement  à  son  sommet.  La  construire.  Donner  des  équations  paramétriques  rationnelles  de  cette  courbe  (on  prendra 
pour  paramètre  le  coefQcient  angulaire  du  rayon  vecteur  allant  de  l'origine  au  point  courant).  Trouver  les  relations  qui 
lient  les  paramètres  des  points  de  rencontre  avec  une  droite,  avec  un  cercle.  En  déduire  que  si  l'on  considère  tous  les  cercles 
passant  par  deux  points  fixes  de  la  courbe,  la  corde  qui  joint  les  deux  autres  points  de  rencontre  de  chacun  d'eux  avec  la 
courbe  coupe  cette  courbe  en  un  troisième  point  qui  est  fixe.  Trouver  l'aire  d'un  triangle  curviligne  limité  à  la  courbe  et  à 
deux  rayons  vecteur.*  issus  du  point  double. 

662.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  segment  déterminé  sur  l'axe  des  x  par  la  tangente  et  la  normale  en  un  point 
quelconque  soit  constant.  (On  prendra  pour  paramètre  l'angle  que  fait  la  tangente  au  point  courant  avec  l'axe  des  x\.  Trouver 
l'aire  d'un  trapèze  curviligne,  limité  à  l'axe  des  ,r,  à  deux  ordonnées  quelconques  et  à  la  courbe.  L'aire  comprise  entre  la 
courbe  et  l'ave  des  x  est  elle  finie  ou  infinie  '.' 

663.  —  On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  des  coordonnées  0.  Il  est  coupé  en  A  par  l'axe  des  y.  Par  le 
point  courant  M  du  cercle,  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  des  y,  sur  laquelle  on  porte  une  longueur  MP,  égale  à  la  longueur 
de  l'arc  AM,  afTectée  du  signe  (-(-  i  si  AM  est  un  arc  positif,  du  signe  (— )  dans  le  cas  contraire.  Trouver  les  équations 
paramétriques  de  la  courbe  engendrée  par  le  point  P,  en  fonction  de  l'angle    ?  =  (OA.  O.M).     Quelle  est  la  tangente  en   A. 

la  tangente  au  point  P  correspondant  à  la  valeur    -i- ~    du  paramètre  ç  ? 

664.  —  Lieu  des  contacts  des  tangentes  issues  d'un  point  du  plan  .'i  un  cercle  variable  passant  par  doux  points  fixes. 
Détermination  analytique  et  géométrique  de  la  courbe.  Représentation  paramétrique.  Kelation  entre  les  paramètres  des 
points  de  rencontre  avec  une  droite. 

665.  —  Condition  pour  que  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  soient  les  tangentes  des  demi-angles  d'un 
triangle,  les  tangentes  des  angles  ou  les  sinus. 

666.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  l'ordonnée  Y  du  centre  de  courbure  soit  proportionnelle  à  l'ordonnée  du  point. 
—  Cas  où  Y  =  —  (/  —  Trouver  l'équation  différentielle  des  courbes  telles  que  l'on  ait  s-  =  Say.  .Montrer  que  ce  sont  les 
mêmes  courbas  que  précédemment. 

667.  —  On  donne  un  point  P,  une  sécante  variable  PAB  coupant  les  axes  en  \  et  B.  On  considère  la  famille  de  paraboles 
tangentes  aux  axes  en  A  et  B.  Lieu  des  points  communs  aux  paraboles  dont  les  axes  font  un  angle  de  45". 

668.  —  Équation  de  la  corde  commune  h  une  ellipse  et  à  son  cercle  osculateur.  —  Enveloppe. 

669.  —  Lieu  des  milieux  des  segments  interceptés  sur  les  normales  à  une  parabole  par  l'axe  et  la  tangente  au 
sommet. 

670.  —  Équation  générale  des  paraboles  osculatrices  en  un  point  donné  h  une  ellipse  donnée. 

671.  —  Soit  la  courbe  x  ^  kl-,  y  ^  kl'  —  at.  Rayon  de  courbure.  Surface  de  la  boucle.  Volume  qu'elle  engendre 
en  tournant  autour  de  O.r.  Supposant  n  constant  et  k  variable,  trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  la  famille  obtenue. 

*•'/-£-        _^£-\ 

672.  —  Tr.njectoires   orthogonales  des  chaînettes  déduites  par  translation  parallèle  à  O.r  de    1/  =  —  1  e  *  -t-e     *   '. 

673    —  Développante  de  la  chaînette. 

674.  —  Courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure  soit  proportionnel  au  carré  de  l'ordonnée. 

675.  —  Courbes  dont  l'aire  d'un  secteur  est  proportionnel  à  l'arc. 

676.  —  Cycloïde  x  =  R(u  —  sin  ti),  y  =  R(l  -h  cos  u).  Relation  entre  l'ordonnée  et  l'arc.  Centre  de  gravité  de  l'arc 
de  cycloide  compris  entre  deux  points  de  rebroussement. 

677.  —  Un  point   M   décrit  une  chaînette  de  manière  que  sa  projection    m  sur   Oj;  ait  un  mouvement  uniforme.  La 
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force  n'étant  fonction  que  de  la   dislance  à   Ox,   trouver  celte  force.  Centre  de  gravité  de  l'aire  limitée  par  la    courbe,  les 
deux  axes  et  Mm. 

678.  —  Soit  une  ellipse  et  un  point  P  dans  son  plan.  Lieu  des  sommets  des  cônes  ayant  pour  base  l'ellipse  et  dont 
un  axe  passe  par  P. 

679.  —  Étudier  l'intersection  d'un  cône  de  réTolution  autour  de  0;  avec  un  cylindre  parallèle  à  0:  ayant  pour  base 
une  spirale  logarithmique. 

680.  —  On  considère  la  famille  d'hélices  coniques  tracées  sur  un  cône.  Trouver  les  courbes  qui  les  rencontrent  sous 
un  angle  constant   —  Rectifier  l'hélice  conique. 

681.  —  Hélice    x  =  a  cos  (,    y  =  a  sin  f,     :  =  ht.     —  liectitication.  —  Rayon  de  courbure. 

Physique  (M.  Bor.^ssE). 

682.  —  Détermination  expérimentale  des  éléments  d'un  système  optique  centré.  Itéglaiie  d'une  lunette,  lié^îlage  d'un 
collimateur. 

683.  —  Champ  magnétique  terrestre.  Manière  dont  il  varie  dans  l'espace.  Déclinaison,  inclinaison. 

684.  —  Objectif  photographique.  Rotation  d'un  système  optique  centré  autour  d'un  ase  passant  par  le  2e  point  nodal. 
Application  à  la  photographie  panoramique.  Profondeur  du  champ. 

685.  —  Principe  de  la  mesure  des  indices  par  la  réflexion  totale. 

686.  —  Aplanétisme  du  prisme. 

687.  —  Densités  des  vapeurs.  Diverses  méthodes  expérimentales  pour  les  délermincr.  Méthode  de  Meyer.  Quelle 
quantité  approximative  de  liquide  doit-oii  mettre  dans  l'appareil  de  Meyer? 

688.  —  Densités  des  liquides  par  la  méthode  du  flacon.  Méthodes  pratiques.  Déshydratation  des  liquides.  Pris  de 
revient  de  quelques  liquides  usuels. 

689.  —  Principe  des  électromètres  à  cadran. 

690.  —  Reconn.iitre,  sur  une  photographie  d'un  spectre  électrique  présentée  au  candidat,  comment  le  spectre  avait  été 
obtenu.  Dessiner  des  spectres  usuels.  Lignes  de  force.  Théorème  de  Gau?s.  Condensateurs  cylindriques.  Capacités. 

691 .  —  Ralance  (sensibilité,  etc..  .  sans  calculs'.  Construction  des  balances  de  précision. 

692.  —  Méthode  de  Poggendorff  pour  la  mesure  des  angles.  Ditl'érents  modes  opér.itoires  pour  appliquer  le  principe  de 
cette  méthode.  Discuter  les  erreurs.  Divers  appareils  et  expériences  où  cette  méthode  trouve  une  application.  Expérience 
classique  d'acoustique  basée  sur  un  principe  analogue  (flammes  vibrantes).  —  Incidemment:  phénomène  du  mirage. 

693.  —  Electroniètre  absolu.  Formule  de  l'appareil.  Appareils  simples  basés  sur  le  même  principe  (Abraham  et 
Lemoine)  (;omment  doit-on  modifier  la  formule,  si  on  a  entre  les  deux  plateaux  un  isolant  autre  que  l'air,  tel  que  l'essence 
de  térébenthine,  dont  le  pouvoir  inducteur  spécifique  n'est  pas  égal  h  l'unité. 

694.  —  Réseaux  d'isothermes.  —  Formule  de  Van  der  Waals. 

695.  —  Vernier.  —  Palmer.  —  Sphéromètre. 
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CERTIFICAT  D'ETUDES  SUPÉRIEURES  {Grenoble,  juillet  1906.) 
Mathématiques  générales. 

F.fii'fuve  Ihconque. 
1586.  —    |o  Intégrer  réqualion  ditlcrcnticlle 


'/.'/  -, . 

IhT  =  '->'' -'■'-■ 
•2<>  .Montrer  (pie  la  courbe  intégrale  qui  passe  par  le  point    x  —  0,    y  =  \,     peut  èlre  représentée  par  les 
équations 

a:  =  L  Ig-T-.  .'/  =  sin  (. 

Con.slruire  celle  coui-be. 

3°  Calculer  l'aire  comprise  enlre  celle  courbe,  l'axe  des  x,  l'axe  des  ;/  et  la  droite  a-  =  <j.  Limite  de  cette 
aire  lorsque  a  croît  indcliniment. 

4°  (expression  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  un  point,  au  moyen  de  la  valeur  du  paramétre  t  ijui 
correspond  à  ce  poinl. 
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5°  En  conclure  les  coordonnées  des  points  d'inflexion  de  Ih  courbe. 

6°  Volume  du  solide  limité  par  la  surface  engendrée  par  la  courbe  en  tournant  autour  de  Ox. 


Epreuve  pratique. 

\.  —  Évaluer  Tinté^rale 

Jx 


X 


2.  1  —  a;^  -I-  1  —  a;- 


n.  —  Montrer  que  Téquation    e-'  — x  ^  0    n'a  qu'une  racine.  Calculer  cette  racine  à  — —  près. 

in.  —  Étant  donnée  la  surface  (P)  représentée  par  :  =  x^  +  y-,  on  considère  le  solide  formé  par  la  por- 
tion de  l'espace  comprise  entre  la  surface  (P),  le  plan  des  xy,  le  cylindre  y  =  x-  et  le  plan  :  =  i.  Volume 
de  ce  solide. 


QUESTIOxN  PROPOSÉE 


1587.  —  On  donne  deux  droites  horizontales  D  et  D',  rectangulaires  et  ne  se  rencontrant  pas.  Sur  ces 
droites  se  meuvent  sans  frottement  deux  points  matériels  pesants  .M  et  M',  qui  s'attirent  l'un  l'autre  proportion- 
nellement à  leur  distance. 

1"  Déterminer  les  mouvements  des  points  iM  et  M".  Former  les  équations  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité des  points  M  et  M'.  Comment  doit  on  choisir  le  rapport  des  masses  des  points  .M  et  M'  pour  que  le  mou- 
vement de  ce  point  soit  périodique  '?  .Montrer  qu'alors  sa  trajectoire  est  une  courbe  algébrique. 

2°  Est-il  possible  de  choisir  le  rapport  des  masses  des  points  M  et  M'  et  les  conditions  initiales  des  mouve- 
ments de  ces  points  pour  que  la  longueur  M.M'  reste  constante? 

3°  En  supposant  que  les  points  M  et  .M'  aient  des  masses  égales,  étuilier  la  variation  de  la  distance  MM'. 

4»  En  supposant  encore  que  les  points  M  et  M'  aient  des  masses  égales,  déterminer  la  surface  engendrée 
par  la  droite  M.M'.  .Montrer  qu'il  est  possible  de  choisir  les  conditions  initiales  des  mouvements  des  points 
M  et  M'  de  façon  que  cette  surface  .se  décompo'^e  Déterminer  le  contour  apparent  horizontal  de  cette  surface. 
Le  construire,  avec  cette  condition  que  le  point  .M'  ait  une  vitesse  nulle  à  l'instant  où  le  point  M  passe  au  pied 
delà  perpendiculaire  commune  k  D  et  à  D'.  .Montrer  que  cette  courbe  est,  en  général,  la  développée  d'une 
ellipse.  Cas  d'exception. 

Ch.  Michel. 


DEUXIEME    PARTIE 


ÉCOLE  CENTRALE   [Concours  de  1906,  fin.) 


1515.  —  Evaluer  en  dynes  la  force,  due  à  la  pesanteur,  appliquée  à  un  corps  pesant  un  kilogramme. 
L'accélération  de  la  pesanteur  est  de  981  centimètres  par  seconde. 

Application.  —  Une  sphère  ayant  un  centimètre  de  rayon,  formée  d'une  matière  homogène  pesant 
2  tonnes,  7  par  mètre  cube,  est  suspendue  à  un  fil,  de  masse  négligeable,  attaché  à  un  point  0.  Elle  est 
maintenue  en  équilibre  par  une  force  F  horizontale  et  rencontrant  la  verticale  de  0,  dans  tine  position  telle 
que  le  fil  fasse  30°  avec  la  verticale  de  0  . 

Evaluer  F  en  dynes. 

Partant  de  la  formule     F  =  vr;    et  faisant     ?/i=1000.     y  =  981,    on  a,  en  dynes, 

F  =  1000x981  =  981000. 
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Application.  —  La  sphère  élant  en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids  P,  de  la  force  horizontale  F 
et  de  la  tension  T  du  fil,  ces  trois  forces  sont  dans  un  même  plan  et  leurs  directions 
concourent  en  un  point  A.  De  plus,  on  a 

F  =  T  sin  30%  P  =  T  cos  30», 


doii 


f  =  .3..4 


et 


F  =  P-^ 


Tout  revient  à  évaluer  P  en  dynes.  Commençons  par  évaluer  le  volume  de  la 
sphère  en  mètres  cubes 

4 

V   =    (me        -x  10-6; 

4 

nous  en  déduirons  le  poids  en  tonnes:  2',/  X— -XlO~S 


puis  le  poids  en  kilogrammes  ; 
et  enfin  le  poids  P  en  dynes  : 


2700'5Xy-xlO- 


On  en  déduit 


P  =  981000x2700x-^-X  lO-"'  =  --x2,7x981. 


F  =  ^'^  X  2,7  X  981  X  -^  =  6i0o,6  dynes. 


Solutions  exactes  de  MU.  Cottï  André,  lycée  de  Dijon  ;  Choze  ;  ('. .  Fodcrt  ;  H.  Jasois,  il  Nantes 


1516.  —  Les  axes  Oxyz  sont  rectangulaires.  Lue  droite  \  qui,  à  l'instant  0,  a  pour  équations 
j.  —  (i^  n  =  0,  tourne  autour  de  0:  avec  une  vitesse  angulaire  constante  m.  Un  point  P  se  meut  sur  A 
de  telle  manière  que  sa  cote  soit  donnée  en  fonction  du  temps  t  par  la  relation  z  =  éco^(2to/-i-!s).  Ce 
point  P  décrit,  dans  l'espace  Ori/j,  une  trajectoiri>  C. 

\o  Étudier  comment  varie  la  grandeur  île  l'accélérat'ion  de  P  avec  la  position  de  P  sur  C  et  construire  le 
vecteur  accéléral'ion  pour  une  position  donnée  de  P 

2°  Construire  les  différentes  formes  de  la  projection  orthogonale  c  de  C  sur  le  plan  tO:,  suivant  les 
valeurs  de  o,  et  indiquer  par  des /lèches  le  sens  dans  lequel  c  est  parcouru  par  la  projection  pdeP.  Equa- 
tion de  c  pour    o  =  0. 

3°  Montrer  que  la  discussion  précédente  fournil  les  différentes  formes  de  la  projection  orthogonale  c, 
de  C  sur  un  plan  passant  par  0:  et  faisant  l'angle  0  avec  Ox  et  qu'elle  prouve  en  particulier  que  C  est 
l'intersection  de  deux  cylindres  paraboliques  égaux  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  aOy  et  perpendi- 
culaires entre  elles. 

Former  les  équations  de  ces  deux  cylindres. 

1.  Les  coordonnées  du  point  P  à  l'instant  /  ont  pour  expressions 

(C)    X  =  a  cos  ui  l,  y  =  <^  sin  lu  /,  z  =  b  cos  (2u)  (  +  o). 

On  en  déduit  les  composantes  de  l'accélération  de  ce  point,  savoir: 
d^x 


df 
d^y 
dl 


=:    —  (liu-  cos  ti>t 


f  =  —  aui-  sin  (0  <  =  —  <u-y, 


— -1  =  —  •iAu)»cos(-2w/-+-o)  =  —  lo)-;. 
dt^  ^  '  ' 

Ces  fornmles  montrent  ([ue  le  vecteur  accélération  est  la  somme  géomé- 
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trique  d'un  vectpur   <■'-?!  porté  par  la  normale  PI  au  cylindre  de  révolution  engendré  par  la  droite  d 

et  d'un  vecteur  4w-  PM  porté  par  la  droite  A.  La  grandeur  ■;  de  cette  accélération  est  donnée  par  la 
formule 

■,2  =  ^yi(^x^  ^ y- -h  \C)z-)  =  a.*(/j--+- 16:-). 

Elle  varie  dans  le  même  sons  que  la  valeur  absolue  de  z,  entre  un  minimum  ■;„  =  w-'i    (pour    :  =  0^ 


et  un  maximum    vj,  =  w-v'a- -h  Kiô-     pour    z  =  ±b. 

2.  La  projeclion  orthogonale  C  de  la  frajecloire  du  point  P  sur  le  plan  rO:  est   définie   par  les 
équations 

(C)  X  =  acos  (■>/  z  =  h  cosfSio/  -t-  ç). 


=  0 


0<?<:r 


1 

7 

7- 

z 

\ 

1 

/ 

// 

\\ 

\\ 

X' 

/ 

0 

\     1      '^ 

i- 

— 

— 

— 

— 

-l. 

^<?<^ 


.  La  discussion  de  cette  courbe  ne  présente  aucune  difllculté  ;  elle  fournil  les  cinq  dispositions  ci- 
dessus,  en  supposant  a  compris  entre  0  et  t:. 
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(1°     9  =  0;  2°    0<9<-^;  3»     =.  =  ^  ;  i°    -l<i<-  et  5»    ?  ^^  -.) 

Si  on  remplaçait  o  par    <p  +  it,     z  se  changerait  en    — :;     donc  pour  les  valeurs  de  ?  comprises 

entre  -  et  2-,  on  aurait  des  courbes  symétriques  des  précédentes  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Pour    0  =  0,     la  courbe  C  se  réduit  à  un  arc  de  parabole  ;  d'après  la  remarque  précédente,  il  en 

;  .l'- 

est de  même  pour     o  =  -.     La  parabole  qui  correspond  à     ç  =  0     a  pour  équation  -r  =  2  — ; —  l      et 

:                 2ar2 
celle  qui  correspond  à     =•  =  -,    —=1 —■ 

On  peut  déterminer  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  C  Le  coetricient  angulaire  de  la  tangente  en 

un  point  de  cette  courbe  étant 

_  :i   _   2é     sin  (2a)  < -H  o) 

x'i  a  sin  m  / 

on  a  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de 


U  = 


sin  (2w<  • 


sin  <i>t 


ce  qui  conduit  à  l'équation 

-J.  sin  i»t  cos  (2tut  H-  o)  —  cos  wt  sin  (2(u<  -i-  & )  =  0, 

ou,  en  remplaçant  <"/  par  6  pour  simplifier  l'écriture,  et  développant 

2sin6'cos29  cos  o  — sin  56  sin  ç]  —  cos6|^sin20  cosç-+-cos26  sinç]  =  0; 

ce  qui  donne  tous  calculs  faits 

cotg^  6  -h  3  colg  6-4-2  cotg  o  =  0. 

Cette  équation  du  troisième  degré  en  cotg 6  aune  seule  racine  réelle 

(V  -+■  -'9'-  =  4  X  27  -H  27 . 4  cotg^  =•  >  0), 

3    3/ 

de  signe  contraire  à  cotgo,  savoir:     cotg  6  =  \    tg -^ V  cotg  4- • 

3.  Soit  :0.r,  un  plan  passant  par  0:  et  faisant  avec  Ox  l'angle     0  =  {Ox,  Ox,)  ;      les  coordonnées 
du  point  Pi,  projection  de  P  sur  ce  plan,  sont 

a-,  =  acos(io(  —  0\  :  =  6cos(2a)f-t-='). 

Si  on  pose    u>t  —  0  =  i»t',     ces  formules  deviennent 

X,  =  a  cos  uj^',  3  =  6  cos  [i'of  -I-  26  -t-  oj . 

Supposons  que  la  courbe  C  corresponde  à  la  valeur  &,„  d'ailleurs 
quelconque,  du  paramètre  o  ;  sa  projection  c,  sur  le  plan  lOx,  sera 
définie  par  les  équations 

(c,)  ./•,  =  a  cos  ("t',  z  =  h  cos  :iw<'  +  o'J, 

en  posant    o'  —  o„  -i-  26  ;     l'angle  6  variant  de  0  à  -,    ç'  variera  de  ©„ 
à     0(,  =  2i:     et  les  différentes  formes  de  la  courbe   projection   c,    ne 
seront   pas  autre  chose  que   les  formes   trouvées  plus  haut   pour  la 
courbe  C  quand  -f  varie  entre  0  et  2-. 

Celte  courbe  c,  se  réduira  à  un  ;  rc  de  parabole  : 

1»  pour  o' =  ço -I- -6  =  0,  d'où 


.^''• 

/     1 

Fr    1 

WJ9  1       1 

j- 

\f\^(, 

^  '  /    ^^~^ 

2 


6  =  --^ 


2opour  o'  =  oo  +  26  =  -, 

La  courbe  C  est  donc  l'intersection  des  deux  cylindres  paraboliques  de  génératrices  parallèles  au 
plan  lOy,  qui  ont  respectivement  pour  sections  droites  ces  deux  paraboles  situées  dans  deux  plans 
rectangulaires. 
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L'équation  du  premier  cylindre     (9'  =  0)     dans  le  système  d'axes  Ox,i/,5  serait 

a;? 
b  a- 

mais  on  a  a-,  =  «  ces  (w?  —  H)  =  a;  ces  8  -|-  y  sin  6. 

et  comme  on  suppose  0  = '—■>  x,  =  a;cos-^^ ys\TL—-^, 

on  a  pour  équation  de  ce  premier  cylindre 

X  cos 


II 


—  1. 


De  même,  l'équation  du  second  cylindre  par  rapport  aux  axes    Oti!/,:    correspondant  à  l'hypotbèse 


—  =  1— 2— 

b  a} 

on  aura  pour  équation  du  second  cylindre 


X,  =  X  sin  -~  +]i  cos  - 


=  1—2 


^a-sm^--+-?/cos  —  ) 


P.  L. 


Bonnes  solutions  de  MM.  Gaston  Bresse,  à  Vic-Exemplet     Indre)  ;    Cotty  André,  lycée   de  Dijon  ;  G.  Foicry,  à  Roanne; 
H.  Janois,  à  Nantes. 


4517.  —  Etant  donnés  deux  points  A  et  15  dans  l'air  el  une  laine  de  verre  à  faces  parallèles 
d'épaisseur  e  interposée,  on  définit  la  position  de  ces  points  par  leurs  dis- 
tances respectives  AP  =  a  et  UQ  =  b  aux  faces  d'incidence  et 
d'émergence  de  la  lame  et  par  la  distance  PQ'  =  d  des  projections  des 
points  A  el  B  sur  l'une  des  faces. 

Un  rayon  de  lumière  monochromaliqne  pour  lequel  l'indice  relatif  du 
verre  est  n  suivra  la  route  AMNB  que  l'on  demande  de  déterminer  en  établis- 
sant l'équation  qui  fait  connaître  la  distance  PM  ;=  x  du  point  d'incidence 
au  pied  de  la  perpendiculaire  .\P. 

Que  devient  cette  équation  dans  le  cas  oii  le  point  B  vient  sw  la  surface 

d'émergence?   Dans  ce  cas  particulier,  et  sachant  que  la  lumière  passe  du 

point  A  au  point  B  dans  le  temps  minimum,  déterminer  la  relation  qui  existe  entre  les  vitesses   V  tt  Y'  die 

la  lumière  dans  l'air  et  dans  le  verre  d'une  part,  et  les  angles  a   e<   p  que  font  avec  la  normale  au  point  M 

les  ragons  AM   et  MN  d'autre  part. 

Ecrivons  que  la  distance   d  est  la  somme  des  projections  des  longueurs    AM,   MN    et  NB  : 

d  =  x  -\-e  lg&-\-  b  {§01. 

sin  ï  X 


D'autre  part,  on  a 


d'où  l'on  di^duit 


et      sin  (i 


n\/a^ 


tg^ 


s/{n^—  i)x^-hn^a^ 
Remplaçons  Iga  et  tgS  en  fonction  de  x,  il  vient 


équation  qui,  mise  sous  forme  entière,  est  du  quatrième  de?ré. 


17-2  ÉCOLE  CENTRALE 


Si  le  point  B  est  sur  la  face  d'émergence,     A  =  0     et  on  a 
d  —  X  — 


COTTY. 
Le  temps  employé,  dans  ce  dernier  cas,  par  la  lumière  pour  all^r  de  A   en  B  est 

v/a2  H-  ar2         ^fe-  -t-  (rf  —  x)- 
V  '  V^ 

Pour  exprimer  que  ce  temps  est  minimum,  écrivons  que  sa  dérivée  est  nulle  :  il  vient 
l  X  1  d  —  X 

^     v'a--i-.r-         V     ^-gï-i-^rf — x]- 


1  i 

d'où  — sinï=  -TT^  sin  ,3. 


DE  FARL\. 


1518.  —  1°  On  fait  passer  un  courant  de  chlore  jusqu'à  refus  dans  de  l'eau  tenant  en  suspension 
l  gramme  de  phosphui-e  d'hydrogène  solide.  Quand  il  a  complètement  disparu  on  évapore  à  sec  dans  une 
capsule  de  porcelaine,  puis  on  chauffe  au  rouge  sombre.  Écrire  les  réactions  et  calculer  la  masse  du  résidu. 

2°  On  chauffe  1  gramme  du  même  phosphure  solide  avec  un  excès  de  cuivre  pur.  Dire  ce  qui  se  forme 
et  quel  gaz  se  dégage.  En  calculer  le  volume  et  la  masse. 

3°  Expliquer  comment  on  utiliserait  ces  deux  expériences  pour  déterminer  la  composition  centésimale 
du  phosphure  d'hydrogène  solide.  Etablir  cette  composition  en  masses. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

1°  Le  chlore  transforme  le  phosphure  solide  en  acide  orlhophosphorique  et  acide  chlorhydrique, 
comme  l'indique  l'équation 

P^H^  +  llC12-hl6H^^O  =  4P0'H'-^22HC1. 
L'évaporation  à    sec    élimine    l'acide  chlorhydrique  et  le  chauffage  au  rouge  transforme  l'acide 
orthopliosphorique  en  acide  métaphosphorique: 

4F0'H'  =  4H-04-lP0'H. 
D'après  ces  formules,  P*H-,  cesl-à-dire  126-  de  phosphure.  laisse  comme  résidu  4P0'H,  c'esl-à- 

320 
dire  320*  d'acide  métaphosphorique  ;  donc  i'  de  phosphure  donne     — ^  =  2^,o'i    d'acide  métaphos- 
phorique. 

2°  Si  l'on  chaulfe  le  phosphure  avec  du  cuivre,  il  se  forme  du  phosphure  de  cuivre  et  l'hydrogène  se 
dégage  : 

P'n--^6Cu  =  2P-Cu^-(-H^ 
D'après  cette  formule,  126^  de  phosphure  dégagent  22400'=°'^  ou  2»  d'hydrogène.  Donc  1  gramme 

22400  2 

dégagera  ■  =  178'°^     ou    -— -  =  0^,016. 

120  120 

3°  La  dernière  expérience  permet  de  déterminer  le  volume  et,  par  suite,  la  masse  de  l'hydrogène  ; 
on  trouvera  donc  0*^,016. 

La  première  fait  connaître  le  poids  du  phosphore,  car  2^,54  d'acide  métaphosphorique  contiennent 

2,S4  X  -rr-  =  0«,984  de  phosphore. 
oO 

On  constatera  que  la  somme  de  ces  deux  poids  est  bien  égale  à  1  gramme  et  on  en  conclura  que  la 

substance  considérée  ne  contient  que  du  phosphore  et  de  l'hydrogène. 

COTTY. 
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1520.  —  Dans  le  triangle  ABC  07i  donne  les  longueurs  b,  c,  h  descôtffs  AC,  AB  el  de  h  hauteur  AD. 

1°  Former  l'équalion  qui  donne  la  longueur  a   du  côté  BC. 

2°  Former  et  discuter  l'équation  qui  donne   cos  A. 

3»  Comparer  l'angle  X   à  un  droit  et  construire  le  triangle  dans  le  cas  limite. 

4°  Construire  le  triangle   ABC   dans  lequel  on  connaît  les  longueurs   b,  c,  h. 

On  a,  entre  a,  cos  A  elles  données,  les  deux  relalions 

(1)  a"  = /(2 +  C-  — 2iccos  A, 

(2)  ah  —  6esin  A. 
Eliminant  l'angle    A,    il  vient  : 

(b^  H-  C"-  —  a-f  -+-  ia^h-  =  ib^c^. 
On  a  ainsi  l'équation  qui  donne  la  longueur   a   du  côté  BC 
a'  —  2(0^  +  c2  -  2h^)  -+-  (62  —  e^J-  =  0, 
a-i  =  b'  +  e^  —  2/i2  ±  2</{b^  —  h'){c^  —  h^) 
a  =  ^17^^¥  àz  ^!W^k' 

en  supposant    6  >■  c     pour  fixer  les  idées  et    b'^  c^  h,    condition  évidente  a  ;jr«o/'i. 
On  en  déduit  les  valeurs  correspondantes  de  cos  A, 
ft2  4-  c-  —  a- 


cosA 


■sl[b'  -  lf-){c^  —  h'-~) 


"Ibc  bc 

ces  valeurs  de  cos  A  sont  réelles  puisqu'on  a  supposé    6  >  e  >  /;,    il  reste  à  vérifier  qu'elles  sont  com- 
prises entre    —  I     et    +1,     ce  qui  exige  que 

v/(6-^  -  li'i[c-'  —  h^  <hc  —  h\  sl[h-'—h^](c"-  —  h-)  <bc-+- hK 

La  première  de  ces  inégalités  entraînant  la  seconde,  et    bc  —  h-    étant  positif    (b';>h,    c^h, 
donc    bc  >  h^),    on  a  à  vériQer  que 

{b^—h^){c"-—h^)<ibc—h-f-  ou 

ou  enfin  h-{^- 


bic^  —  h^i^h'-  _+-  c^)  -+-  /i'  <  b'-c'-  —  ih^bc  4-  h' 
■  cf  >  0, 


ce  qui  a  évidemment  lieu. 

Pour  comparer   A  à  un  angle  droit,  il  sul'tit  d'étudier  le  signe  de   cos  A.    L'une  des  valeurs  est  tou- 
c  jours  positive  et  correspond  à  un  angle  aigu,  l'autre  sera  positive,  nulle  ou  négative 

suivant  que 


/i-  >,  =  ou  <  v'(i-—  A-)(c^—  /i^), 

1  1 

Le  cas  limite  est  celui  ou    -r—  =  -— 
h,  0' 


1 


>,  =  ou< 


1 


L'un  des  triangles  répondant  à  la 


question  est  rectangle  et  a  pour  côtés  b  et  c  ;  soit  ABC  ce  triangle.  En  décrivant 
de  A  comme  centre  avec  AB  =  c  comme  rayon  un  arc  de  cercle  jusqu'à  la  rencontre 
en  B'  avec  l'hypoténuse  BC,  on  détermine  le  troisième  sommet  du  triangle  AB'C  répondant  également 
à  la  question. 

La  construction  dans  le  cas  général  ne  présente  aucune  difficulté  ;  on  commencera  par  construire  le 
triangle  rectangle  ADC(AD  =  ft,  AC  =  6)  et  on  décrira  de  A  comme  centre  avec  c  comme  rayon  un 
arc  de  cercle  qui  coupera  (c  >■  h)  le  côté  DG  aux  deux  points  B  et  B'.  Les  deux  triangles  ABC,  ABC 
sont  les  deux  solutions  du  problème. 


P.  L. 


Solutions  de  MM.  G.  Foicry,  à  Roanne;  H.  Jaxois,  à  Nantes  ;  R.  Manen,  k  Albi. 
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1521.   —  Calculer  Vélongalion  t,    au   temps  38  seconde.",  dans  le  mouvement  recliligne  défini  par 

l'équation  : 

X  =  a  COS  [uil  -H  a), 

(o  =  0,25,  a  =  -^  (C.  G.  s.),  a  =  (0,27678)^. 

5 

Évaluons  d'abord  l'arc     io!-h  a     en  parties  du  rayon  : 

Soit  n  le  nombre  de  degrés  correspondant,  on  aura 

n     J'^^i  .      9  S       1 

180     ■        -  71    "^  5  ' 

d'où  n  =  180  [—-h4) 

Etfectuant  le  calcul,  on  trouvera 

co<-+-a  =o80°18'35",6. 

11  sera  plus  commode  de  se  servir  de  la  divifion  centésimale  du  cercle.  Soit  N  le  nombre  de  grades 
contenu  dans  l'arc    u><-t-ï  : 


d'où  N  =  200^^ +  -r-)   =  644,7888. 

ElTectuant  le  calcul  par  logarithmes,  on  trouve 

.1  =  —0,27288. 


P.  L. 


GEOMETRIE 


1548.  —  On  considère  deux  tangentes  rectangulaires  à  une  ellipse 
MAA'  et  MBB',    A  et  B  étant  les  points  de  contact  avec  l'ellipse,  M  et  B' 
leurs  points  de  rencontre  avec  le  cercle  de  Monge  ;  démontrer  que  l'on  a 
MA    _    MB 
"ma"  ~  MB^  * 
La  droite  OM   passe  au  milieu  de  AB,  puisqu'elle  joint  le  centre 
de  l'ellipse  au  pùle  de  AB.   D'ailleurs  In  point  0  est  le   milieu  de  A'B', 
puisque  l'angle   M  est  droit. 

Donc  AB  et  A'B'  sont  parallèles,  et  la  propriété  est  évidente. 

A.  SAlNTE-LAGUL,élèvede  l'Ecole  normale  supérieure. 

■tonnes  solutions  :  MM.  J. ,  îi  Poitiers  ;  A.  Darhon  ;  J.-l).  Di'faut,  à  Poitiers  ;  A.  Cottv,  à  Dijon  ;  E.  Dïvoucoox,  à  Bourges  ; 
Ahblard  ;  Laiiottr,  lycée  Janson;  J.  Bellon,  à  l.yon  ;  E.-M.  Uarisikn  ;  R.  Lafosse  ;  L.  Sirk,  à  Nancy;  G.  Foucry,  à  Koanne  ; 
II.  Janois,  il  Nantes;  K.  Simon,  à  Paris. 
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1543.  —  Une  droite  D  se  déplace  dans  un  plan  donné,  de  façon  que  ses  dislances    oc  cl  ^    à  deux 
jloiltt^:   A  et  B  du  plan  soient  liées  par  une  relation  de  la  forme 

Ma^ -+- âNali  +  PÔ-  =  k, 

k  désignant  une  constante . 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  D,  ainsi  que  la  condition  pour  que  l'un  des  deux  points  A  ou  B  soit 
un  foyer  de  l'enveloppe. 

Prenons  pour  origine  le  milieu  de  AB,  OA  pour  axe  des  x  et  une  perpendiculaire  aa  milieu  pour 
axe  des  y,  puis  désignons  UA  par  a.  Si  nous  désignons  par 

ux  -i-  vy  -^  ir  —  0 
l'équalion  de  la  droile  D,  nous  aurons 

au-]-w  „        —  au-h  10 


et 


? 


\/u^  -+-  v-  '  v'u'  -+-  v' 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  relation 

M-/^  +  2Na?  +  Pfi^  =  k, 
nous  aurons 

M(au  -f-  w)-  -h  2N(aM  -+-  iv)(—  au  -+-  w)  ■+-  P[^  au  -+-  iv)'-  —  k[u-  -+-  v^)  ; 

ceci  représente  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe   de  la  droile  D  ;  cette  enveloppe  est  donc  une 
conique. 

Four  que  le  point  A  soit  un  foyer,  il  faut  que  les  tangentes  issues  de  ce  point  soient  les  droites 
isotropes,  c'est-à-dire  que  l'équation  tangentielle  se  réduise  à  m-  -hu-  =  0,  si  l'on  y  fait  au-+-  w  =  0; 
ceci  exige  que  P  soit  nul.  De  même,  le  point  B  sera  foyer,  si  M  est  nul  et  seulement  dans  ce  cas. 
Enlin  les  deux  points  seront  les  deux  foyers  de  la  conique,  si  l'on  a  k  la  fois  M  et  P  nuls  ;  dans  ce  cas, 
la  relation  devient     a,3  =  G"     et  l'on  retombe  sur  une  propriété  connue. 

G.   PÉLISSIER,  à  Toulouse. 

Bonnes  solutions  :  MM.  J.  Yebnaux,  à  Mons;,l.  Liiermitte,  à  Caen  ;  G.  Cottv,  à  Dijon. 
.\ssez  bonnes  solutions:  MM.  P.  Briz.4R]',  G.  Foucbï,  à  fSoanne. 


Autre  solution.  —  Soient  !<  et  v  les  coordonnées  paralirlcs  de  la  droite  D  rapportée  aux  axes  Au  et  Bc 
menés  perpendiculairement  à  AB.  On  a  (d'Oc.\gne,  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  14),  en  appelant  d  la 
dislance  AB, 

ud  ,  vd 


^d^+(v  —  u)^ 


L'équation  en  »  et  v  de  l'enveloppe  est  donc 

CSiu-  -+-  2Nwu  -+-  ¥v-)d-  =  k[d--h   c—  k)-], 
qui  représente  une  conique. 
Les  tangentes  menées  de  A,  ou    «  =  0,    à  cette  enveloppe  sont  déterminées  par  l'équation 

P»"-<i2  =  kid-2  -+-  v'-:, 
et,  puisque,  pour  chacune  d'elles  le  coefficient  angulaire  m,  rapporté  à  l'axe  AB,  est  donné  par 

V  =  md, 
l'équation  aux  coeflicients  angulaires  de  ces  tangentes  est 

Pm'd^  =  lidHi+m-'}. 
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Pour  que  le  point  A  soit  un  foyer,  il  faut  que  ces  coefficients  angulaires  satisfassent  à  l'équation 

1  +  m-  =  0, 
et,  par  suite,  que     P  =  0. 

De  même  le  point  B  sera  un  foyer  si    M  =  0. 

Les  points  A  et  B  seront  donc  tous  deux  des  foyers  si  on  a,  à  la  fois,    M  =  P  =  0.     En  ce  cas,  la  relation 
entre  les  distances  a  et  i  se  réduit  à 

2N'a^  =  k, 
qui  exprime  un  résultat  bien  connu. 

Nota.  —  Si  l'on  forme  les  quantités  (Loc.  cit.,  p.  2a), 

r  =  (M-f-2N  +  P)(f^—  4A, 

A  =  —  Âd'[(N-i  —  MP)d2  +  (M  —  2N  +  P)Aj, 

l'enveloppe  obtenue  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole  suivant  que    ri  <  0,     r  =  0    ou    I"A  >  o. 

(C.  Y.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1588. —  On  donne  (en  axes  rectangulaires)  un  cercle  C  d'équation  x- -+■  i/-  —  iax -\- :iay  =z  0  etladroitc  A 
d'équation    a;  =  2a. 

Une  sécante  menée  par  l'origine  0  des  coordonnées  coupe  le  cercle  C  en  I  et  la  droite  a  en  V.  On  prend 
sur  cette  sécante  un  vecteur  CM  équipollent  à  H'. 

i°  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  M. 

2°  Ce  lieu  rencontre  Ojc  en  un  point  A  autre  que  l'origine.  On  mène  par  ce  point  une  sécante  AHH'P  qui 
rencontre  la  courbe  en  H  et  H'  et  l'asymptote  en  P. 

Le  point  P  se  déplace  sur  l'asymptote  suivant  la  loi  de  mouvement  ;  =  BP  =  v„t.  (B  étant  le  point  de 
rencontre  de  l'asymptote  et  de  G*-.) 

Former  les  équations  du  mouvement  relatif  du  point  H'  pour  un  observateur  entraîné  avec  le  point  H  dans 
un  mouvement  de  translation. 

Construire  la  trajectoire  apparente  du  mouvement  de  H'. 

3°  .Mouvement  du  point  H'  pour  un  observateur  placé  en  H'  et  entraîné  avec  la  droite  AHH'. 

J.  Dkmeinvnck. 

1589.  —  On  considère  un  triangle  isocèle  ABC,  dont  l'un  des  c5tés  égaux,  AB,  est  fixe  et  dont  l'autre,  BC, 
pivote  autour  du  point  B.  On  demande  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle.  Construire  ce 
lieu  et  trouver  la  surface  de  la  boucle  et  aussi  celle  qui  est  comprise  entre  la  courbe  et  l'asymptote. 

R.  Manen,  à  Albi. 


BABLK-noc.  —  iMP.  coMTï-MCQUKT.  J.e  /{édacteuv-Géfanl  :   H.  VUIBEUT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

PREMIÈRE   PARTIE 


SUR  QUELQUES  APPLICATIONS  DE  LA  MECANIQUE   A  LA  GEOMETRIE 

par  M.  Ch.  Michel,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 


1.  Soient  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  et  0:  et,  sur  l'axe  Ox,  trois  points,  .\,, 
A,,  A3,  d'abscisses  «,,  a,  et  a,.  Prenons  dans  l'espace  un  point  quelconque  M,  de  coordonnées  x,  y,  z  et 
désignons  par  r,,  r,,  )\  les  mesures  des  longueurs  MAi,  MAj,  MA3.  Je  dis  que  les  trois  forces  MF,,  MF»,  MFj 
qui  sont  portées  sur  les  axes  allant  positivement  de  M  vers  A,,  A-i,  A3  et  qui  ont  pour  mesures  algébriques  sur 
ces  axes  r, .A0A3,  )'.>.A3A,,  rj.AjAo  sont  en  équilibre. 

En  effet,  les  projections  des  forces  MF,,  MF^,  MFsSurOx-  sont  respectivement 

((7,  —  a;)(a3  — a.),  (a,  —  a;)(ai  —  0.1),  (03  — x)(ao  — (i,) 

et  l'on  reconnaît  immédiatement  que  la  somme  de  ces  projections  est  nulle  : 

[a,  —  x)(a2  —  a.)  -h  (a..  —  x){ay  —  03)  +  (oj  —  x){n.,  —  a,)  —  0. 
D'autre  part,  les  projections  des  trois  forces  sur  Oj/  sont 

—  j/(a3  —  a,),  —  tj{ai  —  03),  —  y{a.  —  a,), 

et  sur  0:, 

—  ;(fl3  — fl-.\  — -("1  — "3).  —  :(fls  — 0,1. 

La  somme  des  projections  des  trois  forces  sur  Qy  et  celle  des  projections  des  trois  forces  sur  0: 
sont  nulles.  Les  trois  forces  se  font  donc  bien  équilibre. 

Cela  posé,  les  travaux  élémentaires  des  trois  forces  dans  un  déplacement  inQniment  petit  du  point 

M  ont  pour  expressions 

;-,.  A.A3.rff,,  rj.AjA,.^»'^,  cs.AiAo.efrj. 

Comme  les  forces  sont  en  équilibre,  la  somme  de  ces  travaux  élémentaires  est  nulle  : 

A,Â3.î-,rfr, -i-A,\,.r,'//_.-^A,.V2.r3rf/-3  =  0. 

Kn  intégrant  la  relation  précédente,  on  obtient,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  dans  l'espace, 

AjA,. -;^  +  A3A, . -^ -+- A,A., . -;|-  =  const . , 
c'est-à-dire 

MAI'  XX3  ^  MA",'  Â~\i  —  mX:'  Â^X  =  const. 
Pour  évaluer  cet'e  quantité  constanle,   plai;ons  M  on  A,.   Lo  premier  membre  de  !a  relation   se 
réduit  à 

A, A,?  A, A,  +  Â^s'  Â^o, 
c'est-à-dire  à 
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Un  a  ûnalement  la  relation 
MA",:  -M'a 
C'est  la  formule  de  Stewart. 


+  .M A ,:  A,A,  -H  ma;  a,  a,  -h  A.Aj .  A3A, .  A, A,  =  0. 


2.  Soient  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  et  0:  et,  dans  le  plan  xOy,  quatre  points 
Al,  Aj,  A3,  At,  aj'ant  respectivement  pour  coordonnées  dans  ce  plan  a,  et  b,,  Oj  et  4o,  a^  et  b^,  a.^  et  bi. 
Prenons  dans  l'espace  un  point  quelconque  M,  de  coordonnées  x,  y,  z  et  désignons  par  ;•,,  r.;.,  7-3,  >\  les 
mesures  des  longueurs  ^MA,,  MA.,  MA3,  MAi.  Je  dis  que  les  quatre  forces  MFi,  MF.,  MF3,  MF»  qui  sont 
portées  sur  les  axes  allant  positivement  de  M  vers  A,,  A.,,  A3,  A4  et  qui  ont  pour  mesures  algébriques  sur 
ces  axes  ri-k^K^ki,  — j-j.AjAiAi,  r3.k^k,k^,  —r^..Ki.\,k3  sont  en  équilibre.  (AoAjAj,  j}ar  exemple, 
désigne  la  mesure  algébrique  de  l'aire  du  triangle  A2A3A4  dans  le  plan  xOy  orienté). 

En  effet,  la  somme  des  projections  des  forces  MF,,  MFo,  MF3,  MF»  sur  Go;  est  égale  à 


(a,  —  .rjAoAjAi—  (oo  —  x)A3Â4A,  +  ((Ï3  —  x)A4A,A2  — (a»  —  a:)AiA.,A3. 


Or,  on  a 


A,A3A4  = 


A3A4A, 


Par  conséquent,  la  somme  des  projections  des  forces  sur  l'axe  O.r  est  le  développement  du  déter- 
minant 


"1 

—  X 

f'i 

A. 

a-i 

—  X 

a.. 

Iji 

(h 

—  X 

(h 

t'^ 

"4 

—  j; 

". 

b. 

Mais,  ce  déterminant,  pouvant  se  décomposer  en  deux  déterniinaats  dont  l'un  a  doux  colonnes 
identiques  et  l'antre  deux  colonnes  proportionnelles,  est  nul.  Ainsi,  la  somme  des  projections  des  forces 
sur  Ox  est  nulle.  De  même,  la  somme  des  projections  des  forces  sur  0;/  est  nulle.  Quant  à  la  somme  des 
projections  sur  0:,  elle  est  égale  à 

-  2.A0A3  \  1  -+-  Î.A3A4A,  -  :.A .  A,A,  4-  :.A,A,A3. 

Elle  est  le  dévelopjiement  du  déterminant 


/;,           1 

b,          1 

/'.,           1 

b.          i 

et,  par  suite,  elle  est  nulle.  Il  est  finalement  établi  qie  les  quatre  forces  se  font  équilibre. 

Cela  posé,  les  travaux  élémentaires  des  (jualro  forces  dans  un  déplacement  inlinimont  petit  du  point 
M  ont  pour  expressions 

îi.AîXaAt.rfc,,  — rj.AjAtAi.rfj-.j,  4- )M.AiAiA...rf)-3,  —  )'..A,A.jA3.(/;'4. 

Comme  les  forces  sont  on  équilibre,  la  somme  de  ces  travaux  élémentaires  est  nulle  : 

AjAjA;. )■,(/)•,  — A^AjA  .r.,dr.,-h  kikt.Ki.r^dr^  —  AiXAi-r^dr^  =  0. 
En  intégrant,  on  obtient,  fiuelle  que  soit  la  position  du  point  M  dans  l'espace,  la  relation 


A.AjA,.  y  -  AjA^A,.  -^  4   A4A.A,. 


AiA,,A3.  -—  =  const., 
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c'est-à-dire 

MA.rA.AjAj  —  mX:  A,.\  a,  -+-  MT,:  A^AiA,  -  mX/:  A,A,A,  =3  const . 
Voici  un  cas  particulier  intéressant  :  Supposons  que  les  quatre  points     A,,  A,,  A ,,  A;    soient  sur  un 
même  cercle.  Pour  évaluer  alors   la  constante,  il  suffit  de  placer  le  point  M  au  centre  du  cercle.  Si   R 
est  le  rayon  du  cercle,  le  premier  membre  de  la  relation  précédente  devient 

R^(A,A3A,  -  A.AtA,  -i-AtA,A>  —  AiÂjAj). 
Or  cette  expression  est,  nous  l'avons  vu,  égale  à  0.  Finalement,  les  quatre  points  A,  A,,  A^.  A._  étant  sur 
un  cercle,  quel  que  soit  le  point  M  de  l'espace,  on  a 

ÂTv^AîA^A.  -  MA,:  A3A.A1  -^  MT3:  AiA.A,  -MX:  A.A.Aj  =  0. 
C'est  une  relation  due  à  Luehterhand. 
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1506.  —  Étudier  la  variation  de  la  fonction     y  =  L 


où  L  désigne  un  logarithme  népérien. 


La  fonction  est  définie  si  (x  — l)(x-+-2)>0,   c'est-à-dire  si  x  est  extérieur  à  l'inlervalle  (  —  2,-1-1). 
3 
La    dérivée,     v,  = '     est  alors  constamment    positive.  La  fonction  croît  constamment 

■'  (r-lX.r-+-2) 

et  l'on  a  la  courbe  ci-contre. 
Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  au  point 

C  situé  sur  0.r  et  avant  pour  abscisse -■    En 

effet  :  soient  x  et  .r'  deux  valeurs  de  x  faisant  pren- 
dre à  ij  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  : 


x—l 


x'—i 


0, 


(.1-  -  I  )(X'  -  1  )  =  (a-  -H  2)(i-'  H-  2), 


J.  R. 


Bonnes  solutions  :  .MM.  L.  Sire  ;  U.   ,1e  Fahu  ;  II.  J.i.nois  ;  R.  Maves  ;  W.  .nédU.OT  :  G.    Foccrï  ;  AïBunD;  G    Estbbex  • 
G.  Frkv. 


/'^  dx  i  ! 

1507.  —  /évaluer  l'intégrale    j .    , et  calculer  sa  valeur  à  -7—  prés  quand  i  — 

..0      (2a;--t- l)\x--i- i  100  ^2 

Soit  I  lintégntle  demandée  : 

Je  pose  .1-  =  Igo  ;  d'où  dx  —  ?— • 

cos-  = 

L'intégrale  devient  : 


-./■i 


'^1     COSorfo 


sin-  : 


arc  tg  (sin  o^), 


en  posant 
D'où 


I  =  arc  ti 


Tl-a- 
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La  délermination  choisie  pour  Tare  Ig  est  celle  qui  s'annule  avec  la  tai)gente. 

l 

Application  numérique  :  ^  =  — ^  • 

I  =  arclg-^  =  I  =  O.o2  (à  ^  près  par  défaut).  ^    ^ 

Bonnes  solutions  :  M«.  Paul  Svrkôzv,  Hongrie  ;  E-îteben  ;  Amduru  ;  MéniGOr  ;  R.  Manen  ;  L.  Sire  ;  Moret. 


1508.  —  L'équation 

(1  )  X^  —M^  +?iX  —■(  =  0 

a  pour  racines  les  mesures  a,  b,c  des  côtés  d'un  Irhingle;  former  l'équation  qui  a  pour   racines  cos  A, 

cos  B,  cosC. 

I,'- -[- c- —  n-          a^  — 2?  — 2a2 
On  a  cosA=  ^^ = «• 

Si  on  pose     a  =  c,     cos  A  =  )/,     l'équalion  précédente  donne  : 

(2)  2x'  +  ("23  —  a-)x  +  i-fij  =  U. 

L'équation  demandée  s'obtient  en  éliminant  x  entre  les  équations  (l)et(2):  elle  doit  être  du 
3*  degré,  puisqu'à  chaque  valeur  de  x  correspond  une  valeur  de  y. 

i°  Multipliois  les  deux  membres  de  l'équation  (I)  par  —2.  ceux  de  l'équation  (2)  par  1  et  ajou- 
tons membre  à  membre  ;  nous  obtenons 

(3)  2w-  —  a-,r  +  2Y(y  ■+  1)  =  0. 

2°  Multiplions  (1)  par  2ij,   (2)  par  1,  ajoutons  membre  à  membre  et  divisons  par  x;  nous  obtenons 

(4)  2(,j  -t-  i)x-2  -  2ayx-  -^  2^(t/  ^  1)  -  a^  =  0. 
Nous  sommes  ramenés  à  éliminer  x  entre  (3)  et  (4). 

Appliquant  le  résultant  bien  connu  de  deux  équations  du  second  degré,  il  vient 

(5)  Sf .  rf'  -f-  ('la^Y  —  IGaS-r  +  32y-^jî/'  +  {^^'-p  -  2^'?  —  48aÎY  +  i8f  -f-  Sa^y)!/' 

-+-  (a«  —  8ï*|3  +  1G«'-?-  +  12a'Y  —  48a?Y  +  32y-)i/  h-  ■•  •  =  0, 
car  le  résultant  est 

(6)  (AC  -  CA')^  -  ( AB'  -  BA')(BC'  -  OB')  =  0, 

et  l'on  a  ici 

l     AC  -  C  V  =  2a[23(y  +  1)  -  a^]-  iYl.V  +  «)-. 

(7)  \    AB'-BA'  =  2a=(!/4-l) -U'-</ =  2»Kl-y), 

f   BC  -  CB'  =  4aY'/(y  -H  1)  -  -^-'Mv  +  0  -  »M. 

L'équation  (."i;  est  du  degré  4  et  non  du  degré  3  qui  a  été  prévu.  Elle  renferme  donc  une  racine 
étrangère.  Les  expressions  (7)  montrent  immédiatement  que  l'équation  (6)  admet  la  racine  y  —  —\. 
Pour  que  le  cosinus  de  l'un  des  angles  du  triangle  pût  recevoir  cette  valeur,  il  faudrait  que  les  trois  som- 
mets soient  en  ligne  droite,  ce  que  l'on  no  suppose  pas.  »/  =  —  1  est  donc  une  racine  étrangère  de 
l'équation  (5j.  Supprimmt  cette  racine  en  divisant  par    y  +  I,     il  vient  linalenienl 

(6)        8Y=y'  -I-  ('i»'y  -  *6a?Y  "t"  -'^t^f  +  («=''^'  "  2»'?  —  32i?y  +  24y=  ■+■  4a'Y)i/ 

-h  a»  -  6oi*p  -+-  Si^P^  —  I6a?Y  -+-  8ï'  =  0. 
C'est  l'équation  demandée. 

Remvrquk  1.  —  Si     1/  =  —  I,     les  équations  (3)  et  (i)  ont  en  commun  la  racine     a-  =  -^-     Or  a  est 

somme  des  trois  côtés  du  triangle;  si  l'un  d'eux  était  la  moitié  de  cette  somme,  les  trois  côtés  seraient 
sur  une  même  droite  :  c'est  ce  que  nous  avons  déjà  dit. 
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Rkmarque  h.  —  On  peut  employer  d'aiilres  procédés  pour  former  Téquation  (6),  sans  introduire  de 
racine  étrangère  dans  le  courant  du  calcul.  En  voici  un  par  exemple.  L'équation  demandée  csl  de  la 
forme 

y'  —  p'r  +  iy-  '■  =  o, 

où     /)  =  IcosA,     q  =  ScosAcosB,     r  =  cosAcosBcosC.     Di-signant  d'une  façon  générale  par  S,„ 

la  somme  des  m"  puissances  des  racines  de  l'équation  proposée,  on  a 

«S., -?r/^                                iS,  —  26=                                cS.  — 2c^ 
cosA  =  — ~ ,  cos  B  =   — : ,  cos  C  =  — = 1 

Y  r 

;;,  (/,  )'  s'expriment  facilement  par  des  fonctions  symétriques  des  racines  de  la  proposée.  Et  enfin   on 
calcule  ces  fonctions  symétriques.  Ce  calcul  est  plus  long  que  celui  qui  a  été  donné  plus  haut. 

J.  R. 
Bonnes  solutions:  MM.  Pau!  SArKùzv  ;  \V.  Mébigot  :  !..  Sire. 


'^^^^^^fjii'  F(.r)-/(.r).o(x), 


1509.  -  On  donne  une  fonction  f[x).  Devx  outres  fondions  o(x)  et  ¥(x)  sont  définies  f.ar  les  rela- 
tions suivantes 

k  étant  une  constante. 

Démontrer  qu'on  a  identiquement 

¥"ix)    _    f\x)         o'ix)  2k  F"(x)    ^    f'"{x)     ^     o"'{i) 

F{x)  f(x)  <={x)    ^   f{x).o(x)  '  F(x)  f(x)      ■     ç(x)   ■ 

De  la  définition  de  '^{x),  il  résulte 

o'/"'=A-  et  ^"f'+o'f  =  0. 

La  relation     F  = /'.  f    donne  donc  par  dérivations  successives: 

F'   =f'o+'r'f; 

F"  /■"         o"         2A- 

h"  ^  f'o  -+-  ff  -+- -2h,  ou        -—  =  ±--i 1-  T- ; 

p        f       ?      h 

F"'         /""        o"' 

F"'  =  f"'o  -+-  fd"  -\-  (/"o'  -f-  ç  /'),  ou  -—-    =  -'-—  H-  -^  • 

r  /  ? 

C.  q.  f.  d. 

.1    R. 
Bonnes  solutions  :  MM.  \V.  Mériciot  ;  L.  Sire  :  AMOLARn  ;  0.  Foucbï  :  0.  Esteben  ;  H.  J.4N0is  :  R.  M.»nen. 


1510.  —  On  considère  un  système  d'axes  rectangulaires  fixes  Ox,  Oy,  0:,  et,  dans  le  plan  xOj/,  un 
cercle  (C)    de  rayon     ■_ a     animé  d'un  mouvement  de  lianslation,  dans  lequel  son  centre   C    décrit 

dans  le  sens  de  la  flèche  F,  et   avec  une  vitesse  angulaire     (i  —  m]iu,     vn  cercle  de  centre  0  et  de  rayon 

1  -+-  m 

a. 

i 

En  même  temps  que  ce  cercle  (C)  se  déplace,  un  point  P  est  mobile  stn-  sa  drconfcrence  et  la  parcourt 
dans  le  sens  de  la  flèche  f,  avec  la  vitesse  angulaire     (1  +  »«)u).    //  décrit  ainsi  utie  courbe  i  E)  {L'picycloïde). 

Les  quantités  a,  w,  m  sont  trois  constantes  positives  dont  la  dernière  est  moindre  que  l'unité. 

1°  On  demande  d'exprimer  en  fonction  du  temps,  i,  les  coordonnées  x,  y  du  point  P,  sachant  qu'à 
l'époque     t  =  0     les  points  G  et  P  sont  tous  deux  sur  la  parlif  positive  de  O.r,  P  èi  la  distance  a  du  point  0. 
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2°  /,«  point  P  est  1(1  projection  d'un  point  M,  mobile  dans  l'espace  ;  on  demande  d'exprimer  sa  cote  z 
en  fonction  du  temps  I,  sachant  qu'elle  est  nulle  à  l'époque  t  —  0,  et  que  la  vitesse  v  de  M  fait  avec 
l'axe  Oz  un  angle  constant  0  quelconque  d'ailleurs . 

On  montrera  que  la  trajectoire  (k)  du  point  M  s'obtient  en  coupant  le  cylindre  dont   (E)  est  la  section 

7'        ^~p- 


droite  par  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de   0:, 


1,     où  la  longueur  b  varie  avec  0. 


On  introduira,  au  lieu  de  0,  la  constante  b  dans  la  représentation  de  la  cote  z  du  point  M. 

3"  Calculer  la  grandeur  et  les  cosinus  directeurs  a,  ^,  y  de  la  vitesse  v  du  point  M,  ainsi  que  l'arc  de 
la  courbe  {k)  parcouru  par  ce  mobile  pendant  le  temps  t.  —  Exprimer,  en  fonction  du  temps,  le  rayon  de 
courbure  R  de  la  courbe  (k)  et  vérifier  que  la  vitesse  lui  est  proportionnelle. 

4°  Après  avoir  formé  l'équation  du  plan  osculateur  de  la  courbe  ik),  on  démontrera  que,  à  une  même 
époque  t,  tous  ceux  de  ces  plans  qui  correspondent  aux  diverses  courbes  [k)  qu'on  obtient  en  faisant  varier 
b,  passent  par  une  même  droite  A  du  plan  xOy. 

D°  Montrer  que,  lorsque  t  varie,  celte  droite  a  enveloppe  une  épicycloide  (E')  homothéiique  à  celle  que 
décrit  le  point  P'  diamétralement  opposé  au  point  P  dans  le  cercle  (C).  —  Faire  voir  que  la  courbe  (E')  a 
pour  développée  l'épicycloïde  (E). 

1.  —  Soit  P„  la  posilion  initiale  du  point  P,  PJ  la  position  initiale  du  point  diamétralement  opposé 

au  point  P  sur  le  cercle  mobile  (C).  Je  désigne  par  Q  le  point  de 
contact  du  cercle  (C)  avec  le  cercle  de  centre  0  qui  lui  est  tan- 
gent extérieurement.  Je  vais  montrer  que  la  trajectoire  du  point 
P  est  une  épicycloide  engendrée  par  le  roulement  du  cercle  (C) 
sur  le  cercle  (0)  précédent,  sans  glissement.  11  suffit,  pour  cela, 
de  faire  voir  que  les  arcs  de  cercle  QP'  et  QPo  sont  égaux. 

Soient  ç  et  •!/  les  angles  que  font  les  demi-droites  OC  et  CP 
respectivement  avec  la  direction  positive  de  Ox.  D'après  l'énoncé 


4  =:  (1  -f-  m)(ut  ; 
D'autre  part 


CP 


-.a;     OC  = 


1 


=  (1— J?i)co/. 

et,  par  suito,     OQ 
1  -  m 


■'fr 


arc    QP^  =  ç.  00  =  mao,  arc  OP'  =  (<^  — 9)CP  =  0|- 

Exprimant  l'égalité  de  ces  arcs,  il  vient  (l-(-»n)9  =  (l — m)'l,  vérifiée  identiquement  par  les 
valeurs  de  o  et  6.  Ainsi  donc  le  point  P  décrit  bien  une  épicycloide. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  point  P  à  l'instant  t,  projetons  le  contour  OCP  sur  Ox  et  sur  Oy. 
11  vient 

/  n 

(1. 

1/  =  —  [(1  -(-  m)  sin  (1  —  m]iot  +  (i  —  m)  sin  (1  -t-  inVot] 


■7«)cos(l+m)tu/], 


2.  La  tangente  au  lieu  du  point  M  faisant  avec  0:  l'angle  constant  0,  on  a 

dz 

-r-   =    COtgO, 

ds 

en  désignant  par  :  la  cote  du  point    M   et  par   ds   l'élément  d'arc  de  la  courbe  décrite  par  le  point   P. 
L'éiiualion  précédente  s'écrit  encore 

(2)  dz  sin  0  =  (dx^  ■+- dy-y  cos  0 . 
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Mais,  en  dérivant  les  formules  (I)  par  rapport  à  i,  on  obtient 

.  ^  =  i[l  (1  -  ,„2)f  cos  (  1  —  viy>t  +  CCS  (1  H-  m)o,i]  ; 

ou  encore ' 

,      riv 

1    __  =  —  o(of  l  —  7r(2)  sin  mI  cosnmt, 

\  dl 

(3) 

/  -  -'^  =r  a(o(l  —  m-)  cos  (u<  cos  m^t. 

\  dt 

Et  alors  la  formule  if]  devient 

dz  —  cotg0.rto)(l  —  m-).cosmoj(.(//, 

d'où,  en  intégrant  et  tenant  compte  des  conditions  initiales  : 

/^N  :  =  cotge. —  (\~-m^).s\nmu>l. 

La  trajectoire  (/.)  du  point  M  est  ainsi  définie  par  les  équations  (I)  et  (4). 

Posant     6  =  —  cotg  0  ^T^^i\    la  formule  (4)  s'écrit  encore 

m  

/g\  z=b\l{  —  j/i^sin7ï!(o^ 

Si  l'on  élimine  le  temps  entre  les  éciualions  (1)  et  (5),  il  vient 

a-  b' 

Donc  la  trajectoire  (/.)  est  l'intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de   0;,  ayant  pour 
méridienne  dans  le  plan  des  a;:  ^  .^ 

-^_ui 1  =  0 

avec  le  cylindre  épicycloidal  ayant  pour  section  droite  dans  le  plan  des  xy  la  courbe  (E)  défmie  par  les 
équations  (1). 

3.  Il  résulte  immédiatement  des  formules  du  paragraphe  précédent  que 
(dx-  +  dy'  +  d-J)  ^  =  -^  ( l  —  m'-)  cos  m^t  dt  ; 

par  suite, 

ds  a'o 

u  —  =  (1  —  m-)  cos  moit. 

dt         sin  0  ^ 

D'où,  en  intégrant  et  comptant  l'arc  de  trajectoire  à  partir  du  point  P„  avec  lequel  le  point  M 

comcide,  par  hypothèse,  à  l'instant  initial, 

ffl(l  —  m^)     .  , 

s  =  — smînwt. 

m  sin  9 

dx  Q,  _  ^  ^" 

Donc 

(6)  a  =  —  sin  0  sin  t,>t,  "^  =  sin  0  cos  co^  t  =  cos  8. 

Le  rayon  de  courbure  R  de  la  courbe  (k)  au  point  M  est  donné  par 

da^ 
W-  = 


Mais  a  = 


(/a^  +  d'f  -+-  df 
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et,  comme  on  a 

dï  d?  .    ,    .  d'.; 

(1)  — —  =  —  to  sin  0  cos  u>t,  _—  z=  —  w  sm  0  sin  w/  __  =  o, 

^  '  dt  dt  dt 

a(i  —  m-'\  cos  vn'H 


il  vient  R  =  ■ 

sin-  0 

ou  encore,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  r, 

r 
11  = 


(.,  i-in  0 
Celle  formule  montre  que  U  est  proportionnel  à  i'. 

4.  L'équation  du  plan  osculateur  au  point  [x,  ;/,  :)  est 

A(X  —  a;)  -H  B(Y  —  y)  +  C(Z  —  :)  =  0, 
où  A,  B,  C  sont  les  déterminants  tirés  de  la  matrice 

la  ^ 

I       rfot  f/;i  d-; 

ou  encore  des  quantités  proportionnelles  h.  ces  déterminants.  Nous  pourrons  donc  prendre 
A  =  —  cos  0  sin  (•)/,  B  —  cos  0.  cos  wl,  C  =:  —  sin  6. 

Faisons    Z  —  0    dans  l'équation  du  plan  osculateur.  11  vient 

1  —  ??!- 
—  sin  to/(X  —  X)  +  cos  tû/(Y  —  y) H a  sm  m^i  =  0. 

Cette  équation  étant  indépendante  de  0,  ou  de  b,  la  droite  d  suivant  laquelle  le  plan  osculateur 
coupe  le  plan  des  xy  est  la  même,  à  l'instant  t,  pour  toutes  les  courbes  (A)  qu'on  obtient  en  faisant 
varier  b. 

Remarques  géonu'iriques.  —  La  courbe  (A),  pour  une  valeur  quelconque  de  0,  est  une  hélice  tracée  sur  le 
cylindre  épicycloïdal  (E).  En  effet,  en  développant  cette  courbe  sur  l'un  des  plans  tangents  à  ce  cylindre,  on 
obtient  une  ligne  dont  cbaque  élément  fait  l'angle  constant  0  avec  la  génératrice  de  contact  ;  cette  ligne  est 
donc  une  droite.  La  normale  principale  k  l'hélice  (k)  en  chaque  point  M  doit  cire  parallèle  au  plan  des  xy  : 
c'est  d'ailleurs  ce  qu'on  vérifie  sur  la  dernière  équation  (7).  Faire  varier  0  revient  à  faire  varier  l'inclinaison  de 
la  droite  qu'on  enroule  sur  le  cylindre  épicycloïdal  pour  obtenir  l'hélice  {k),  et  par  conséquent  à  effectuer  une 
transformation  bomograpbique  d'espèce  simple  consistant  uniquement  k  moditiur  les  cotes  dans  un  rapport 
constant,  c'est  du  reste  ce  que  montre  la  formule  (5;  où  l'on  regarde  t  comme  constant  et  b  comme  variable. 

Dans  une  telle  transformation,  les  points  du  plan  des  œy  restent  invariables;  d'autre  part,  dans  toute 
transformation  homogrnphique,  le  plan  osculateur  ou  un  point  d'une  courbe  se  change  dans  le  plan  osculateur 
au  point  homologue  de  la  transformée.  En  conséquence,  la  trace  A  du  plan  osculateur  à  la  courbe  (A)  sur  le 
plan  des  xy  est  indépendante  de  6. 

5.  Cherchons  le  point  limite  de  la  droite  A  f|ui,  nous  l'avons  vu,  a  pour  équation 

1  ?H" 

(8)  —  sin  iu/(X  —  x)  -h  cos  «i.ri  V  —  y)  h n  sin  niio/  =  0. 

'  in 

11  est  à  rinleiseciion  de  celte  droite  avec  la  droite  dont  l'équation  .s'obtient  en  dérivant  la  précédente 
par  rapport  à  i.  Celle  éijualion  nouvelle  se  réduit  à 

(9)  cos  tu/(X— x)-î-sino,<(Y  — y)  =  0, 

car     -j—  sin  wt :-  cos  mI  -hatii^l  —  nr)  cos  mioi    s'annule  identiquement  en  vertu  des  équations  (3). 

Mais  la  droite  (9)  n'est  autre  que  la  tangente  i\  l'épicycloïde  (E)  au  point  (x,  y),  et  en  outre  elle  est 
normale  à  la  droite  (8).  En  consi'quencc  le  lieu  (E')  du  point  limite  de  .A,  ou  l'enveloppe  de  A,  admet 
pour  développée  l'épicycloïde  (10). 

On  [)0urrail  en  conclure,  sans  autre  calcul  (voir  l'article  de  .M.  Cottv  dans  la  Ri'vue  de  mai   l'JOti), 
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hi.hiP  h  l'pnipvcloïde  (E),  ou  mieux  encore  homothélique  à  l'épicy- 
que  (E')  est  une  épicyclo.de  semblab  e  a  1   P'^^y^lj-^^  ^  .^  ^^^  ^,.^^j^^^^ 

X  -  X    et  à    Y  —  y  :  „     4  _  ,«2  ,         ,  ,  1 

^  _  a;  ^  1 .  ^       '".  [cos  (1  -  m;-./  -  cos  (1  -f  m).o(J, 
!2  "' 

Y  _  „  =.  ^ .  J  ~  ""  [sin  (1  -  vi)^ol  -  sin  (1  +  >n)^t]. 
D'où,  en  tenant  compte  des  formules  (1)  qui  donnent  x-  et  y, 

l     x=—-  i(l  +«M  cos(l  -  myM  -  (1  --  m)  cos(l  +  inyol\, 
\  2»?i     ^ 

Mais  les  coordonnées  du  po,nt  P',  au  temps  t,  sont  données  par 

l     ^..^!L  [(1  +  m)  cos  (1  ^  m)-'  -  (1  -  "0  cos  (1  +  m)^t]. 

.„.,e.„..u,.de  0,  le  cen.re  d->,o,.o.>.ai.  éUnUe  point  0  et  ,e  ,,p„ort  d'I.o.o.héUe  .u„t  - 


J.  R. 


MU    r    r^TTv   élève  de  l'École  normale  supérieure:   L.  Sibl,   licée  ae   i^anc. 

-e:::::.::::::. :.:::: „..,»........«»»...— .^-"■-'■"'- 

d'infanterie  ;  G.  Frey,  a  Alger.  

^^,2.-ancondensa,euréem..crof.radses,  .kar,.  au  poU.ùel  de  2.500  .oUs . 

10  Ca/cu/er  sa  charge  et  son  énerg>e.  ^^^  ^^^^  ^^^  ^^/^^,,„,„.  ^^,, 

dégagerai.  /.  décharge  du  condensateur,  en  .apposant  d.n   cette  d ..h  ,j 

'Chaleur.  ,^^.^^^„  ^,  G  a(mo.p/i<^res  1  gramme  d'air  primitive- 

ment  à  cette  pression  et  a   25     auçuet        /  ^     ^^,g„„  numériques  de  la  charge,  du 

sion  constante,  0,237  ;  e</ui.a/««t  mécanique  de  la  petite  caloi 
1«  La  charge  du  condensateur  est,  e,.  coulombs, 

Q  =  CV  =  100  XIO-X -2.500  =0,2o, 

et  son  énergie,  en  joules. 

^V  =  1   QV  =  -i-X  0,25X2.500  =  312.0. 
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•M2. 


i»  Ces  312.3  joules  correspondenl  à      -^  =  74,94     calories.  La  chaleur  de  fusion  de  la  «lace 

étant  de  80  calories   la  chaleur  dégagée  par  la  décharge,  en  supposant  toute  1 -énergie  transformée  dao. 
cette  décharge  en  chaleur,  fondra  un  poids  de  glace  S'iormee  aan. 


i,94 

=  0g,9:37. 


SU 


3»  Pour  élever  d'un  degré  la  température  d'un  gramme  d'air,  il  faut  0.-.-237  :  la  température  d'un 

gramme  d'air  auquel  on  aura  fait  absorber  74,94  calories    sera  donc  élevée    de     iil!i  =  3I60  ., 

La  température  initiale  de  cet  air  étant  de  2o",  sa  température  finale  sera    316  ^  -  i"^!  341»  ^ 

de  773'„r'  Z': r  ^"'\  ''""  ^"T"  ''"'  '"'"P^'  ''"'''  '^  ^''''^'^  ^'"-  atmosphère,  un'volume 
de  7/3cn.3;  a  34lo,2  et  a  la  pression  de  6  atmosphères,  il  occupera  un  volume 


fil4.'>        1 


4..  Un  coulomb  vaut     3><10^     ""ités  électrostatiques  C.  G.  S.:  un  volt  vaut     J_      d'unité  élec- 
trostatique et  un  joule  10"  ergs.  On  a  donc  '"" 


301) 


0  =  0,2ox3x  10»  =7,5x  10'  C.  G.  S., 


.,         2.0OO  ] 

'  =  TKîr=«T 

M,u«°  o:':::",::'::-:*""'  "'""''■"  ''''''^'  "^'•^"''*-"'  -  -f»>"*  -  -""^'  «'«-•«-■ 

^  =  Y  =^-<  '0'  centimètres  =  900  kilomètres. 
.Nous  avons  reru  dasscz  Ijonnes  solutioiià  de  .M.M.  ,Ie  FAni.,  et  Janois  ^     GROZE  . 


1513.  -  On  introduit  dans  un  eudiomélre  n  mercure  100   c-mimèir^,  ruhe,  ,in  nn- 
.00  ........„,,,.,,„.,  Cet  eudiom^tre  est  ensuite  ,lac^  dans  u^nL:^:^:    : Z::Z  la 

te.nperalurea  i3ao,5.  On  fait  alor..  jailliruae  étincelle  électrique  à  l'intérieur  de  CeudomtreZ  T    ,     ! 
,ue  l'équilibre  de  température  soit  rétabU.  On  demande  le  volume  occup/lr  U^    T-        Z 
^'^mo^^;  2' à  00  après  q,^on  a  laissé  refroidir  fenceintee.térieure.  '  '         '         i  e^plos.on  : 

On  admettra  ,ue  le  coefficient  de  d,la,at,on  des  ,<.  es,     -1^  ,,  ,„,  ,„  ,,,,„,.  ,,,„  ^^  ,,^,^  ^^^^^^^^^ 
un  gaz  parfait.  "'^ 

La  réaction,  avec  les  vola  ues  qui  entront  enjeu,  e.t  représenté,  par  l'équ.tion 

.\/.H  '  -H  0^  =  Az  -H  1  H^O  +  —  0 


Volumes  :  loo     100      30 


IdO 


Admettons  que  les  gaz  aient  été  mesurés  an  HpI. ni  •■,  nii.  i«      1 
>  cette  même  température  étant  2.5,  le  volumeVil-'s  se'rl  "    "'  "'"""'^  '''  '^  ^^^^"^  '"^'"'^- 

22-;(,4--H|i)=337,Pi. 
A  0%  l'eau  est  condensée  et  le  volume  n'est,  en  réalité,  quf  7o. 
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Beaucoup  de  candidats  ont  supposé  (jue  l'azote  avait  été  transformé  par  la  combustion  en  composés 
oxygénés,  protoxyde  d'azote,  acide  azotique,  etc.  En  réalité,  l'inflammation  d'un  mélange  de  gaz  ammo- 
niac et  d'oxygène  produit  surtout  de  l'azote  et  de  la  vapeur  d'eau  ;  une  petite  quantité  seulement  est 
transformée  en  azotite  ou  azotate  d'ammoniaque. 
Bonne  solution  de  M.  II.  .Ia\ois,  à  Nantes. 
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Groupe  I. 

1524.  —  On  considère,  dans  l'espace,  les  droites  (D)  dont  les  équations  sont 
ux-hvy  -h  z-h  l  =  0,  X  -<ry  -rui  -h  V  =  G  ; 

on  reijarde  les  paramètres  it,  v  comme  les  coordonnées  d'un  point  \  dans  un  plan  (P)  :  à  chaque  point  A  de 
ce  plan  correspond,  en  (jénéral,  une  droite  (D)  et  une  seule  ;  par  un  point  .M  de  l'espace,  il  passe,  en  général, 
une  droite  (D)  et  une  seule. 

Où  doit  être  le  point  M  pour  qu'il  passe  par  ce  point  une  in/inité  de  droites  (D)  ?  Soit  M„  un  tel  point  ; 
quel  est  le  lieu,  dans  le  plan  P,  des  points  A  auxquels  correspondent  les  droites  (D),  en  nomlire  infini,  qui 
passent  par  le  point  Mo'?  Quand,  inveraeinent,  le  point  A  décrit  ce  lieu,  quelle  est  la  surface  décrite  par  la 
droite  (D)  qui  correspond  au  point  A  ? 

Lorsque,  dans  le  plan  P,  le  point  A  déci  it  la  parabole  dont  l'équation  est  c  =  au',  la  droite  corres- 
pondante (D)  décrit  une  surface  (1)  qui  est,  en  général,  du  quatrième  degré  ;  ta  précédente  élude  permet 
de  mettre  en  évidence  des  valeurs  du  paramètre  a  pour  lesquelles  cette  surface  contient  un  plan. 

Construire,  en  supposant  a  =  1,  la  courbe  du  troisième  degré,  intersection  de  la  sur/ace  (-)  et  du 
plan  des  xij. 

Evaluer  l'aire  limitée  par  cette  courbe  et  la  droite  dont  l'équation  est     g  =  3,o. 

Soit  A  un  point  du  plan  P  de  coordonnées  u  et  v.  A  ce  point  correspond  la  droite 
ux  ^  yi/  4-  ;  -—  1  =  0.  2;  — -  g  -h  uz  -^  v  =  0, 

et  cette  droite  est  bien  déterminée  si  les  plans  ne  coïncident  pas,  c'est-à-dire  si  l'on  n'a  pas 

u         u         1         1 
T  ~  T  ^  "û  ^  7  ' 
Si  l'on  a  ces  relations,  on  en  déduit     u-  :=-  1     et     u  =  v  ■.     par  conséquent,  il  y  a  deux  points  du 
plan    P    pour   lesquels   la  droite  (D)  est  indéterminée;    ce    sont  les   points      .\|,(u  —  i,     u  =  I)     et 
Ai(i«  =  —  •!,     u  =c  —1). 

Dans  le  premier  cas,  pour  «  =  1,  y  =  1,  la  droite  (D)  est  totalement  indéterminée  dans  le 
plan  a; -t- 1/ -1- :■ -^  !  =  0  ;  dans  le  second  cas  u  =  — 1,  v  =  —  1,  elle  est  totalement  indéterminée 
dans  le  plan    x~g  —  ;  —  1  =  0.     Dans  la  suite,  nous  désignerons  ces  plans  par  Q„  et  par  Q,. 

Donnons-nous  maintenant  un  point  .M  (x,  g,  z)  de  l'espace  et  exprimons  (pie  la  droite  (Dj  passe 
par  ce  point  ;  nous  aurons  pour  déterminer  u  et  y  les  deux  équations 

u.r  H-yi/-i-;-i-l=U,  uz  ^  v  -\-  X  -h  g  =  0, 

ce  qui  nous  donnera  deux  valeurs  finies  et  bien  déterminées  de  u  et  v,  si     yz  -  x  =  0. 

Si  le  point  M  est  sur  la  surface     gz  —  x  —  0,     les  équations  ont  une  solution  infinie,  et  en  posant 


188  ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 


„  _  _,     y  _  1_,     nous  avons     «''=0,     puis     «'  =  1,     y'  =  — :.     La  droite  (D)  correspondanle  est 

ir  «•' 

parfaitement  déterminée  encore  et  a  pour  équations 

X  — ;Y,=  0,  Z— :  =  0. 

Enlin,  si  le  point  M  est  à  la  fois  sur  les  trois  quadriques 

!/:-,r  =  0,  x{x-\~y)-z(z-h\)  =  0,  y{x -hy)  —  z  —  ^  =  0, 

il  passe  une  infinité  de  droites  (D)  par  ce  point;  or  la  première  et  la  dernière  sont  deux  paraboloïdes  qui 
ont  un  plan  directeur  commun,     y  =  0  ;     elles  ont  donc  en  commun  une  droite  à  l'infini    ;/  =^  0,  t  =0. 
Pour  enlever  cette  solution  il  suffit  d'écrire  les  deux  équations  ainsi 

y(3  + 1)  —  a;  —  .V  =  0,  .v(x  -hi;)  —  z-i^O, 

et  d'annuler  le  déterminant  relatif  aux  inconnues  //  et     l{t  =  1). 
Nous  trouvons  ainsi 

équation  qui  se  décompose  en  deux  x  -i-  y  =  dz  f  :  +  1)  ; 

en  portant  ensuite    x-t-y     dans  la  seconde,  elle  donne    y  —  ±\. 

Les  deux  paraboloïdes  ont  donc  déjà  en  commun  les  deux  droites  à  distance  finie 
x  +  y  =  z->-\,  !/  =  J I 

ou  '•  =  :.  y  =  '- 

et  r-h'.l  =  —  :•— 1.  >l  =  -  I. 

ou  X  =  -  :,  ,7  =  ^'  '• 

nous  appellerons  ces  deux  droites  Ai  et  a^.  Enlin  il  est  visible  que  les  deux  paraboloïdes  ont  en  commun 
une  troisième  droite  à  distance  finie,  la  droite  -i  dont  les  équations  sont  x  +  y  =  0,  :  +  i  =0. 
Cette  dernière  s'appuie  sur  les  deux  autres  et  forme  respectivement  avec  elles  les  plans  Q,  et  Q,.  Les 
trois  droites  A  appartiennent  aussi  à  la  deuxième  quadrique.  Il  est  facile  de  vérifier  que  les  droites 
ordinaires  de  la  congruence  donnée,  celles  qui  ne  correspondent. pas  aux  points  A,  et  A,,  rencontrent 
les  deux  droites  A,  et  A.;  les  droites  exceptionnelles,  celles  qui  correspondent  aux  points  A»  et  A,, 
sont  indéterminées  dans  les  plans  Oo  et  Q,  où  elles  rencontrent  A  et  A.  ou  bien  A  et  A,. 

Soient  maintenant  t„,  y„,  ;„  les  coordonnées  du  point  Mo  supposé  situé  sur  une  des  droites  A.  Si 
ce  point  est  sur  A,  nous  aurons  d'abord 

x„  4-  )/„  =  0  et  ;„  -t-  1  =  0  ; 

les  équations  en  u  rt  ^^  ([ui  sont  identiques  dans  le  cas  actuel,  se  réduisent  à  »  —  u  =  0,  et  le  lieu 
du  point  A  est  la  première  bissectrice  de  l'angle  dos  axes  dans  le  plan  (P).    Si  le  point  M^  est  sur    A,, 


nous  aurons 


.70=1, 


et  les  équations  entre  u  et  v  dmiiMidronl 

itx„      I'  -+-  ■!■„  -t-  I  =  0  ; 
le  lieu  du  point  A  est  encore  une  droite,  (lui  passe  au  point  A,. 
■    Enlin,  si  le  point  M,,  est  sur  A.,  nous  aurons 

.T„  =  —  :„.  ;yo  =  —  1  ; 

les  équations  entre  u  et  «  se  n-duiront  à 

iM„  -  u  —  Xj  -4-  1  =0, 

et  le  lieu  du  point  A  sera  une  droite  (|ui  jjasse  au  point  A,. 

Inversement,  supposons  (jue  le  point  A  décrive  une  de  ces  trois  ilroiles  :  d'abord     i/  =  r  ;      alors 
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se  réduit  aux  deux  plans  _^  ^,^^  _ f:  -h  I)^  =  0, 

c'est-à-dire  aux  deux  plans  Q„  et  Q,.  Prenons  ensuite 

iix^  -4-  »  -^-  i-o  —  '  -  0  ; 
le  lieu  de  la  droite  (D)  est  alors  -  _+- 1    1 

z  1  x  -f-  !/      =  0  ; 

-      I    Xo  i  A'o-^1    1 

„  ,i,u  se  décompose  .„  d.„.  pU„.  car  „  o„  .Jou.e  .  ,a  de™.re  co.„„„.  U.  deu,  pre^.r»  cl»„..., 
de  signe,  on  obtient  ^  ^^  .  +  1  _  ^.  _  y 


y 

1  A-  +  !/  —  s  -  1 

1  0 


=  0, 


et  cette  équation  se  décompose  en  deux  :  ^ 

,r  +  ,,  _3-l=0  et  x-x,y+z-x,  =  0. 

■  t   \    ^o  1t  Hrnite  narcourue  dans  le  plan 
La  première  représente  le  plan  Q.  qui  correspond  au  point  A,  de  la  droite  pai 
(P)  ;  la  seconde  représente  un  plan  qui  passe  par  A„  et  qui  est  le  vrai  heu. 

Entin  prenons  ,,,  _  „  _a-.,+ 1  =  0  ; 

nous  aurons  de  même  deux  plans  :  le  plan  Q,  et  le  plan 


a;  -t-  a-„y  —  :  —  ^, 


=  0. 


qui  passe  par  \  et  qui  est  le  vrai  lieu.  ^    ,;  ,„   se  reuorte  aux  explications  qui  ont  été 

Tous  ces  résultats  sont  évidents  géométriquement,  si  on  se  repoile  t 

données  sur  la  nature  de  la  congruence  des  droites  (U)  ^.^^  ^^^  ^^^.,^ 

Quand  le  point  A  décrit  la  parabole     v  =  au-,     la  dio.tc  (D)  en  e  .^^ 

d'obtenir,  en  tirant  .  et  .  des  deux  équations  de  la  droite  (D)  et  en  po,  tant  leurs 


y  =  au-      Nous  avons  ainsi  successivement 

M  = '  X  —  '/: 

X )/3  ■' 

t  (x-yzi{z'Z^i)-x^x-^y)]-a\y(,x-^U)-'-^'^^^- 

Cette  dernière  équation  est  l'équation  du  lieu,  qui  est.  comme  on  ie  voU,  une  surtace  du  quatrième 

degré  ayant  pour  lignos  doubles  les  trois  droites  A.  ,^  .,^  La  surface  se  dédouble 

Pour    a  =  1,     la  parabole  passe  au  point  A.  -^u     -,  s^ond  le  pla^    .^^^  ^^^^^^^^  ^^^^^^^^^ 

^^-^r  T=r:t'r::i:"::e:^^^  -  --leme  degré,  .nction 

linéaire     .r  +  y-^  =  +l;     il  nous  suffira,  pour  cela,  d'écrire  celte  équation  ainsi    ^ 

[^.  4_  y  _  y(z  +  l)]Mz  +  1)  -  x(x  +  y)]  -  à[y{x  +  y)  -  :  -  1/  -  0 

et  de  poser    ^^  =  ?  ;     nous  aurons  alors 

(p_jy)(-— pi-)— a(?!/ -  I)'  =0; 

puis,  comme 
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Il  n'y  a  plus  qu'à  diviser  par    p  --  1     et  remarquer  que  le  reste 

^  +  y'^xy+z^2y  +  yz^^  s'écrit  {x  +  y  . 

pour  obtenir  la  décomposition  demandée. 

-y-hz-^l     en  facteur,   qui  correspond  au  plan   U„,   et  il  reste  la 


i)(y  +  J 


Nous  trouvons  finalement 
surface  du  troisième  de^ré  : 


-  yz  -h  X  ~i-  ij  —  \ 


:0. 


(^'  -^  y){y'  +  i- ■  —  ( :  -i-  1  )(y'  H-  xy  ■ 
qui  admet  la  droite  ii,  comme  ligne  double. 

Coupons  cette  surface  par  le  plan     3=0;     nous  aurons  la  courbe  demandée, 
y'-U-  -h  y)  -^x-'  -  v=  -  x  -  V  H-  1  =  0. 

corretond"l!;r'  '!"'  '".''  ^^>'7;«;-""-'--"e  la  droite  .^,  =  0.  Sur  les  branches  infinies 
correspondantes  x^y  est  négatif,  la  com-be  est  au-dessous  de  son  asymptote.  Les  deux  autres 
directions  asymplotiques  sont  confondues  avec     ,/  -  rt    ot  i»c  k        v,  . 

liques,  comme  il  est  aisé  de  s'enassuit^!  '  ^  '""''"  correspondantes  sont  parabo- 

dord'onnée"''  7"T'"  'T  m"  '  '"^  '^""^  """^^  '^""'■^"'"^^  ^^'^^  '^  P°-'  ^  =  ''  ^^  -  un  point 
tiondev"eIt~        '^^  P"--'^"^ '^ -- P-^l'èlement  à  eux-mêmes  au  point    .  =  0,     ,  =  ,,     l'équa- 

.'/'(•î'  -(-!/)  +  -r'  -^  2x1/  -f-  '2)/^  =  0  ; 


«-//  -h  1  =  0, 


y  -1-  "'  =  0, 


et  donnent 


.'/  = 


qui  sont  deux  équaliuns  i)aramélriques  rationnelles  de  la  courbe 

cont'e'  radars"."""'?"'  '^"T''  ''''  '''""'"  '''  '''   ''   ^'^'  ^'^'«-^  '^^  P-"'^  ^e  ren- 
contre imag.na.res.  La  courbe  est  dès  lors  aisée  à  tracer.  En  faisant  varier  u,  on  l'obtiendrait  encore 

plus  vite  et  l'on  verrait  en  outre  sans  peine  que 
pour  u  =  ~l,  y  est  maximum,  et  qu'il  est 
minimum  pour  u  =  i  ;  les  points  correspon- 
dants sont  x~0,  v  =  -  I  et  a'  =  _  4 
y  =  3. 

L'aire  à  évaluer  est  l'aire  curviligne  EBD  ; 
c'est  la  différence  entre  les  deux  trapèzes  FGBE 
et    FGBD.    Elle  a  donc  puur  valeur 

A  =    /^      x'  —  xjdy, 

en  appelant  .,'  et  x'  les  deux  racines  de 
l'équation  du  second  degré  en  x.  Si  nous  pre- 
nons pour  origine  le  point  double  C,  l'expres- 
sion deviendra 


=  y,     ^•'■"  ~  ■^')'^'J^ 
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pt,  comme    y  _  x'  =  y^ifi  _  i, 

r^'- 

L'intégrale  indéliiiie  est  immédiate,  c'est     —i^y^  —  ^f; 

donc  ^  ^  ~(  -Y'  -  1 

3  \  4  /  8  ■ 

On  poun-ait  tout  aus.  bien  employer  au  calcul  de  Taire  les  expressions  de  .  et  de  ,  en  fonctiou 
'^;^""^°^^"'  ''  =  '■'  '■--'^^)-na  .=  •  ,,  _,^  .est  le  paramètre  du  pointe 
et  -  le  paramètre  du  point  D  ;  l'aire  A  est  donc  égale  à 

/j^  xdy, 
oii  X  et  dy  sont  exprimés  en  fonciion  de    u. 

H.nar<,ues  diverses.  -Si  u=  r,  la  droite  D  reste  fixe,  tant  que  u  et  o  sont  différents  de  +  I  • 
elle  comc.de  avec  a  II  n'y  a  une  infinité  de  droites  D  que  pour  .  -  .  -  ^^^^  '  "'Z'^'''  ''^  7'  ■ 
et  .s'obtiennent  encore  en  prenant  le  point  M  dans  le  plan  0,,  ou  da~  le~pla"n  li,  '  ^^'^""  ''  " 

11  était  évident  que  la  cubique  à  construire  admet  pour  point  double  le  noini  r    .        ■     .  , 
de  rencontre  de  la  droite  A.  avec  le  plan  des  xy.  ^  '  '^'"  ' '''  ^'  P°'°' 

En  écrivant  léquation  de  la  cubique  sous  la  forme 

^■^'  -+-  yXy'  +  a-  —  î/  -  1  ,n- 1  =  0, 

on  aperçoit  de  suite  une  séparation  en  régions  et  aussi  le  fait  que  la  parabole 
est  une  parabole  asymptote.  y    -h  x  ~  y  —     =  0 

coupons  la  droite  pa,-  le  plan  .  =  l 'J  r  no::':btn^TTi^-!:  'T^:  "^^f^^^  ^"  ^^'f^^-  ^^  eftet, 
couple  de  valeurs  de  «  et  .  correspond  un  point  a.  parfaitement  déte;m.ne~dans  le  ln"'°"'  ?  ''"'"  '""' 
proquement  En  outre,  ce  plan  coupe  les  droites  fixes  a,  et  A,  aux  po^nU  ''J'I^  _P''"  1=  "  '•_  «'  réci- 
r  Z  '■  ,  ■'  7  T  ^'.,  '  r  ~.  '  '  ^  "''  P°'°^^^  =■«  "^^  ^'  correspondent  les  couples  u  =  1'  l-  1  '  f  ~  ~  '  f 
t--l,     l^^  droite  A,  qui  passe  aux  points  a„  et  =c,  est  tout  entière  dans  le  plan     -  -  IT  =^  ~ '' 

Alors,  s.  nous  nous  donnons  .  et  .,  nous  nous  donnons  un  point  .  du  plan    "-  -       V      e 
Il  passe  une  et  une  seule  droite,  en  général,  qui  s'appuie  sur   A,  ei  x  •    .,,     h  ".  ~  ~  P*'"  "^  ?<""' 

elle-même.  Si  a  est  en  a,  ou  ..,  ,es°  droite %,  s'ï  uient  su  ^'aX    en\'un  Z  "'  ^'f  '^  '""^  ^ 

se  maniteste  par  la  coïncidence  des  plans  qui  définissent  la  droite  de  la  con™.ence  C  Ïu'an'  ,'r  ''  ''  '"' 
du.tdans  la  congrueqce  des  droites  exceptionnelles  qui  n'en   font  pas  vrainïpn.  n     r  ''°«'-^"q"«  '"tro- 

droiles  de  ces  deux  plans  exceptionnels  Q„  et  Q,.  '^      ^^aIment  partie;  ce  sont  toutes  les 

Il  serait  facile  maintenant  de  développer  ces  considérations. 

Bonnes  solutions:  MM.  Pélissier,  à  Toulouse  ;  E.  Ald.bbrt,  Ivcée  de  Mirseillf 
Assez  bonnes  solutions:  .MM.  H.  Janois,  à  N.nntes  ;  G.  Bresse!  Vviclx'raplet 


1525.  -   Un  système  rigide  est  formé  d-i.n  barreau  prismaùr^ue  d'acier  B  non  aimanté   d'u.  -.   / 
tT!   ;'^'««-on...ee«.../„o«  .«,„..,.,   .OE;    DE    est  normale  aux  :::::!; ^^T^e 
sphère   dont  la  masse  est     grammes,  est  percée  diamétralement  par  la  tige   DE  (,„e  nous  supposerons  in 
niment  mmce)  et  ghs^p  à  frottement  dur  sur  ellr.  "/jposeions  m/i- 
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;      rl'nnnt,  P  et  veul  osciller,  comme  tu,  fléau  de  balance,  autour  de  l'arête  0 

■ ...  „„,,,.    ™  _  20,  21,  ti,  2o,  30  centimètres. 

'  On  étudrera  l'allure  de  ta  courbe  T  =  fi^)  ;  T  ,asse  ^■-■^--^''';-'- ^ '";77;. 
On  calculera  les  valeurs  T.,  x„,  corr../.o«d.«t  «  ce  muv<m«m.  On  prendra  980  (cm.,  ..c.) 
pour  intensité  de  la  pesanteur  au  Ueu  de  l'expérience 

Seconde  partie.  -  On  aimante  le  barreau  suivant  sa  largeur  BB  ,  son  moment 
maonétique  elt  maintenant  500  C.  G.  S.  On  crée  dans  le  plan  du  tableau  un  champ  magne- 
Z^lnrforme  de  2  C.  G.  S.  représenté  par  le  vecteur  H  faisant  l'angle  a  avec  la  verti- 
cale   On  place  le  centre  S  de  la  sphère  à  25  centimètres  de  Vareie   0  ^ 

1»  A  chaque  valeur  de  a  correspond  pour  le  fléau  une  positœn  d'equiUbre  quon  peut 
définir  par  la  position  S'  du  point  S  sur  la  circonférence  .</  décentre  G  et  de  rayon 
7cm.Onétudieralespositionsde  S  en  fonction  de  a  et  on  calculera  approximativement 

''  Z'Z:::!Z:  ^ir;:   ^l^^rée  .oscmation  du  système  est  modifiée  au  maximum.  On  déter- 
minela  ces  posUions  et  on  calculera  les  durées  d:oscmation  -•'■7;;'^-;-      ^^.  ^,  ^,^    ^     ^,,     ,,/,,,,  ,,, 

3"  On  étudiera  d'une  manière  générale  la  lo>  de  variation  de   T    en  fonction  de     ,  p    l 

approximations  légitimées  par  les  calculs  précédents. 

Première  partie.  -  La  durée  dune  oscillation  esl  donnée  par  la  formule  connue 


V    Mag 


dans  laquelle    L   représen.e  le  ,»om.n.  d'inerUe  du  .ysléme  e.  M.   le  ,„ome.v  de  I.  n,a,«  l.lale  p.,- 

'■"■"soir  rr„'om»''d°Lrlie  de  la  sphère  p.,-  «ppor.  »  u-  axe  passan.  pa,  son  ce„.,e,  r  le  n.omen. 
d-lne";:  l  ;s.e„.e  ,0™.  pa.  le  ...ea„  e.  ,e  coule»  p.^appo.  »  .'.^e  -  suspe„s.„„.     e  .  .  uj 
d'.nerlie  lolal  par  rapport  à  l'axe  de  suspension  sera    1  +1  -+-5x  .     U  ,  poui 
d'inertie  total  vaut  3  000,  d'où     I'  +  I"  =  1000    et,  d'une  manière  générale, 

I  =  1000  +  o.r^ 
D'autre  part   pour    .  =  20,     le  centre  de  gravité  du  système  total  est  en    0.    Donc  le  centre  de 
g  j;      s,!:téme  formé  par  le  barreau  et  le  couteau  est  au-dessus  du  point  0  à-ej^'^J"—  /«J 
que,    M'  désignant  la  masse  de  ce  système  partiel,  on  ait,  en  valeur  absolue,     M  a  -  100. 
position  quelconque  de  la  sphère,  on  aura  donc 

Mf,  =  oj  -  100. 

En  portant  ce.s  val.'urs  dans  l'.'KprPSsion  de  T,  on  a 


(  j  —  20)  X  980 

et  le  calcul  donne,  pour    j-  =  20,  T  =  » , 

_  21  —  28«'=,541, 
Q-2,  —  I*'^"=,850, 

_  2g'  _    l9ec,289, 

_  ijo'  _    i^(!c^or>3. 

Lo.squo    X    varie,    T  varie   dans  le    n.ènie    sens   que    la    longueur  du   pendule,  représentée   par 
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200- 


20 


expression  dont  la  dérivée 


/'  = 


a'  —  40i-  —  200 


(X  — 20)^ 

admet  une  racino  positive  .r„,  —  44,5. 

Tant  que  l'on  a     x  <i  x„,     T  décroît  ;  pour    x  =  44, o.     T  passe  par  la  valeur  minimum 

T„  =  05ec,947, 
puis  T  croit  au-delà  de  toute  limite. 

Avec  les  nombres  ci-dessus,  il  est  facile  de  tracer  une  courbe  montrant  l'allure  de  la  variation  de  T. 

Secotide  partie.  —  1°  Considérons  une  position  du  système  dans  laquelle  la  tige  DE  fait  avec  la 
verticale  un  angle  0  et  convenons  de  compter  a  et  0  positivement  dans  le  sens  de  rotation  des  aiguilles 
d'une  montre.  Le  moment  du  couple  magnétique  sollicitant  le  barreau  est  1000cos(a — ft)  et  le 
moment  du  poids  du  système  est    —  (125  —  100)f/  sinO.     Le  système  est  en  équilibre  si  l'on  a 

1 000  cos  fx  —  9)  =  25j  sin  6, 


d'où  l'on  tire 


Pour 


tgO 

0,     tg  0  -. 


et 


rftgO 


1  —  24,5  sin  a 

(24,5— sin  a;- 


1 

24,5 


et  prend  alors 


24,5  —  sin  a 

1 
24,0  ■ 

Si  a  augmenle,  (g  6  croit  d'abord  légèrement  jusqu'à  ce  qu'on  ait    sin  a 

la  valeur  maximum        ^  —  ■ 

V/24,o'— 1 

Puis  0  diminue,  s'annule  pour     =<  = -^    et  devient  négatif . 

1 

Quand,  x  s  approchant  de  -,  sin  a  repasse  parla  valeur  -^    „  ,    tgô  passe  par  un  minimum  égal, 

en  valeur  absolue,  au  maximum. 

Enfin,  pour    a  =  t.,    tgO  prend  une  valeur  égale  et  de  signe  contraire  à  sa  valeur  initiale. 

Faisons  varier  maintenant    ï    de  0  à      — --.    tgfi 

(iiniimip  p.nnctnmmpnt      rlpvipnr      nul     nnnr        -»   — 


diminue  constamment,   devient    nul  pour      a 


prend  des  valeurs  négatives  et,  pour    a  =  — -,     devient 

1 

égal  à    —  24,3  ■ 

La  courbe  résultant   de  cette  discussion  présente 
l'allure  indiquée  parla  figure. 

Pour  calculer  les  arcs  SS',  nous  pouvons  assimiler  les  angles  0  à  leurs  tangentes,  de  sorte  que  les 
y  correspondant  aux  positions  d'équilibre  extrêmes  sont  donnés  par 


y  =:±25X-^ 


—  ±  lcni^02. 


\/24,o'—  1 

2°  Considérons  l'oscillation  du  système.  Le  moment  d'inertie  a  pour  valeur,  d'après  l'expression 
calculée  plus  haut,  10004-5x25"  =  4125.  Si  nous  considérons  d'autre  part  les  moments  des  forces 
agissant  sur  le  système,  on  a  pour  équation  du  mouvement 

4 125  -T-  ■=  1 000  cos  (x  —  0)  —  2oo  sin  0 
dl-  ^ 
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33 -r-  =  8cos(ï 

df-  ^ 


6)  — IQesinO. 


Celte  équation  conduit  à  l'expression  suivante  de  la  durée  d'oscillation 

-v33 


T  = 


2V2  4U5  — 196  sin  x 
Les  valeurs  extrêmes  correspondent  é\idemment  à     s  =  d 


pour 


le  calcul  donne 


Tm  =  l*es316. 


T,„  =  ls«,263. 


Dans  le  premier  cas,  on  voit  aisément  que  le  couple  magnétique,  pendant  l'écart  du  pendule,  tend 

à  augmenter  cet  écart  et  la  durée  d'oscillation  est  plus 
grande  que  si  ce  couple  n'existait  pas  ;  dans  le  second 
cas,  le  couple  magnétique  tend  à  ramener  le  pendule  et 
la  durée  d'oscillation  est  moindre.  La  moyenne  entre  ces 
valeurs  extrêmes  est  d'ailleurs  égale  à  la  durée  d'oscil- 
lation, lss'=,289,  trouvée  pour  le  système  non  aimanté. 
3°  Si  a  croit  à  partir  de  0,    T  augmente,  passe  par 

savaleur  maximum  pour   a  =  —    et  revient  à  sa  valeur 

initiale  pour    a  =  -.     Si  a  passe  par  des  valeurs  négatives  à  partir  de  0,  T  diminue,  passe  par  sa 

valeur  minimum  pour     a  =  — -^    et  revient  à  sa  valeur  initiale  pour     i  =  — -.     L'amplitude  de  la 

variation  est  un  peu  plus  grande  pour  les  valeurs  positives  que  pour  les  valeurs  négatives,  et  si  Ton 

calcule  les  valeurs  de  a  qui  donnent  la  même  durée  d'oscillation  que  pour  le  système  non  aimanté,  on 

1 
trouve     sinï  =  — —  ■ 
49 


Cette  allure  est  représentée  par  la  courbe  ci-jointe. 


E.  AUDIBERT,  lycée  de  Marseille. 
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CERTIFICAT  D'ÉTUDES  SUPÉRIEURES  {Re7ines,  S  novembre  1906.] 
Mathématiques  générales. 

Epreu vc  thtoriq ue . 
I.  —  1590.  Un  donne  l'équation  différentielle 

dx-         a    dx        \a-         h-  ] 
où  a  et  6  désignent  deux  constantes  positives, 
t"  Trouver  une  solution    i/  =  f(x)    de  celte  équation,  telle  que,  pour    a-  =  0,    on  ait 

,  =  .  et  4^  =  0. 

2»  Construire  la  courbe  qui  représenle  la  variation  de  la  fonction    ;/  =  t\x)    ainsi  déterminée,  en  supposant 
que  .«  croisse  de  0  à    -H». 
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Calculeriez  ordonnées  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  et  les  valeurs  du  rayon  de  courbure  en 
ces  mêmes  points. 

II.  —  1591.  Trouver  l'intégrale  générale  do  l'équation  ditî'érentielle 
d^ii         i    du         1  i        ..£ 

dx'-        a    dx        a- 
a  et  c  désignant  deux  constantes  positives. 
Examiner  le  cas  particulier  où    c  =  zt  a. 

Epreuve  pratique. 
On  considère  l'enveloppe  de  la  droite  définie  par  l'équation 

X  sin  a  —  y  COS  a  =:  2  a  sin  a  +  2  cos  a, 
a  désignant  un  paramètre  variable. 

Trouver  :  1°  les  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  en  l'onction  du  paramètre  i  ; 
2°  la  longueur  d'arc  compté  à  partir  du  point  correspondant  à  a  =  0  ; 
30  l'expression  du  rayon  de  courbure. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1&92.  —  On  suppose  qu'un  corps  solide  qui  pourrait  tourner  autour  d'un  axe  fixe  A  et  glisser  le  long  de 
cet  axe  sans  frottement,  reste  en  équilibre  sous  l'action  d'un  système  de  forces  (S)  qu'on  laissera  d'abord  fixes 
et  d'une  force  variable  F  appliquée  au  point  fixe  P. 

1'  Trouver  le  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  représentant  la  force  F. 

20  Montrer  que  le  lieu  i:  de  l'axe  central  du  système  de  forces  (S,  F)  est  un  cylindroïde,  c'est-à-dire  une 
surface  dont  l'équation  peut,  en  coordonnées  rectangulaires,  se  ramener  à  la  forme 

ex-  H-  1/^)  —  hxtj  =  0. 

30  Montrer  que  le  lieu  de  l'extrémité  du  moment  résultant  du  système  de  forces  (S,  F)  par  rapport  à  son 
axe  cent)-al,  en  supposant  l'origine  de  ce  vecteur  placée  sur  l'axe  A,  est  une  ellipse  C. 

4j  On  laisse  fixes  l'axe  A  et  le  point  P,  mais  on  fait  varier  le  système  de  forces  (S;  de  manière  que  le 
cylindroïde  1  ne  change  pas.  Dans  ces  conditions,  l'ellipse  C  varie.  On  demande  le  lit-u  de  son  centre,  de  ses 
axes,  de  ses  sommets,  de  ses  fovers. 

Th.  I,. 

1593.  —  Ln  paraboloïde  hyperbolique  a  un  plan  directeur  horizontal  ;  il  admet  comme  génératrices  deux 
frontales  AA',  BB'. 

AA'  a  pour  éloignement  2'"  et  sa  projection  verticale  passe  par  le  point  de  cote  10'^°'  du  grand  axe  de  la 
feuille  et  par  le  point  de  la  ligne  de  terre  situé  à  lOc'»  à  droite  du  grand  axe. 

BB'  a  pour  éloignement  lOc"  etsa  projection  verticale  est  symétrique  de  celle  de  AA'  par  rapport  au  grand 
axe  de  la  feuille. 

Un  ellipsoïde  de  révolution  a  pour  axe  de  révolution  BB'  ;  le  petit  a.\e  de  la  méridienne  dirigé  suivant 
BB',  a  pour  longueur  S»;";  son  grand  axe  a  pour  longueur  8v'3  et  le  centre  est  le  point  de  cote  lU*:". 

Représenter  le  solide  commun  aux  deux  corps  en  supposant  que  le  point  le  plus  haut  de  l'ellipsoïde  est 
intérieur  au  paraboloïde. 

iVofa.  —  On  indiquera  les  construclions  faites  pour  obtenir  :  1»  le  contour  apparent  horizontal  de  l'ellipsoïde  ;  2"  un 
point  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point  ;  3°  les  points  sur  les  contours  apparents  ;  4°  les  points  doubles  en  projec- 
tion. 

Une  notice  explicative  .justifiera  ces  constructions. 

[Agrégation  de  mathimatiques,  1906.  —  Epreuves  pratiques.) 

♦ 

DEUXIÈME    PARTIE 


ALGEBRE 


1552.  —  Trouver  la  condition  pour  qu'une  équation  du  troisième  degré, 

ax^  -t-  bx-  +  ex  -i-  d  =  0, 
devienne  réciproque  avec  la  racine  1  quand  on  y  fait     x  ^^  ij  -r  h,     h  étant  une  certaine  constante  indéter 
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minée.  Trouver  la  relation  qui  existe  alors  entre  les  racines  de  Féquation  du  troisième  degré  et  résoudre  celle 
équation. 

Appliquer  à  2x'  —  ISx^  -+-  27j  —  18  =  0. 

L'énoncé  de  ce  problème  renfermait  une  erreur  d'impression,  qui  a  empêché  nos  nombreux  corres- 
pondants de  trouver  une  solution  de  la  question.  11  faut  changer  le  signe  du  troisième  coefficient  de 
Toquation  numérique  indiquée  pour  que  la  méthode  s'applique  avec  succès  à  celle  équation  numérique. 
Il  est  facile  alors  d'indiquer  une  solution  de  la  question  et,  avec  l'exercice  indiqué,  de  mettre  la 
méthode  en  relief. 

Remplaçons  dans  l'équation  donnée  x  par    y  +  h;    nous  aurons 

a,f-\-  (3ah  -h  b)y^ -+-  (Zah-  +  2èA  -h  c)y  -i-ah^  -^  bh-  -h  ch  -\-  d  =  0 . 
Cette  équation  nouvelle  doit  être  réciproque  et  admettre  la  racine  1  ;  il  faut  donc  que  les  coefticients 
équidislanls  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  signes  contraires,  ce  qui  donne  les  deux  équations  en  /(, 

ah''  H-  èA-  -t-  c/i  -1-  a  -H  rf  =  0,  'iah-  h-  (3a  +  24)/i  +  è  -f-  c  =  0. 

Entre  ces  équations,  on  élimine   h   et  on  obtient  ainsi  la  condition  demandée. 

Or  ce  calcul  se  fait  aisément  en  multipliant  la  première  équation  par  3,  la  seconde  par  h,  et  en 
retranchant  ;  on  obtient  ainsi  une  deuxième  équation  du  second  degré  en  h  et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer 
cette  inconnue  entre  les  deux  équations  que  voici; 

3ah"- -h (.3a -h  2i)/i -H 6  -r- c  =  0,  (6  —  3a)h- -!- (2c  —  b}h  +-i[a-hd)-0. 

De  là,  nous  tirons 

li^ h 1 

'3(â+rf)(3a  +  2è)— (6-+-c)(2c— 6)   ~    (6  + c)(6-3n)  — 9a(a-t-rf)  ~    3a(2c  — 6)  -  (3a4-26)(6— 3a)  " 

Ce  calcul  nous  donne  h  et  h-  et,  par  suite,  immédiatement,  en  égalant  à   h^  le  carré  de  h, 
[9a(a  -H  rf)—  (6  +  c)(b  -  3a)j- 

—  [3(0  +  d)(3a  -(-  26)  —  (6  -4-  c)(2c  —  i)][3a(2c  —  è)  —  (3a -+-  26)(6—  3a)]  =  0. 

Telle  est  la  condition  demandée.  Quant  à  la  valeur  de  h,  elle  est  fournie  par  l'égalité  des  deux  der- 
niers rapports. 

On  pourrait  trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  racines  de  l'équation  cubique  en  se  servant 
de  la  condition  précédente  et  des  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  et  les  racines;  mais  ce  pro- 
cédé est  beaucoup  trop  compliqué,  et  il  vaut  mieux  suivre  une  autre  méthode. 

1 

Soient  a,  ?,  y  les  racines  de  l'équation  cubique,  y,  — et  1  les  trois  racines  de  la  nouvelle  équation; 

nous  avons 

1 

a  =  v+/i,  ^  —  ^-\-h,  Y  = h  h, 

y 

et,  par  suite,  en  éliminant  y  et  /(, 

(a_^-hl)(Y— P-+-1)  =  1  ou  £^  — ^(a-^v  +  2)-h(a-Hn(ï-Hl)— 1  =  0. 

Celte  relation  conduirait  à  une  relation  entre  les  coefficients  de  l'équation,  en  y  joignant  les  deux 
relations  qu'on  obtient  en  faisant  jouer  successivement  à  a  et  à  •[  le  même  rôle  qu'à  p,  puis  faisant  le 
produit  des  trois,  on  aurait  ainsi  une  relation  symétrique  entre  a,  |3,  v  et  il  n'y  aurait  plus  qu'à  la  calcu- 
ler en  fonction  des  coefticients  de  l'équation  cubique. 

On  peut  encore  procéder  autrement:  la  relation  que  nous  avons  trouvée  s'écrit 
«  _  23  —  Sap  +  iav  -H  Va  —  ^  =  0, 
OU 

c         h         2d 

Ti^  _  ;{3 =0. 

'^        a         II         a3 

Alors  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  ^  entre  cette  équation  et  l'équation  donnée 
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Appliquons  à  l'exemple  ±v^—  13a;- -l-  272-—  18  =  0. 

Les  deux  équations  en  h  sont    6/i-  —  20/j  -t-  li  =  0,     idh^  —  Glh  -h  -48  =  0  ; 
il  est  visible  qu'elles  ont  1  pour  racine  commune. 

Alors,  en  posant    x  =  y  -h  l,    on  a  une  équation  réciproque  en  i/  que  l'on  sait  résoudre, 

2y3_7y2-+-7y_2  =  0. 

Les  racines  sont  1,  2  et  —  •  Celles  de  l'équation  en  x  sont  donc  2,  3  et  —-• 
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1547.  —  On  considère  une  parabole     y-  —  '2px  =  0     et  un  point  A(ot,  p)  de  son  plan. 

1°  Trouver  la  seconde  parabole  qui  passe  par  les  points  de  rencontre  de  la  parabole  donnée  aoec  le  cercle 
de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  A,  et  le  lieu  de  ce  point  quand  cette  nouvelle  parabole  est  tangente 
à  une  tangente  à  la  première  qui  a  pour  coefficient  angulaire   m  ; 

2°  Dans  les  mêmes  conditions,  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  deux  autres  tangentes  convnunes 
aux  deux  paraboles  ; 

3°  Déterminer  les  cordes  des  contacts  relatives  à  ces  tangentes  pour  les  deux  paraboles  et  le  lieu  de  leur 
point  de  rencontre  quand  le  point  A   varie  de  la  façon  indiquée. 

1 .  Le  cercle  de  rayon  nul  ayant  son  centre  au  point  («,  f-i  a  pour  équation  {x  —  »)-  -(-  (y  —  ^)-  =  0  ; 
en  y  remplaçant  g"-  par  Ipx,  nous  obtenons  une  parabole  qui  passe  aux  quatre  points  de  rencontre  des 
deux  lignes  ;  c'est  la  parabole  demandée 

X-  —  2(a  —  jo)x  —  2pî/  +  a-  -t-  §-^  =  0. 

Nous  voyons  de  suite  qu'elle  a  son  axe  perpendiculaire  à  celui  de  la  première  parabole,  résultat 
attendu,  puisque,  lorsque  dans  un  faisceau  linéaire  de  coniques,  il  y  a  un  cercle,  les  axes  de  ces  coniques 
sont  parallèles. 

La  tangente  à  la  première  parabole,  de  coeHicient  angulaire  7n,  a  pour  équation 

V 

g  =  mx-+-  - — 

elle  rencontre  la  seconde  en  deux  points  dont  les  abscisses  sont  racines  de  l'équation 

X-  —  2^2  +  &m  —  p}x  +  a^  4-  fi'^  —  -LE.  —  0, 

et  nous  exprimerons  qu'elle  est  tangente  à  cette  parabole  en  écrivant  qu'il  y  a  deux  racines  confondues, 

P? 
ce  qui  nous  donne  (a+^m — p)" — a^ — fi-'-i =0. 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre    a   et  ?;    tel  est  le  lieu  du  point   A.    Ce  lieu  se  décompose  en 

p 
deux  droites  pm — p  =  0  ou  y  =  — > 


"àmx  —  pm 


2a-i-3m  —  p =0  ou  y  —  - — i T 

La  première  est  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point  de  contact  de  la  parabole  et  de  la  tangente 
fixes  ;  la  seconde  est  la  droite  qui  joint  le  foyer  à  ce  point  de  contact. 

2.  La  relation  trouvée  entre   a,  p  et  m   donne  les  coeflicients  angulaires  des  tangentes  communes 
aux  deux  paraboles:  il  suffit  d'y  remplacer  m  par  jji.    Si  ensuite,  nous  retrancbons  de  cette  nouvelle 


l'J8  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


équation  celle  que  nous  avions  déjà,  et  qui  exprime  que  m  est  racine,  nous  avons 


divisons  par    ;ji  —  m     et  par  ^,  nous  avons  finalement 

S»?! (i.{ [i. -+- m)  +2(a  —  7')'«K  —  P  =  0  ; 
c'est  l'équation  qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  deux  autres  tangentes  communes.  D'autre  part, 
si  nous  appelons   (x,  y)  le  point  de  concours  de  ces  deux  droites,  l'équation  qui  donne   ji   est 

P 

ou  Sfjt'j;  —  2jiij^p  =  Q; 

nous  avons  donc,  en  identifiant, 

2j:  =  —  ^m,  2ij  =  ^m-  +  2m(%  —  p). 

Quand  le  point  (a,  P;  se  meut  sur  la  parallèle  à  l'axe,     p»t  =  p,    et  le  lieu  du  nouveau  point  est  la 
directrice  de  la  parabole,  ^x=  —  p. 

Quand  le  point  (ï,  ^)  so  meut  sur  la  seconde  droite,  il  faut  éliminer  a  et   ji  entre  les  trois  équa- 
tions et  l'on  a  2x- +  2my  +  pm-  =  0  : 
le  lieu  est  une  droite  perpendiculaire  à  la  tangente  fixe  et  qui  la  rencontre  sur  la  directrice. 

3.  Pour  traiter  la  dernière  partie,  il  vaut  mieux  prendre  pour  paramètres  variables  les  coordonnées 

du  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  communes.  Appelons-les  a  et  b,   les  nombres  a  et  ^  auront 

,                                               „              2a                                  b-+-  ma 
pour  valeurs  ^= ,  a  =  pH > 


et  l'équation  de  la  seconde  parabole  deviendra 

h-hma  ia  in-         (/> -h  ma  —  jun)- 

X-  —i X  -i 1/  H H :; — =  0 . 

m  m  m-  m- 

Cela  posé,  les  cordes  de  contact  des  deux  paraboles  sont  les  polaires  du  point  (a,  b)  par  rapport 
aux  deux  paraboles  ;  elles  ont  donc  pour  équations 

by  —  px  —  pa  =  0, 
et  7n[iinj  —  bx)  -+-  abm  —  a'-m'  -+-  Aa-  4-  (6  -h  ma-\~pmy  —  0. 

Nous  aurons  les  deux  lieux  en  faisant  parcourir  au  point  (a,  b)  successivement  les  deux  droites 
(ju'il  décrit. 

Prenons  d  abord  la  directrice;  alors     a  = ^    et  6  est  arbilraire  :  l'élimination  est  immédiate, 

il  n'y  a  qu'à  tirer  //  di!  la  première  et  porter  dans  la  seconde,  après  avoir  remplacé  n  par ■    Ceci 

donne     b  —  —  Ix ^  |,     et  la  seconde  polaire  fournit  le  lieu  : 

Ce  lieu  se  décompose  en  une  droite  et  un  cercle  de  ravon  nul;  la  droite,     ii  —  —,     (lui   est  le 

tu 

vrai  lieu,  est  justement  celle  qui  passe  au  point  de  contact  de  la  parabole  donnée  avec  la  tangente  fixe. 

Supposons  maintenant  (|ue  le  point  (a,  b)  décrive  la  seconde  droite,  c'est-à-dire  que  it  et  b  véri- 
fient la  relation  2((  +  2m6  -hpm^  =  0. 

Nous  aurons  alors  le  lieu  en  éliminant  a  et  b  entre  cette  équation  et  celles  des  deux  i)olaircs.  Cela 
nous  fait  deux  équations  linéaires  en  a  et  /;,  et  une,  du  second  degré.  Les  deux  équations  linéaires  nous 
donnent  de  suite  a  cl  b  : 

7(1// -t- 2a.'  ,  "ix — pm- 

a  =  —  pni  - — : -,  b  —  p — -■> 

-{y  -t-  mpj  '^  2(!/  +  mp) 
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et  il  n'y  a  plus  qu'à  porter  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  seconde  polaire  pour  avoir  le  lieu  demandé. 

L'équation  se  simplilie  beaucoup  en  portant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  pôle  de  la  droite 

2x  -t-  2ni;/  -t-  pm-  =  0, 

pm-  _ 

c  est-à-dire  au  point  x  =  — —^  y  —  —pm  , 

{'Ix-irmy)  _      x 

alors  a  et  6  deviennent  a  =  —  pm ^- »  P~^' 

et  l'équation  du  lieu,  2nV-y\ix^my)-^mx'-y  ^^p'x-^myY -^pm'xîix^my]  =  0. 

Cette  courbe  est  une  cubique  ayant  un  point  double  à  la  nouvelle  origine  et  dont  l'une  des  direc- 
tions asymplotiques  coïncide  avec  Ox. 

Bonne  solution  :  M.   Audibebt,  élève  au  lycée  de  Marseille. 
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1554.  -  On  donne  un  volant  dont  la  couronne  a  un  diamètre  extérieur  égal  à  5  mètres  et  un  diamètre 
itérieiir  égal  à  i  mètres.  La  sectim   m-ridienne,  abstraction  faite  du  moyeu  et  des  bras,  est  composée  de 
deux  ellipses  dont  le  grand  ar;,  parallèle  à  l'axe  de  rotation    0:,  a  une 
longueur  de  0™,7. 

Ce  volant  est    ani'mé    d'une    vitesse  de    120    tours  à  la  minute;  on 
demande  : 

1°  Sa  masse,  en  le  supposant  composé  de  fonte  de  densité  égale  à  7,3; 
2°  Son  moment  d'inertie  p  ir  rapport  à   0:  et  son  rayon  de  gyration 
par  rapport  d  un  axe  parallèle  à  0:  et  tangent  à  la  surface  extérieure  de 
la  couronne  ; 

3"  L".  nombre  de  kilogrammctres  emmagasinés  cinétiquement  ; 

4°  La  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  l'hgpothése  d'un  arrêt  brusque,  la  température  /inale  du  volant 
au-dessus  de  l'ambiance  dans  cet  arrêt,  en  supposant  quela  chaleur  spécifique  de  la  fonte  soit  0,1138; 

o»  En  supposant  que  ce  volant  doive  fournir  brusquement  30  000  kilo  gramme  très  en  une  seconde,  dire 
quelle  sera  la  diminution  7'elative  de  sa  vitesse  angulaire. 

i"  Soit  C  le  centre  de  l'ellipse  méridienne  A3.    Posons    OC  =  /,     C\  =  a,     CB  =  b    et  dési- 
gnons par  0  la  masse  spécifique. 

La  surface  de  l'ellipse  est  -ib  et  le  théorème      de  Guldiu   donne  pour  le  volume   eng.endré 
Tzabx'ÎT.l  ;    la  masse  est  donc  m  ;=  2--ablo. 

D'après  les  données,  et  en  exprimant  les  longueurs  en  centimètres,  on  a     a  =  25,  6  =  33,  /  =  223. 
Le  calcul  donne  m  =  28  370  000  =  28t"°°«^  37 . 

2°  L'énergie  cinétique  du  volant  a  pour  expression,  si  on  désigne  par  w  la  vitesse  angulaire  et  par 

1 

1  le  moment  d  inertie,  W=  — w-I. 

Calculons  I.  Un  élément  de  volume  compris   entre   deux  cylindres   d'axe  0:    et  de  rayons    x  et 
x  +  dx     a  pour  expression     'izdxX'ir.x  ;     son  moment  d'inertie  est 

rfl  =  i-ozx^dx,  d'où  1  =  4-î  /       zx'dx. 

(x-l,'        z' 
Or,  de  l'équation  de  l'ellipse,  7, — ■"•"TT  ~  '' 

h    

on  lire  z  —  ~<,a-  —  (x-— /)'. 
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=  i-o  —   /       ^ia-  —  {x  —  lf 

d    J  l—a 


Substituons,  il  vient  I  =  4zo  —   /       v'^-  —  (x  —  Ifx^dx 

d    J  l—a 

Pour  intégrer,  posons  a:  —  /  =  «  sin  o, 

d'où  a"-  —  {x  —  ïf  =  Cl'  CCS-  o,  x  =  l  -i-a  sin  o,  dx  =  a  cos  orfa. 

Il  vient,  après  développement, 

I  =  4-8a6  I  "J[P  M-3a/-sin=.-+-(3a-/-P)sin!>-t-(a=— 3ai-)sin'9  — 3aî/sin'9— a'sia'  ojdv. 


On  voit  facilement  que  les  intégrales,  entre  — -   et  -f-  — ,    des  puissances  impaires  de  sin  o  sont 

nulles.  On  calcule  les  autres  en  introduisant  l'angle  double  et  on  trouve 

3    ,>  /.,        3 


[  =  •'2--ahlo(l-^-f-a-  \  =  mll--{ a- ), 


I  =  1,43x10'-. 
Lorsqu'on  passe  d'un  axe  passant  par  le  centre  de  gravité  à  un  axe  parallèle,  le  moment  d'inertie 
augmente  du  produit  de  la  misse  par  le  carré  de  la  distance  des  axes.  On  a  donc,  en  désignant  par  /.■ 
le  rayon  de  gyration  cherché, 

mk'  =  mil--h—a-\-i-m{l-^a)\  ^-^  =  2/^  +  2a/  +  — a-',  k  =  231<^'^. 

3"  Si,  dans  l'expression  de  W,  nous  remplaçons  1  par  la  valeur  trouvée  ci-dessus  et  <m  par  la 
valeur  4-  qui  résulte  des  données,  nous  aurons  l'énergie  cinétique  en  unités  C.  G.  S.  Or  un  kilogram- 
métre  vaut    9,81  X 10'     unités  C.  G.  S.  Le  nombre  cherché  est  donc 

"=^x9.81xl0-"^'^^^^^"°- 
4°  Si  l'on  désigne  par  J  l'équivalent  mécanique  d'une  petite  calorie,  la  quantité  de  chaleur  7  équi- 
valente à  l'énergie  cinétique  du  volant  sera       q  =  ——  ■ 

Prenons  pour  J   la  valeur    4,18x10";     on  trouve     17  =  2,738  xlO^ 

La  variation  de  température  6  produite  par  cette  chaleur  dans  un  corps  de  masse  711  et  de  chaleur 
spéci6que  c  est  donnée  par  la  relation  q  =  mcO,  d'où  8  =  CjSiS. 

0»  Si  tu'  désigne  la  vitesse  angulaire  après  la  production  de  oOGOO  kiiogramraètres,  on  doit  avoir 

i  i»'n--  0)21  -50000x9,81  xio^ 

On  en  déduit  successivement    w^  —  («'•'  -  G,768,     10=12,294,     w  —  tu' =  0,27-2    et  enfin 

10  —  w' 

=  0,022. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  I'.  BuizAnc  ;  Jean  Labvse,  à  Montluçon.  Louis  BOISSlEll. 
♦ 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


1594.  —  Une  droite  C  glisse  sur  les  deux  droites  rectangulaires 

p  =  c,  (   -  =  -  c, 

(  X  =zO;  (  y  =  0. 

Le  segment  intercepté  sur  C  aune  longueur  coiisltinlc.  Étudier  la  surface  engendrée  par  C,  les  seclions 
pai'allcles  au  plan  des  xy  et  le  contour  apparent  sur  ce  plan.  Déterminer  les  points  doubles  cl  les  lignes 
u.symptotiques.  W.  .Mkru;ot,  à  Paris. 

1595.  —  Trouver  les  Irajcclolrcs  orthogonales  d'un  .système  de  cercles  tangents  à  deux  droites  rectan- 
gulaires. •  A.  D.\BMON. 
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REVUE   DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

PREMIÈRE   PARTIE 


SURFACES  REGLEES  DU  TROISIEME  ORDRE 
par  M.  Parrod. 


Nous  savons  que  ces  sui  faces  ont  une  droite  double   D   et  une  droite  simple   A  appe\ée  directrice. 
Prenons  pour  axe  des   z  la  droite  D,   pour  axe  des   7    une  parallèle  à   A   et  pour  axe  des   x  une 
droite  rencontrant  A  en  un  point  A. 

Soit   MN  une  génératrice,  posons     o\  =  (/,     oM  =  À     et     AN  =  jji. 

A  une  valeur  de   ^,    il  en  correspond  deux  pour   ;i.    et  à  une  valeur  de    a,    il  en  correspond  une 
pour  À  ; 

_    aijL-  H-èjjiH-  c 
donc  -  ay^b'iJ.^c'  ■ 

Choisissons  les  origines  0  et  A  de  X  et  ix  pour  simplifier  cette  relation. 
Si     a  =  0,     on  prendra     a  = 


u'-  —  h' 

Si     a'  =  0,     on  prendra     /,  =  — 


Il  peut  être  purement  imaginaire. 
Rappelons  que  si    a  =  a  =0     la  surface  est  un  hyperboloide  et  si     a  =  a  —  //  =  0,     la  surface 
est  un  paraboloïde. 

Conslruclion  de  (a  surface.  —  A  chaque  valeur  de   X    il  correspond  pour    ji   deux  valeurs    u'  et   ^", 

h 
dans  le  premier  cas,  on  a    ,a'[ji 

dans  le  deuxième  cas,  on  a    [xii" 


+  -0^'  +  ^" 

')+h^- 

=  0: 

)-+-/i^ 

=  0. 

"et 

.  dans 

l'aulrc 

Dans  la  première  surface    X  =  — - 

a.  -^  jjL  IV 

Donc  si,  sur  une  droite  A,  on  place  deux  divisions  en  invokilion  et  que  l'on  joigne  les  deux  points 
de  chaque  couple  à  un  point  M  d'une  droite  D  ne  rencontrant  pas  la  droite  A  et  tel  que  la  distance  à 
un  point  fixe  de  cette  droite  soit  inversement  proportionnelle  à  la  somme  algébrique  des  abscisses  des 
points  du  couple,  on  obtient  une  surface  du  troisième  ordre  et  di'  la  première  catégorie. 

Si  l'on  prend  cette  distance  proportionnelle  à  la  somme  des  abscisses  la  surface  sera  de  la  deuxième 
catégorie. 

Equations  des  surfaces.  —  Les  équations  d'une  génératrice   MN   sont 

X         ij         X  — ■  : 
d         ,a  X 

d'où  '  u=.^.  X  =  -^. 

.1-  (/  —  .r 
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SURFACES  UÉGLEtS  DU  TROISIÈME  ORDRE 


Les  équations  des  surfaces  sont  alors  de  la  forme 
dz       _    (ay  -+■  bx)x 


d  —  X 
dz 


if-  -  h-x- 


a'=£0, 
a'  =0, 


d  —  X         ("î/-!-  bx)x 
h-   peut  être  négatif. 

Le  cône  des  parallèles  aux  génératrices  menées  par  l'origine  est  dans  le  premier  cas  du  troisième 
ordre;  dans  l'autre,  il  est  du  second  ordre. 


Représentation  plane.  —  Posons 


et  résolvons,  il  vient  : 
posons  ensuite 
nous  aurons 


dz  =  ii'{a>j  -+-  bx), 
d  —  .r  =  ^  (i/  -+-  hx), 
i'x  =  a'(y  —  hx), 
dz 


h-x' 


a'(aff 


a/iï'- 


dz 


d 


=t'-t-?'(P'-t-2Aa') 


fi-  — /i-a-- 


a  '^  ba.-  -t-  aaS 

les  coefficients  sont  alors  réels  dans  tous  les  cas. 
Pour  la  deuxième  surface,  posons  de  même, 

[   d  —  a;  =  a'(a*/  +  f>x), 
<  dz  =  p'(j/  ■+■  hx), 

(         ?3:  =  A'J  —  'ix)' 
puis    a'  —  0.    et     p'-t-/ia'  =  ^;     nous  aurons 

.T   _    1/  dz  d 

a    ~     P    ~     p-  —  /(-a-    ~    ia'-H-rta3 -f- a 

Sections  planes.  —  Soit  le  plan     .Kx  -;-  By  —  Cc(:  ^-  Drf  =  0, 
on  a  Aa  -h  B?  +  C(ia'-  -i-  aaâj  +  D(i-  —  /i-a-  +  a)  =  0, 

ou  Aa-4-B.3+C(^2— /<V)  +  D(6a=-i-fliP+a)  =  0. 

o  et  ^  étant  coordonnées  cartésiennes,  ces  équations  sont  celles  de  coniques  passant  par  l'origine  et 
dont  les  directions  asymptotiqiies  forment  deux  faisceaux  en  involution,  m  et  m'  étant  leurs  coelli- 
cienls  angulaires  ;  dans  les  deux  cas 

mm  H (ï?i  -t-  m')  -\-  h-  =  0. 

Ces  coniques  sont  les  images  de  cubiques  planes  avant  un  iioint  double. 

Cas  de  décomposition.  —  L'une  des  droites  passera  par  l'origine  et  sera    3  —  mx;     l'autre  sera  de 
la  forme     p  =  j/i'n-O,    vi  et  m'  vériliant  la  relation  involutive,  et  6  sera  un  paramètre. 

A  S.  =  ma  correspond  une  génératrice  de  la  surface;  les  images  des  coniques  sections  par  les 
plans  tournants  autour  de  cette  génératrice  sont  jJ  =  m'a-)-0,  toutes  ces 
droites  images  sont  parallèle.^. 

Aux  deux  droites  doubles,  il  correspond  deux  plans  tangents  singuliers  ; 
ils  sont  tangents  tout  le  long  d'une  génératrice  et  contiennent  la  directrice  ; 
ils  correspondent  aux  valeurs  de  ;ji  pour  lesquelles  la  fonction  de  [x  est 
maximum  ou  minimum.  Ces  deux  plans  limitent  la  surface. 

A  toute  droite  du  plan  qui  ne  passe  pas  par  l'origine,  il  corrcs|)ond  sur 
la  surface  une  conique  ;  par  un  point  de  la  surface  il  passe  une  iulinité  de 
coniques;  par  deux  jjoinls  il  en  passe  une. 
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Les  points  à  l'inlini  de  la  surface  correspondent  aux  lignes 

;i'-  — A^a^  +  i  =  0,  ou  3(7/a-+- fl^-h  1)  =  0. 

Genre  des  coniques.  —  Soit  m  l'image  d'un  point  M.  On  sait  que  deux  courbes  passant  par  M  et 
tangentes  en  ce  point  ont  pour  images  deux  courbes  passant  par  m  et  tangentes  en  ce  point. 

Désignons  par  G  la  conique  ^-  —  /j'-a^  +  a  =  0.  Aux  droites  rencontrant  C  correspondent  des 
hyperboles;  à  celles  qui  ne  la  rencontrent  pas  il  correspond  des  ellipses  ;  aux  tangentes,  des  paraboles. 
11  y  a  donc  une  infinité  de  paraboles  ;  par  tout  point  de  la  surface,  il  en  passe  deux. 

Pour  la  deuxième  catégorie  de  surfaces,  nous  avons  les  deux  droites    a(6a  -(-  a^4-  1)  =  0. 

Il  n'y  a  pas  d'ellipse,  toutes  les  coniques  ont  une  asymptote  parallèle  au  plan  zoy. 

Aux  parallèles  à  la  droite    6a-i-  a^  -t-  l  =0    correspondent  les  sections  parallèles  au  plan  zoij. 

Généralisation.  —  Si  x,  j/  et  :  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  des  quatre  premiers  membres 
d'équations  de  coniques  passant  par  un  point  fixe,  la  surface  est  une  des  précédentes. 

Soient  tpi(3t,  ^),  o»,  ?3  et  o.,  prenons  l'origine  au  point  commun. 

ç.,(0L,  ^)  =  hy  H-  B.afl  -t-  C.V  -+-  D,,a  +  ^. 

Par  un  changement  de  paramètres,  o^  peut  prendre  la  forme     «t  =  Ata-  +  Cil^-H-  Dja. 

Considérons  la  combinaison  linéaire 

A'f  1  H-  Bçi  +  C&3-+-  Dçj. 

On  peut  déterminer  A,  B,  C,  b    de  façon  que  cette   fonction  de  ot  et  p  prenne  successivement  les 

trois  formes 

A3a^+B3=<p,  A,{A3a-+B3ili)  +  Dia,  C-,(A  .,a- 4- Cji'- -H  D.a) -t- E,3  ; 

on  aura 

X y ^  -"  ^ l 

A,{k,x'-^B,4)^D,oi         G.(A,a--l-C4?»H-D4a)  +  Ejp         A-y-hB^oL^         Ay^d^'-hD^oL" 

en  prenant  pour  plans  de  coordonnées  les  trois  plans  qui  correspondent  à  ces   trois  combinaisons 
linéaires. 

On  en  déduit  visiblement  par  un  nouveau  changement  de  plans 
X  y    _  ^  * 

"D^  ^  Y^   ~    Aja^  +  Bsïp   ~    A4a=-4-CiS2H-D«a  ' 

les  coefficients  ayant  d'autres  valeurs. 

Posons  D,a  —  AV,  E/à  =  /.f , 

A;a^  -V  C,;^^  -^  D,,a  =  A4  -j^  a'^  H-  C,  — ^'-  +  "[^  "/• 

Déterminons  /.•  de  façon  que  le  coefficient  de  P'-  soit  égal  à  celui  de  a',  on  a  alors  visiblement,  en 
supprimant  les  accents,  la  forme 

X         y  z  _  d 

a    ~    p    ~    fla-  -(-  boi^  ~   p-  —  h-%-  -+-  % 
Le  calcul  est  le  même  si  cpt  se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires  (deuxième  catégorie). 


SUR  LE  THEOREME  DE  VILLARGEAU     / 

par  M.  J.  Lebel,  professeur  de  M.itliématiques  spéciales  au  lycée  de  Montpellier. 


On  établit  ordinairement  la  propriété  du  plan  bitangent  au  tore  au  moyen  du  nombre  et  de  la  nature 
des  points  doubles  de  la  section.  Si  ces  considérations  mènent  rapidement  au  but,  il  faut  convenir 
qu'elles  font  regretter  une  vision  directe  des  éléments  de  la  figure  que  la  simplicité  des  données  pourrait 
faire  espérer. 
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Les  vérifications  géoinélriques  que  l'on  a  proposées  jusqu'ici  présentent  des  inconvénients  sur  les- 
quels il  serait  superflu  d'insister.  On  obtient  une  démonstration  suflisaminent  intuitive  ea  considérant 
la  section  faite  par  le  plan  bitangent  cominî  l'enveloppe  des  cercles  qu'il  détermine  dans  les  sphères 
égales  inscrites  le  long  des  cercles  méridiens.  Il  suffit  de  s'appuyer  sur  ce  principe  connu  : 

Les  cercles  ortliogoniux  à  un  cercle  fixe,  el  dont  le  centre  décrit  une  ellipse  bitangente  à  ce  cercle,  sont 
tangents  à  deux  cercles  fixes. 

Considérons,  par  exemple,  le  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  BB'  comme  diamètre,  et  qui  est  seul 

utile  pour  le  tore.  Les  rayons  vecteurs  d'un  point  M  de 
l'ellipse  peuvent  être  désignés  par     a  —  ?      et     f-f-p, 
de  sorte  que  le  cercle  de  centre   M   et  de  rayon  p  est 
tangent  aux  deux  cercles  de  rayon  a  qui  ont  pour  centres 
les  deux  foyers,  et  la  corde  des  contacts  NN'  passe  par 
le  centre  de  similitude  inverse  des  deux  cercles,  qui  est 
le  centre  0  de  l'ellipse.  La  relation 
Ôiv.ÔN'  =  ôb' 
montre  que  le  cercle  (M)  est  orthogonal  à  celui  qui  a 
BB'  pour  diamètre.  C'est  cette  famille  des  cercles   (M) 
que  nous  allons  faire  apparaître  sur  le  tore. 
Un  plan  (P)  étant  tangent  à  la  surface  en  B  et  B',  les  centres  M  des  cercles  qu'il  détermine  dans 
les  sphères  inscrites  sont  les  projections  sur  ce  plan  des  centres   des  sphères   elles-mêmes,  qui  sont 

distribués  sur  un  cercle  dont  nous  désignerons  le  rayon  par  a. 
Sa  projection  est  une  ellipse  de  grand  axe  2a,  le  petit  axe  étant 
BB'.  La  puissance  du  centre  0  du  tore  par  rapport  à  tous  les 
cercles  {M)  est  la  même  que  par  rapport  aux  sphères,  c'est-à-dire 
égale  à  OB  .  La  proposition  est  donc  démontrée,  et  l'on  a  immé- 
diatement les  centres  des  cercles  et  leurs  rayons. 

Avec  un  cercle  bitangent  quelconque,  le  principe  du  début, 
qui  s'établit  de  la  même  manière,  s'applique  à  la  cyclide  de  Dupin. 
Enfin,  comme  il  convient  aussi  aux  cercles  d'une  sphère  et  à 
une  ellipse  sphérique,  il  donne  une  démonstration  directe  pour  la  sphère  bitangente. 
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Mathématiques  générales. 

1523.  —  Déterminer  les  courbes  planes  dans  lesquflles  l'angle  x  que  forme  la  tangente  avec  l'axe  Ox 
est  donné  en  fonction  de  l'abscisse  par  la  formule 

sin  a  ^ 1  a  désignant  une  conslanle  positive. 

a-  -f-  X- 

i"  Montrer  que  ces  courbes  peuvent  se  représenter  par  l'une  ou  l'autre  des  équations 
(1)  î,  =  c±aL(l— J), 

(2) 


y  =  c±a\.    --i     ; 
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20o 


2°  Étudier  les  deux  courbes 

(2') 


et  faire  voir  que  toutes  les  autres  cour  brs  considérées  (1)  ci   2)  s'en  déduisent  par  translation  ou  far  sijviéti-ie. 

(On  déterminera  la  forme  de  la  courbe,  le  rayon  de  courbure  en  fonction  de  l'abscisse,  les  asymptotes  et 
les  points  d'inflexion  s'il  en  existe.) 

3"  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (i)  et  (2). 

2< 


1°  L'expression  de  sin»  en  fonction  de     ts— -  =  /     est     — 

'  2  1  +  r- 

a 
celle  qui  est  donnée,  on  voit  de  suite  que  t  a  lune  ou  l'autre  des  valeurs    —     ou 

.r 

d'ailleurs  aussi  en  résolvant  l'équation  du  second  degré  en  i. 


Si    l'on  compare  celte  valeur  à 
Crci  se  voit 


D'autre  part,     tg  a  = 


I  -1-  ;2  a-  ^  .(■"- 

b'-j-  a  donc  les  deux  valeurs 


2ox 


1  —  (-         ^  a,'-  —  0-  a-  —  X- 

la  fonction  de  x  qui  donne  l'ordonnée  de  l'une  des  courbes  cherchées,  on  a  donc 


Si  '/  désigne 


dx 


a-  —  a- 

La  première  relation  différentielle  donne 
C-)-aLf  ^— I 


dx 


y 


a- 


suivant  que      |  a-  |  >  n     ou     <  a. 
La  deuxième  donne  de  même 

,=  C-«L(^-i) 
2°  Construisons  la  courbe 

y 


=  c  +  «l('i-^), 


y^C-ahU-^)- 


,  =  «l(i-^) 


Pour  celle-ci 


y 


Nous  vovons  de  suite 


que  la  courbe  est  tout  entière  comprise  entre  les  deux  paral- 

lèles  à  01/,     x=±a,     qu'elle  est  symétrique  par  rapport 

à  oy  et  au-dessous  de  ox.   Quand  x  varie  de     —a     k  0, 
y  croit  de      -x      à  0,  et,  quand  x  croit  de  0  à  a,  »/  dé- 
croit de  0  à    —  X  .     La  dérivée  seconde  de  ;/  est 
x^  +  g» 
y    =-^«(^._,--).' 

elle  est  toujours  négative  ;  donc  la  courbe  n'a  aucune  sinuo- 
sité et  tourne  toujours  sa  concavité  vers  les  ;/  négatifs. 
En  faisant  subir  à  cette  courbe  toutes  les  translations  possibles  parallèles  à  oy,   nous  obtenons 
toute    les  courbes 

y  =  C-.«L(l-^). 
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La  courbe     y  =  — ahi  1 -j     n'est  pas  antre  chose  que  la   symétrique  de  celle-ci  par  rapport 

à  ox  ;  en  lui  faisant  subir  toutes  les  translations  possibles  parallèles  à  oy,  nous  aurons  les  courbes 
y  /  ?/  =  C-aL(l--|). 

Construisons  maintenant  la  courbe 

Pour  celle-ci  aussi  nous  avons    y' 


2ax 


Il  est  visible  encore  que  cette  courbe  est  tout  en- 
tière en  dehors  des  deux  parallèles  à  oy,  x  =  ±  a, 
qu'elle  est  symétrique  par  rapport  à  oy  et  tourne  sa 
concavité  vers  les  y  négatifs.  Quand  x  croit  de  a  à  -i-so,  y  croît  de  — m  à  -+-oo  et  passe 
par  0,  pour  x  =  a^l.  La  branche  infinie  qui  correspond  à  .r  =  -4-  oo  est  parabolique  dans  la 
direction  ox.  La  forme  de  la  courbe  découle  de  ce  que  nous  avons  dit. 

En  imprimant  à  cette  courbe  toutes  les  translations  possibles  parallèles  à   oy,    nous  aurons  les 
courbes 

,^C  +  «L(.fl-l 

En  prenant  la  symétrique  par  rapport  à  or,  nous  avons  la  courbe 

y  =  -aL{^-^)■, 

puis  les  diverses  translations  parallèles  à  oy  nous  donnent  les  courbes 

,  =  c-«l(^-i; 


Le  rayon  de  courbure  a  pour  valeur 


R  = 


(1 


Nous  avons  calculé  y'  et  tj";  il  nous  est  donc  facile  d'avoir  R.  Nous  avons  d'abord 


et  enfin 


(.x-^ 

-h  a-y 

(X- 

^a^y 

{x^  -t-  a 

'y 

3        /  a,-2-+-a»  \^ 


2n(a^— a;-)  ""  ""        2a(a;=  — a-) 

suivant  qu'il  s'agit  d'un  point  de  la  première  courbe  ou  d'un  point  de  la  seconde. 

3°  Nous  obtenons  l'équation  diflérentielle  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (l)  et  (2)  en 

*  .     . 

cnaneeant  y'  en •     Nous  avons  amsi 

y 


V  = 


•iax 


Les  trajectoires  orthogonales  des  courbes     ;/  —  C  -+-  ahl  1 j  et         y  _  C  -t-  a\J  — i  j 


sont  donc 


-11— 


-hC 
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et  celles  des  courbes 


,/ =  C  — oL^^l  — -^)  et  i/=  C-oL^-^ -l), 

sont 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Frev,  à  Alger  ;  R.  de  Faiiia;  VV.  Mébigot;  Pbévot,  à  Reims  ;  A.  Cotty  ;  i.  Socoft,  lycée  de  Rouen. 
Assez  bonnes  solutions:  MM.  G.  Foucry,  à  Roanne;  J.  Lhebmitte,  à  Caen. 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE  {Concours  de  1900,  fin.) 


Groupe  II. 

1527.  —  Un  observateur  est  doué  d'une  vue  normale,  sa  distance  minimum  de  vision  distincte  a  une 
valeur  à  ;  il  regarde  un  petit  objet  à  travers  une  loupe  de  foyer  o,  placée  tout  contre  l'œil.  Entre  quelles 
limites  peut-il  déplacer  l'objet  sans  cesser  de  voir  nettement  l'image?  Comment  varie  la  latitude  de  mise  au 
point  [distance  d  entre  les  deux  positions  limites  précédentes)  avec  la  puissance  de  la  loupe'.'  Calculer  la 
valeur  de  d  pour    A  =  200'"™     en  donnant  à  ç   successivement  les  valeurs     a  =  100"""     et     o  =  20""". 

Le  même  observateur  regarde  un  petit  objet  à  travers  un  microscope  dont  l'objectif  a  une  distance  focale 
/■  =  4""™,  et  l'oculaire  une  distance  focale  o  =  20"'"i,  la  distance  l  entre  le  foyer  supérieur  de  l'objectif 
et  le  foyer  inférieur  de  l'oculaire  est  égale  d  160""".  Quelle  est  maintenant  la  valeur  de  la  latitude  de  mise 
au  point?  On  supjyosera  dans  ce  calcul  que  l'oculaire  est  une  lentille  simple,  et  que  l'œil,  comme  précédem- 
ment, est  placé  tout  contre. 

Ces  deux  dernières  hypothèses  sont-elles  réalisées  dans  la  pratique?  L'oculaire  dont  on  se  sert  ordinai- 
rement dans  le  microscope  peut-il  servir  de  loupe,  et  quelle  est  la  place  normale  que  l'œil  doit  occuper  ? 

1 .  Soient  -  et  -'  les  distances  de  l'objet  et  de  l'image  aux  foyers  correspondants  de  la  lentille.  On  a 

Quand  l'observateur  regarde  à  l'inlini,  l'objet  est  au  foyer.  Quand  il  regarde  au  punctum  proximum  et 
que  l'œil  est  tout  contre  la  loupe,  î:'  est  égal  à  d-t-o  et  -  représenteprécisément  la  latitude  de  mise 
au  point  ;  on  a  donc 

(/    =    -^ 

A  -H  tp 

Cette  expression  varie  toujours  dans  le  même  sens  que   9   et  diminue,  par  conséquent,  quand  la 

puissance  de  la  loupe  augmente. 

,  ^0000  100 

Pour     '^  =  lUUmm,     '/  = =  — —  =  33""". 3  ; 

200-+-10U  3 

400  10 

Pour     ,=     20"-       rf  =  ^^_^=_=lm,n,8. 

2.  Considérons  maintenant  le  cas  du  microscope.  Quand  l'observateur  regarde  à  l'inflni,  l'image 
objective  est  au  foyer  inférieur  de  l'oculaire  et  par  conséquent  à  ime  distance  /  du  foyer  supérieur  de 
l'objectif;  l'objet  est  à  une  distance  -  du  foyer  inférieur  de  l'objectif  donnée  parla  formule 

-/  =  /'-,  d'où  ^  =  -J-' 

Quand  l'observateur  regarde  à  la  distance  A,  la  distance  de  l'image  objective  au  foyer  inférieur  de 
l'oculaire  n'est  autre  que  la  distance  d  calculée  précédemment,  et  la  dislance  de  l'image  objective  au 
foyer  supérieur  de  l'objectif  est  devenue     l  -t-  d. 
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D"autre  part,  la  distance  de  l'objet  au  foyer  inférieur  de  Tobjeclif  a  diminué  de  x,  x  désignant  la 
nouvelle  latitude  de  mise  au  point,  et  est  devenue  -  —  x.  La  formule  de  Newton,  appliquée  à  l'objectif, 
donne  donc 

{r.-x){l-i-d)  =  r, 

d'oïl,  en  remplaçant  -.  puis  d  par  leurs  valeurs, 

^  =  11-      f"      -       f''^      -  f"^ 


l  l  +  d         {l-i-d)l         {l\-i-lr+r-)l 

_  16X400  _       Iram 

^  ~  (160x200 -4- lOOx-iO-t- 400)160  ~  "89ÏÏ 

3.  L'oculaire  dont  on  se  sert  ordinairement  daijs  le  microscope  est  nn  oculaire  négatif  qui  ne  peut 
servir  de  loupe,  et  l'œil  doit  être  placé  à  l'endroit  où  se  foime  l'annfau  oculaire.  (Voir  les  cours  de 
physique  pour  le  développement  de  cette  dernière  partie). 
Assez  bonne  solution  de  M.  Georges  Fbey,  d'Alger. 


Groupes  I  et  IL 
1528.  —  É'n  supposant  l'espace  rapporté  à  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  OX,  OY,  OZ,  on 
considère  la  courbe  définie  par  les  équations 

y  =  2a;',  ;  =  .r'. 

1°  Montrer  que  l'arc  de  cette  courbe,  compté  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées  jusqu'au  point  dont 

18  18  8 

l'abscisse  est  le  nombre  positif  X,  est  compris  entre    x-] — t—x^     et     x -\ x° -{ — ■  x''     pour  les  valeurs 

o  5  7*^ 

suffisamment  petites  de  x  ;  on  prouvera  que  crt  arc  est  ttu jours  inférieur  à  la  seconde  liniite,  et  qu'il  est 

•2 
certainement  supérieur  à  la  première  pour     0  <  j  <  -^■ 

2"  Montrer  qu'il  existe  sur  cette  courbe  une  infinité  de  couples  de  points  .\,  B  tels  que  les  plans  (P\  (Q) 
respectivement  osnulateurs  à  la  courbe  en  A,  B  se  coupent  suivant  la  droite  qui  joint  ces  deuxpoints. 

Soit  V  l'angle  (moindre  que  deux  di-oits)  des  directions,  perpendiculaires  aux  plans  (P),  (Q),  qui 
font  des  angles  aigus  avec  la  direction  positive  sur  l'axe  des  z  ;  comment  varie  cet  angle  quand  l'abscisse  x 
du  point  A  croit  de  0  à     -i-  x  '? 

Calculer,  à  un  demi-millième  près,  la  valeur  de  x  pour  laquelle  l'angle  V  est  droit. 

Montrer  que  les  droites  .\B  qui  joignent  deux  points  d'un  même  couple  sont  situées  sur  la  surface  dont 
l'équation  est 

Séparer  celte  surface  en  régions,  d'après  le  nombre  de  plans  oscutateurs  à  la  courbe  proposée  qui 
passent  par  ses  différents  points. 

.i°  hvnluer  l  intégrale  définie      I    ^-  Ig  —  dx,     oit  \   est  la  fonction  de   x  qui  a  été  définie  plus  haut. 

1.  La  différentielle  de  l'arc  est  donnée  par 

rfi'  =  dx^  +  dif  +  dz-  ; 
or  ici  dg  =  Oj  -</.r,  dz  =  ixhlx  ; 

on  a  donc 

ds  =  s  1  -(-  36a;*-t-  16P  dx,  puis  «=    /    /l  +  3tjx'  -i-  i^x^dx. 


=  0, 
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Cela  posé,  nous  remarquons  qu'on  peul  écrire 

x-\--^x'^=    i    (1 -^  ISx'irfa-  el  x -h -^x'' -{- —  x'  =    f  [l -i- ^Sx• +Hx'-)dx. 

Il  suffit  donc  de  démonlrer  que    /l -t- 36a;' -t- Ifo"    est  toujours   plus  petit  que     l  +  I8i*-i-8i\ 

ce  qui  se  véritie  immédiatement  en  comparant  les  carrés  ;  puis  de  prouver  que  \/i  -i- 36j;*  h- iôP  est 

2 
plus  grand  que     1  +  iHx*,     tant  que     |  a-  |  <  — >    ce  qui  se  vérifie  de  la  même  façon  et  sans  peine. 

2.  Soit  ï  l'abscisse  du  point  A  ;  le  plan  osculateur  en  ce  point  a  pour  équation 

X  —  a  y  —  2a 

1  6. 

0  12a  12a- 

ou,  toutes  réductions  faites, 

2a^ j-  —  s;/  H-  :  —  »'  =  0 . 

Ce  plan  coupe  la  courbe  en  quatre  points  :  trois  sont  confondus  avec  le  point  A  et  un  est  distinct 
de  celui-ci.  Soit  S  l'abscisse  de  ce  dernier  point  ;  en  exprimant  que  le  plan  osculateur  passe  au  point  de 
coordonnées  (S,  2fl\  £'),  nous  avons  la  relation 

2a-^  — 2o<^3-t-p'— -/  z=0, 
qui  ne  change  pas  quand  on  échange   a  el  fi  :  elle  exprime  donc  aussi  bien  que  le  plan  oscillateur  en  Fi 
passe  en  A. 

Or  cette  équation,  considérée  comme  équation  en  p,  donne  les  abscisses  des  points  de  rencontre 
du  plan  osculateur  avec  la  courbe;  elle  admet  donc  trois  fois  la  racine  ï.  II  est  visible  que  l'autre 
racine  est    —  a,     et  la  relation  qui  existe  entre  a  et  ^  est    a  +  fi  =  0. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  couples  A,  B  et  ces  deux  points  sont  symétriques  par  rapport  à  0:. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  osculateur  en  A  sont 

2g^  —g  __^ 

v/ia"  -H  a-  -4-  I  v''4i'''  -i-  a"- -\-  i  '  v'iae  ^  a- -\-  l   ' 

en  prenant  le  radical  avec  le  signe  -r-  nous  aurons  les  cosinus  de  la  demi-normale  qui  fait  un  angle 
aigu  avec  0:.  De  même,  pour  la  normale  au  plan  osculateur  en  B,  nous  aurons,  en  tenant  compte  de 

P=-a, 

-  2a^'  a  1 

\/Âa^  4-  a-  -(-  1  '  \"ta'-Ha-  +  1  '  ijiofi  ^  a- -\- ^  ' 

le  radical  ayant  aussi  le  signe  -h. 

Nous  déduisons  immédiatement  de  là 

—  4a''-a»-hl  9 

cos  \  =  — —  ou  cos  V  =  —  1-1- 


1  ii«  4-  a»  ^  1 

Sous  cette  dernière  forme,  il  est  visible  que  cos  V   décroit  depuis  1  à   —1.    quand  a  varie  do  0  à 
4-e»;    l'angle  V  croît  donc  de  0  à  -. 

Nous  aurons     V  =  -^     pour    cosV=0,     c'est-à-dire  pour  les  racines  de  l'équation 

1,6  -I-  ,5  _  1  =0. 
Cette  équation,  du  troisième  degré  en  a-,  aune  racine  positive  et  une  seule,     a-  =  —  ■     La  valeur 

demandée  pour  x  est  donc 

1 

x  =  -—■ 
/2 
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Les  valeurs  approchées  par  défaut  et  par  excès  de  ce  nombre  à  près  sont  fournies  par 


'inégalité 


< 


1  w  +  l 

lï'^-    2000 


là  000 
n  <  1 000^/2  <  n 


1. 


ou 

n  étant  un  entier. 

Le  nombre  n  est  donc  la  partie  entière  de  1000/2  :   nous  trouvons  ainsi 


1414 


et 


2000 


0.70- 


pres. 


Telle  est  la  valeur  approchée  par  défaut  à  —^^^ 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  le  lieu  des  droites  AB  ;  nous  y  parviendrons  en  éliminant  a 
entre  l'équation  du  plan  osculateur  au  point  A  et  celle  du  plan  osculateur  au  point  B  ;  ces  deux 
équations  sont 

et  2a\i- —  a(/ —  :  +  a*  =  0; 


2a''x 
elles  donnent  de  suite 


ay  -(-  :  —  a'  =  0 


y 

2a; 


Le  lieu  de  ces  droites  est  donc  la  surface 


y- 


4x^:. 


11  est  évident,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  la  position  relative  des  points  A  et  B,  que  cette 
surface  est  un  conoide  ayant  pour  axe  Oî,  pour  directrice  la  courbe  proposée,  et  pour  plan  directeur, 
le  plan  des  xy.  Tout  cela  est  évident  aussi  sur  l'équation. 

Si  nous  exprimons  que  le  plan  osculateur  passe  en  un  point  (.r,  ij,  z)  de  cette  surface,  nous  aurons, 

pour  déterminer  a,  l'équation  du  quatrième  degré     a*  — Sa^x  +  ay  — :  =  0,     ou,  comme    :  =  ^-— , 

4a--a*  —  8x^a^  -+-  ix^yoi  —  y^  —  0. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

2a'j  —  1/  =  0  et  2ï''.c  —  4.f-a  -h  (/  =  0. 

La  première  correspond  aux  deux  plans  osculateurs  qui  contiennent  la 
génératrice  du  point  choisi  ;  elle  a  ses  deux  racines  réelles  si  xy  >>  0, 
et  la  seconde  les  a  si  a-(2a;^  —  j/)  >  0  ;  la  séparatrice  totale  se  compose 
des  deux  axes  et  de  la  courbe  )/  =  2.1  ",  qui  est  la  projection  de  la  quar- 
tique  donnée  sur  le  plan  des  xy. 

La  courbe  y  =  2a;'  se  construit  immédiatement  et  la  séparation  sur 
le  plan  des  xy  se  fait  très  facilement.  Elle  est  indiquée  sur  la  ligure  ci- 
contre.  On  voit  que  l'axe  des  y  n'intervient  pas. 

Le  plan  y  =  0  coupe  le  conoide  suivant  l'axe  des  .i-  et  la  ligne 
double  0:.  Le  cylindre  y  =  2a;'  le  rencontre  sur  la  quartique  donnée 
et  sur  0:.  La  séparatrice  sur  la  surface  se  compose  donc  de  Ox  et  de  la 
quartique. 

3.  Nous  savons  t'nfin  que 

\_  _    1  —  cos  V  . 
2    ■"■    l  +  cos  V  ' 


4  solutions  I 


2  solutions 


Ig 
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par  conséquent 


V  \"  

tg-  —  =  4a- -1- a%  tg—   =  avl-(-4a'. 


puisque   «   reste  positif  dan>  les  limites,    0  et  — g^>    de  l'intégration. 
11  faut  évaluer 

/   a\  1  H-  4a'  f/ï  ou  —   /   N  '  ~  t'  dt, 

J  4  J 

en  posant    2a-  =  ^ 

En  intégrant  par  parties,  on  a  de  suite 

(  \!{'+T-dl  —  M  —  /-—    /  a  -^l^dl-^L[l  +  v'I  +  l^)\ 
par  conséquent 


i/  -  r 


Les  limites  de   a  sont   0   et    -^:   celles  de    t   sont  0  et    I,    et  l'intégrale  définie  indiquée  a  pour 


valeur 


[,. 


■  L(l  +  V  2) 


Remarques.  —  On  vérjtie  aisément  que  les  quatre  plans  osiiilateiirsqui  passent  par  un  point  quelconque  P 
ont  leurs  quatre  points  de  contact  dans  un  même  plan  avec  le  point  P.  Il  sufût  pour  cela  d'identifier  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  en  a  qui  donne  les  abscisses  des  points  de  contact, 

a'  —  2a'a;  +  ay  —  ;  ^  0, 

avec  celle  qui  donne  les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  un   plan,      «a  +  2i.-a^^  "-a- +  r  =  0;      on  en 
déduit    u  =  y,     v  —  —x,     ic  =  1     et    r  =  —  r.     Les  quatre  points  de  contact  sont  donc  dans  le  plan 

yX  —  xY  +  Z  —  i  =  0, 
et  il  est  visible  que  ce  plan  passe  au  point  P(x,  ;/,  ^). 

Cette  courbe  du  quatrième  ordre  est  située  sur  les  deux  surfaces 

a;y  —  2j  =;  0  et  ix-z  —  //-  =  0, 

qui  ont  en  commun  deux  droites  du  même  système  du  paraboloïde  :    y  =  0,     ;  =  0    et    x  =  0,     f  =  0.     C'est 
donc  une  quartique  de  seconde  espèce,  une  quartique  de  Steiner. 

Entin,  il  serait  facile  de  montrer  que  celte  courbe  est  l'une  des  asymptoliques  du  conoïde,  et  ceci  explique 
que  les  plans  osculaleurs  aux  deux  points  A  et  B,  où  une  génératrice  du  conoïde  la  perce,  contiennent  la 
droite  AB. 

Réciproquement,  il  résulte  de  l'étude  qui  a  été  faite  que  la  quartique  est  une  asvmptolique  du  conoïde. 
puisqu'on  chacun  de  ses  points  son  plan  osculateur  est  tangent  au  conoïde. 

Bonnes  solutions:  M.M.  E.  Adoiberï.  lycée  de  Marseille;  P.  Keg.nacld,  lycée  Carnot. 
.\ssez  bonne  solution  :  .M.  0.  Fret,  à  Alger. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


1529.  —  On  considère  dans  un  plan  -  deux  droites  fixes  \  et  H  rectangulaires  et  un  segment  PQ  de 
longueur  constante  s'appuyant  sur  les  droites  A  et  B.  Soit  R  un  point  de  PQ  divisant  ce  segment  dans  un 
rapport  donné.  On  prend  le  cercle  C  de  centre  R  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  PQ  et  dont  le 
rayon  est  donne. 

1°  Equation  de  la  surface  S  engendrée  par  le  cercle  C.   Irouver  ses  lignes  doubles. 
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2°  Étudier  les  sections  de  la  surface  S  par  u»  plan  variable  parallèle  au  plan  ir.  Elle  se  compose  de 
deux  ellipses.  Relations  entre  les  longueurs  des  axes  de  l'une  d'entre  elles.  Lieu  de  leurs  foyers. 

3»  Le  long  de  chaque  cercle  C,  les  normales  à  la  surface  S  engendrent  une  surface  du  quatrième  degré 
dont  les  génératrices  rencontrent  deux  droites  fixes.  Cas  de  décomposition. 

(RiiUetin  de  la  Société  Mathémaliqiir,  1883.; 

1.  Appelons  9  l'angle  de  PQ  avec  PO.  Posons     PR  =  b,     RQ  =  a. 

Soient  x,  y,  :  les  coordonnées  d'un  point  M  du  cercle  C.  Soit  ■>  l'angle  du  plan  horizontal  avec 
RM .  On  peut  écrire 

(I)  x  r=  a  cos  c?  4- Rcos'J'sino,  y  =  *  sin  9 -h  R  cos  >>  cos 'f ,  :  =  Rsin'>. 

Ce  sont  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  en  fonction  des  paramètres  j  et  '>• 
En  prenant  pour  nouveaux  paramètres    Ig  -^,    tg  -^^    ces  expressions  seraient  rationnelles. 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  surface,  éliminons  9  et  -li  entre  les  équations  (1).  L'élimination  de  9 
entre  les  deux  premières  donne 

(6x  —  Rî/  cos  •^)-  H-  {ny  —  Rx  cos  <hY  =  [ah  —  R^  cos'^  i^f, 
[b"-  H-  R-  cos-  6)ar-  -t-  (a-  +  R-  cos^  'V.! y-  —  2R(fl  -i-  h)  cos  ^xy  —  {ab  —  R-  cos-  ^f 
ou,  en  faisant  l'élimination  de  tl-,  qui  est  immédiate, 
(2)    [j^(a--  +y^~^z-)  —  {b-^  R^)^'  —  (a^  +  K^)y^  -f-  2(a6  -  R-):-  +  [ab  -  K'Yf  =  4(a  -+-  é)=(R^  —  ■J)xhf- . 

C'est  une  surface  du  huitième  degré  admettant  le  cercle  de  l'infini  pour  ligne  double  et  la  droite  à 
l'infini  du  plan  des  xy  comme  ligne  quadruple.  L'équation  met  encore  en  évidence  que  les  sections  par 
les  plans  x  =  0,  ?/  =  0  sont  des  lignes  doubles.  Elle  n'en  possède  pas  d'autres  ;  cela  résultera  de- 
l'étude  des  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy. 

2.  Une  telle  section  se  compose  de  deux  ellipses  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  aux  plans 
des  ;.r  et  des  1/:  ;  ces  ellipses  sont  réelles  seulement  si  :^  <  R^  Ces  faits  se  vérifient  de  suite  sur 
l'équation  (2).  La  forme  (i)  les  prouve  aussi.  :  étant  donné,  >>  admet  deux  valeurs  supplémentaires  et 
cosi  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Les  deux  ellipses  sont  confondues  quand  cos  9  =  0, 
c'est-à-dire  pour  i  =  rh  R.  Chacune  d'elles  se  réduit  à  une  droite  double  quand  les  expressions  de  x 
et  y  restent  proportionnelles,  9  variant,  c'est-à-dire  ([uand  on  a 

ni  _  H»  cos' 9  =  0,  ou  :^  =  R=— fi6. 

Cette  discussion  montre  que  les  sections  par  les  plans  z- =  11=  et  z-  —  R-  —  ab  pourraient  être 
des  lignes  doubles;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  leurs  équations  ne  satisfont  pas  aux  quatre  dérivées 
partielles  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  surface. 

Examinons  maintenant  quelle  relation  relie  les  longueurs  des  demi-axes  de  l'ellipse 
.r  =  a  cos  9  -+-  R  sin  9  cos  •} ,  ;/  =  ft  sin  9  4   U  cos  9  cos  i} 

quand  '1/  varie. 

Celtte  ellipse  admettant  l'origine  pour  centre,  comme  on  le  voit  en  changeant  9  en  ^  -1-  9,  cher- 
chons le  maximum  et  le  minimum  de 

pi  =  x--\-  y-  =  (a'  -+-  R''  cos-  <\')  cos"^  o  -H  2R  cos  •!f(a  ■+■  b)  sino  cos  9  -f-  {b-  -h  R-  cos-  '!^)  sin-  9 . 
Écrivons  pour  cela 

p'(cos'  9  -f-  sin-  9)  =  [a-  -+■  R-  cos'  i})  cos-  o  +  •  ■  • 
cos*  9(a''' -t-  R-'cos-'{'  — p'-j  4-2  R  cos  «{/(a  -h  h)  sin  9  cos  <p  -{-(b^  -t-  R-cos-''>  —  p-)sin-9  =  0, 
et  exprimons  que  les  valeurs  de  tg  9  ainsi  données  sont  confondues. 
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Il  vient 


Donc 
Donc 


Ifi 


p*  —  ?^(a-  +  b^  —  2R-  cos''  ■l')  +  {ah  —  R-  cos^  ^f  =  0. 
pI  =  a-  -h  b-  -+■  2R*  cos*  -ii,  2c, p,  =  |  2aé  —  2R-  cos-  'l  | . 

p,  =  |a+61  si  2a6  —  2R-cos-'l'  est  positif, 

j  I  =  I  a  —  6  I  si  2ab  —  2R-  cos^  'i  est  négatif. 


Étudions  la  question  géométriquement.  Nous  avons  un  segment  PO  de  longueur  constante  dont  les 
extrémités  s'appuient  sur  deux  droites  ;  sur  lui,  un  point  R  ;  un  point  M  situé  sur  la  droite  U  perpendi- 
culaire à  PQ  menée  par  R,  est  lié  invariablement  à  PQ. 

Traçons  le  cercle  circonscrit  au  triangle  oPQ,  décentre  oj,  milieu  de  PQ;  il  est  lié  invariablement 
au  segment  PQ.  Il  en  est  de  même  du  diamètre  Mu  dont  les  extrémités   L"  et  V  décrivent  par  suite  les 
droites  fixes  oU  et  oV. 

Le  point  M  est  donc  sur  le  segment  UV,  lié  invariablement  à  lui. 
11  décrit  par  suite  une  ellipse  de  demi-axes  MU  et  MV. 

Quel  que  soit  le  point  pris  sur  la  droite  D,  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  MU  et  de  MV  est  constante;  la  somme  si  M  est  intérieur  au 
segment  HK  ;  la  diflférence  s'il  lui  est  extérieur. 

Cette  figure  donnerait  rapidement  la  discussion  des  sections  par 
des  plans  parallèles  au  plan  des  .vj. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  foyers  de  l'ellipse  (l)  où  le  para- 
mètre est  r.  quand  y  varie. 

Prenons  d'abord  les  foyers  de  la  projection  sur  le  plan  des  xy. 
X  =z  a  cos  V  -i-  R  cos  -l  sin  9,  y  —  ^  cos  'l  cos  -^  -\-b  sin  9. 

Cherchons  pour  cela  l'équation  tangentielle  ;  coupons  par     iix-\-vy-\-  ir  =  0;     nous  aurons 
u{a  cos  r  H-  R  cos  ■^  sin  o)  -+■  u(R  cos  'i  cos  ç>  +  è  sin  ?)  -h  w  =  0, 
[lia  +  vR  cos  -l)  cos  <f  •+■  (mR  cos  'i  -t-  bv)  sin  o  -+-  if  =  0. 
L'équation  tangentielle  est  donc 

(ua  -h  uR  cos  'Vi-  -+-  {uR  cos  'y  -t-  bvY  =  ir' 
et  les  u  et  u  des  tangentes  issues  du  point  x,  y  sont  donnés  par 

(«a-i-  uRcos'})--t-  (uRcos'i  -hbv)-  =  (ux 
Le  point  x,  y,  z  est  donc  foyer  de  l'ellipse  si  l'on  a 
'7-  +  R'  cos^  'i  —  x^  =  b-  -^  R-  cos^  1  —  y'',  xy  =  aR cos  |  -1 

Le  lieu  des  foyers  est  donc  la  courbe 

x^  —  y-  —  a^  —  h^. 


h  vyy. 
bR  cos  'l. 


:  =  Rsin  ■}. 


x^t/' 


(a  -1-  by- 


+  ï-'  -  R\ 


3.  Soit  un  point  M  de  la  surface  S  situé  sur  un  cercle  G  déterminé,  c'est-à-dire,  en  projection  sur 
le  plan  des  xy,  sur  la  droite  D. 

La  normale  en  M  est  la  droite  commune  aux  plans  normaux  en  M  au  cercle  G  et  à  l'ellipse  du  plan 
parallèle  au  plan  des  xy  qui  passe  en  M. 

Le  plan  normal  en  M  au  cercle  G  passe  par  PQ. 

En  projection,  la  normale  en  M  à  l'ellipse  décrite  par  .M  dans  le  mou%-ement  de  PQ  passe  par  le 
centre  instantané  de  rotation  I. 

Le  plan  normal  en  M  à  l'ellipse  contient  donc  la  parallèle  à  oz  menée  par  I. 
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Par  suite,  tout  le  long  d'un  cercle  C,  les  normales  rencontrent  la  droite  PQ  et  la  parallèle  à  o; 
menée  par  I . 

Le  lieu  des  normales  le  long  du  cercle  G  est  donc  la  surface  engendrée  par  les  droites  qui  rencon- 
trent un  cercle  C,  l'axe  A  de  ce  cercle  et  une  parallèle  A  au  plan  du  cercle. 

C'est  une  surface  du  quatrième  degré  ;  cherclions  combien  de  points  il  y  a  sur  une  droite  A'.  La 
surface  du  second  degré  engendrée  par  les  droites  qui  s'appuient  sur  les  droites  A,  A,  A',  coupe  le 
plan  du  cercle  C  suivant  une  coiii(iue  qui  a  avec  ce  cercle  quatre  points  communs,  d'où  quatre  points 
de  la  surface  sur  la  droite  A'. 

Les  seuls  cas  de  décomposition  de  cette  surface  sont  les  suivants  : 

1»  La  droite  A  est  dans  le  plan  du  cercle  C  ; 

2°  La  droite  A  rencontre  l'axe  A. 

Le  second  cas  se  produit  quand  le  segment  Pn  vient  sur  ox  on  sur  oy. 

Le  premier  se  produit  quand  PQ  a  une  position  telle  que  la  droite  D  passe  par  I.  c'est-à-dire 

b 
quand  on  a    tg-  <p  =  —  • 

Bonnes  solutions  :  MM.  Lamotte,  lycée  Jansoii  ;  Pabhou,  à  Vesoul  ;  DegoveTbouis,  à  Toulouse. 


CONCOURS  DE  1906  (Suite.) 


ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES 

Mathcniatifjiw». 

1596.  —  On  considère  (axes  rectangulaires)  la  courbe  ;/  =  log.r,  le  logarithme  étant  népérien  ;  soil  A 
le  point  où  elle  coupe  l'axe  des  x. 

i»  M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  évaluer  l'aire  engendrée  par  l'arc  AM  tournant  autour  de  la 
droite  x  =  \.  Appliquer  la  formule  obtenue  au  cas  où  M  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  menée  à  la 
courbe  par  l'origine. 

2»  Trouver  et  construire  le  lieu  des  centres  des  circonférences  qui  touchent  à  la  fois  l'axe  des  ;/  et  la  courbe 

proposée. 

Mrcanique. 

I.  —  1597.  t'ne  droite  homogène  pesante,  .\B,  a  son  extrémité  H  suspendue 
à  un  fil  sans  pesanteur  attaché  en  un  point  lixe  O.  L'antre 'extrémité  A  est  tirée 
horizontalement  par  une  force  donnée  F.  On  demande  la  position  d'équilibre  du 
système.  Dire  en  outre  pour  quelle  valeur  de  F  l'angle  OBA  est  le  plus  petit  pos- 
sible et  quels  sont  alors  les  angles  formés  par  OB  et  AB  avec  la  verticale. 


11.  —  1598.  In  point  M    parcourt  une  ellipse  de  telle  façon  que  la  différence 
des  rayons  vecteurs  focaux  MF,  MF'  soit  égale  à  2csin  wt,  2c  désignant  la  distance 
focale  FF'  et  (o  une  constante.  Exprimer,  en  fonction  du  temps,  la  vitesse  et  l'accélération  totale  de  M.  Cher- 
cher la  relation  existant  entre  l'accélération  totale  et  la  distance  MO  du  point  M  au  centre  de  l'ellipse. 

P/ii/siqve. 

I.  —  Mesure  du  potentiel  d'im  conducteur  avec  l'ck'ctromi'lre  absolu. 

II.  —  1599.  Soit  un  microscope  composé  d'un  objectif  de  distance  focale  égal  à  3  millimètres,  et  d'im 
oculaire  de  distance  focale  égale  à  3  centimètres,  séparés  entre  eux  par  une  distance  invariable  de  30  centi- 
mètres. L'objectif  reçoit  deux  faisceaux  lumineux  provenant  de  deux  points  situés  à  l'inlini  dans  deux  direc- 
tions symélri(pies  par  rapport  à  l'axe  de  l'instrument  et  faisant  entre  elles  un  angle  de  30  degrés. 

On  demande  quels  sont  les  moyens  d'observer  l'image  des  deux  points  lumineux  à  travers  cet  inslruinent, 
et  quelles  seront,  suivant  les  cas,  les  dimensions  réelles  ou  apparentes  de  cette  image. 
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On  examinera  les  divers  cas  suivants  : 

1°  Observation  directe  en  enlevant  Toculaire  ; 

■1"  Observation  à  travers  l'instriinnent  tel  qu'il  est,  soit  à  l'œil  nu,  soit  en  s'aidant  d'une  lentille  supplé- 
mentaire dont  on  choisira  à  volonté  la  distance  focale  et  qui  pourra  être  placée  soit  derrière  l'oculaire,  soit 
entre  celui-ci  et  l'objectif. 

On  appliquera  les  formules  des  lentilles  minces;  la  distance  de  vision  distincte  sera  supposée  de  30  centi- 
mètres. 


QUESTION  PROPOSÉE 


1600.  —  1»  Intégrer  l'équation  différentielle 

y"  -{-  iy  =:  —  S  cos'  a;  -<-  «  COS-  .'•  -)-  9  cos  x-\-i. 

1 

2'5  Lorsque    a  =  —  2i,    se  rendre  compte  pour    x  =  -—    de  la  valeur  numérique  de  celle  des  intégrales 

qui  est  nulle,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour    x  ■=!  0. 

3»  Lorsque    a  =  0,     l'équation  différentielle  admet  pour  intégrales  des  polynômes  en  cos  a;  qui  dépendent 
d'un  paramètre.  Discuter  le  nombre  de  leurs  racines  réelles  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  ou  égale  à  1 . 

i"  Préciser  les  cas  où  les  intégrales  de  l'équation  difTérentielle 

î/" -H  rt^î/ =  A,,  CCS?  a; -(- h  A^  {u  et  p  entiers,     p  >  0) 

sont  des  fondions  entières  de  sin  a;  et  de  cosar.  Th.  L. 


DEUXIEME   PARTIE 


ÉCOLE   DES  MINES  DE  SALNT-ÉTIENNE  (Concours  de  1905.  fin.) 


1501 .  —  1 .  Etude  de  l'expression     u„  =  — ^ 

X  étant  un  nombre  positif  donné  et  n  un  entier  positif  quelconque . 

Pour  quelle  valeur  de  n,  u„  est-il  maximum  ? 

Montrer  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  t,  on  peut  trouver  un  rang  v  à  partir  duquel  u„  est  cer- 
tainement plus  petit  que  £. 

2.  u„  ayant  toujours  la  même  signification,  on  considère  les  polynômes  : 

P,  =  ?/,,  Pe  =  1— «2, 

P,  =  P,  — «3,  P.  =  Pj-i-i^. 

P,    =    P3-+-",,  P,    =    P4— Wf,. 


P,„^,  =  P,„_,  -^  ^-  !)"«,„  ^„  P,,„  =  P.^_,  -t-  (-  1  )"«,„ . 

Étudier  les  fonctions  P3,  P;,,  P7,  Pg  et  les  représenter  graphiquement  en  portant  en  abscisses  x  [on  se 
bornera  à  a;>0)  et  en  ordonnées  respectivement  P3,  P,,  P.,  P9.  Situations  de  ces  courbes  les  unes  par 
rapport  aux  autres  el  positions  de  leurs  points  de  rencontre  avec  l'axe  x  par  rapport  aux  points  d'abscisses 
I,  2,  3  e(4  de  cet  axe. 

Quant  aux  fonctions  paires  P,,  P;,  P^,  ...,  on  ne  les  envisagera  qu'autant  qu'elles  seront  utiles  pour  la 
discussion  précédente. 
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3.  Dans  la  deuxième  partie  on  Irouvpra  en  particulier  que  P-,  a  une  racine  a.  entre  3  et  4.  Utiliser  celte 
remarque  pour  calculer  deux  valeurs  approchées  de  cette  racine  :  1"  par  la  méthode  de  Newton  qu'on  démon- 
trera sur  cet  exemple  particulier  ;  2"  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles  en  substituant  à  P-  lu 
fonction  linéaire  ayant  même  valeur  que  V-,  pour  x  =  3  et  x  =  4.  Montrer  que  ces  deux  méthodes 
donnent  des  valeurs  approchées,  l'une  par  excès,  l'autre  par  défaut. 

Quelle  approximation  en  résulte-t-il  ? 

i.  Montrer  par  voie  de  récurrence  que 

P„=:0,  P„  =  0,  P,.  =  0,  ,  P„  =  0 

ont  une  racine  et  une  seule  entre  0  et  4,  «lo,  «n,  ,  a„ 

iîi  on  forme  les  suites 

On      fllii     fli»      «*„-l      


Montrer  que  la  première  est  croissante  et  a  tous  ses  termes  plus 
petits  qHU7}  terme  quelconque  de  la  deuxième  ;  que  la  deuxième  est 
décroissante  et  a  tous  ses  termes  plus  grands  qu'un  terme  quelconque 
de  la  première. 

Elles  tendent  donc  vers  des  limites  ;  montrer  que  ces  limites  sont 
les  mêmes. 

S.  Montrer  que  si  on  donne  à  u   une  valeur  bien  définie,  la  suite 

P,,   P3,  Pg,  P7,   tend  vers  une  limite.  Calculer  cette  limite  à  un 

millième  près  par  défaut  et  par  excès  pour 


X  =  i 


et 


1 .  On  a  résralité 


et  l'on  voit   que   si    n    est 


{On  n'invoquera  pas  les  développements  en  série  des  fonctions 
irigonomélriques.) 

u„ 

M«-i     ~ 

plus  petit  que    1,  w„   est  plus  grand  que     i/,,^,.     Par  suite,  si  n 

croit  en  restant  inférieur  à  x,  u„  va  en  croissant.  Si  au  contraire 

»  est  plus  grand  que  a;,  u„  est  plus  petit  que     Wn-n     "«  décroit. 

Donc,  si  on  désigne  par  p  le  plus  grand  nombre  entier  égal 

x^' 
ou  inférieur  à  x,  le  maximum  de  u„  est  égal  à  — -■ 

P- 
En  supposant  n  supérieur  k  p,  on  a 


pi    p  -+-  1 
Comme  tous  les  nombres 


p  +  i 
x^ 


2' 


sont  plus  pe- 


tits (luel,  on  peut  écrire    «„  <C — r' 


xf 


Déterminons  le  nombre  »  de  telle  manière  que  —r-—  <s; 

pi    n 

nous  en  tirons    jî  > —• 

tpl 

le  plus  petit  nombre  entier 


Par  suite,  si  l'on  désigne  par 

supérieur  ou  éttal  à    - 

"^       .  tpl 


on  voit  que  pour  toute  valeur  de    n 


supérieure  à    v,    on   a   bien      u„  < 
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2.  Étudions  d'abord  les  variations  de  la  fonction     P,  =  x  -  — -    quand  .r  croit  de  0  à    -t-x) 


Cela  revient  à  dire  que  Wn    a  pour  limite  zéro  pour  n   infini. 

l.  Étudions  d'abord  les  variations  de  la  fonction     P,  =  x  -  — 

La  dérivée     F3  =  Po  =  1  — -^    s'annule  pour    x  =  ^'2,     est  positive  pour     r  <  y^,     et  négative 

pour    x>v/2.     D'autre  part  P3   s'annule  pour    x  = /6  ;     nous  avons  donc  lesvariations  suivantes  : 

la  courbe  correspondante  est  tangente  à  l'origine  à  la  droite     1/  =  a-,     et  est  sans  cesse  au-dessous 
de  cette  droite. 

X 


0 

v/2 

s/6 

-h  30 

l 

croît 

2/2 
8 

décroit     0     décroît 

—  X 

(max.) 


Considérons  maintenant  la  fonction 
P    = 


■■i'. 


'[''^^Tiô]' 


cette  fonction  est  toujours  positive,  et  supérieure  à  P3. 

La  dérivée     Pj  =  P.,  =  1  —  -7-^-1-  -7  =  - — 'a'*  —  12a'-  +  24)     s'annule   pour  deux   valeurs  posi- 
tives de  ï,     V't5±/l2;     nous  en  déduisons  les  variations  de  P-. 


v'6  — v/15 


v'6-f-v/l2 


1     croît    max.     décroit    min.     croit 


Le  maximum  est  égal  à    y^ — v'12 


71^   6  +  ^2/3 


et  le  minimum  ;'i     \/*J-t-v'l"^ 


y-.i 


ces  deux 


quantités  sont  positives,  par  suite  P3  est  sans  cesse  positif. 

La  courbe  correspondante  part  de  l'origine,  tangente  à  la  droile    y  =  x    et  au-dessous  de  cette 
droite  ;  puis,  elle  rencontre  cette  tangente  au  point  d'abscisse  ^îô. 

Pour  étudier  les  variations  de  Pt,  nous  commencerons  par  étudier  celles  de  sa  déiivée 


P:  =  P,  =  i-_i:l-f-__iL 

-2\         4!         (3! 


Nous  avons     P,J  =  —  P.,     et  de  la  discussion  précédente  nous  déduisons  que  P,i  est  toujours  néga- 
tive ;  par  suite  P^  va  en  décroissant. 

0  -hx> 


1    décroit     —  x 

Donc  P,-  aune  racine  et  une  seule,  et  comme  P|;(l)>0,  l\.(2i  <;  0,  on  en  conclut  que  cette 
racine  a,,  est  comprise  entre  1  et  2.  Alors  la  fonction  Pj  est  positive  si  x  <C  an  et  négative  si  x  >>«c> 
d'où  la  variation  de  P,. 

0  a,;  -+-  X 


0     croit    mnx.  décroit 


Donc  P-  a  une  seule  racine  supérieure  à  cic. 

ol 

m) 


On  vérilie  aisément  que     P.(3)  =   ^^j-,     P,(i_;  =  — tttt  ;    donc  cette  racine,  que  nous  désignerons 


par  a-,,  est  comprise  entre  3  et  i. 

Remarquons  enfin  que   P,  est  toujours  inférieure  à  P,  et  comme  l'on  a    P-  =P3-l--34(l  —  tt 

O  !  \  43 
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P,   est  supérieure  à  Pj  si    a'  <  ^/42,     et  inférieure  à   P3  si    at  >  v'42.     Nous  pouvons  ainsi  placer  la 
courbe  qui  représente  les  variations  de  P7  par  rapport  à  celles  qui  représentent  les  variations  de  P.,  et  P,. 

Reste  enfin  à  étudier  les  variations  de  F»  dont  la  dérivée  est  égale  à  Ps. 

Or    Pg  = — P,,     donc  Ps  est  négative  si    x  <C  a-    et  positive  si    x  >•  a- ;     et  les  variations  de 

Pj  sont 

0  a^  H-ao 


1     décroit     min.     croit      -h  x 
On  vérifie  aisément  que  P»  est  négatif  pour    ,r  =  3    et    x  =  4,     par  suite  Pj  admet  deux  racines 
l'une  «s  inférieure  à  3  et  l'autre  r/,'  supérieure  à  4  :  et  nous  en  déduisons  la  variation  de  P<, 
.r    j  0       3  «s  "s  4        -1-  * 

P9  I  0     croît    max.    décroît    min.     croît     -^  x 
On  constate  facilement  que  Pg  est  négatif  pour     x  =  4;     donc  P,  admet  une  racine  a,,  comprise 
entre  3  et  4  et  une  racine  a^  supérieure  à  i. 

D'autre  part  P9  est  toujours  supérieure  à  P^,  et  comme  on  peut  écrire    P»  =  P;  —  :^(  '  —  ■ 
on  voit  que  Pg  est  plus  petit  que  P5  si   r  <  ^/72    et  plus  grand  que  P5  si    x  >  ^'72. 
3.  Nous  avons  vu  précédemment  que  P-  a  une  racine  comprise  entre  3  et  4,  et  que 

p.,3)-i^,  P.(4)  =  -^. 

•*^~  §60  '^  '  315 

Pour  savoir  à  laquelle  des  limites  3  et  4  on  peut  appliquer  la  méthode  de  Newton  et  celle  des  parties 

proportionnelles,  il  faut  déterminer  le  signe  de  la  dérivée  seconde  P"  dans  l'intervalle  (3,  4). 

Or  on  a     P,  =  —  P.-,,     et  comme  P^  est  toujours  positif,  PZ  est  sans  cesse  négatif. 

Nous  appliquerons  la  méthode  de  Newton  au  nombre  4  et  la  méthode  des  parties  proportionnelles 

au  nombre  3. 

P-(4) 
Le  nombre  que  donne  la  méthode  de  Newton  est  a  =  4  —     '       • 

436  „„,,  91  ^  P:(4)  436 

et  a  =  4  -  ^  =4-0,684...  z=  3,316...    par  excès. 

63/ 

Le  nombre  fourni  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles  est 

51X4       436x3 

Pi(3)  X  4  —  P,(4)  X  3   _       560     "^       31o       . 


•^  P,(3)— P;(4)  _ol_       J36 

560  "^  315 

remarquonsque    560  =  2'x5x7,     31o  =  3-x5x7,     et  multiplionshautet baspar    2'x3-Xox7, 

nous  obtenons 

51x4x9-+- 436x3x16         2-2  764 

8=: =  -,  OU  3=3,062...   par  défaut. 

'^  51x9-1-436x16  7  435  ^  ^ 

Donc  la  racine  de  P:  est  comprise  entre     3,062  et  3,316.  L'approximation  est  inférieure  à  0,3. 

4.  Dans  la  discussion  de  la  première  partie,  nous  avons  reconnu  que  les  fonctions  P,.,  P.,  P,  et  P, 
sont  négatives  pour  x  =  4;  nous  allons  démontrer  que  si  'i!>9,  P„  est  encore  négative  pour 
X  =  A.     On  a,  en  effet, 

x'"  .r" 
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donc     P,o<;P8,      Pn  <  Pd.     et  comme  P,  et  P,  sont  négatives  pour    x  =  4,     n  fortiori  P,„   et   P,,  le 
sont  aussi. 

Dautrepart,  ^'^  =  P- ^  +  W  =  ^^- w[^  — TO^} 

x"  x"  a;"  r  x2      "I 

et  ces  égalités  montrent  que  pour    x  =  k,    on  a    Pi2<P8    et    P,3<P9- 

On  comparera  de  même  P14  et  Pis  à  P,^,  puis  P^  et  Pn  à  Pu,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  ainsi  que  toutes  ces  fonctions  sont  négatives  pour  x  =  A.  Nous  allons  étudier  les  varia- 
tions de  ces  fonctions  dans  l'intervalle  (0,4).  Nous  avons  vu  que  la  fonction  P9  a  une  racine  a,  comprise 
entre  0  et  4  ;  pour  x  <Cog,  P9  est  positif  et  pour  x^a^,  P9  est  négatif.  Or  Pa  =  — P',„,  donc, 
quand  x  croit  de  0  à  flg,  P,,,  décroît  à  partir  de  1  jusqu'à  un  certain  minimum,  et  quand  .c  croit  de 
«9  à  4,  P,,,  croit.  Mais  Pio(4XO,  donc  le  minimum  de  P,o  est  aussi  négatif  ;  parsuile,  P,„  s'annule 
pour  une  seule  valeur  de  x.  x  =  0,0,  et  cette  valeur  est  inférieure  à  a.).  De  plus,  P,,,  est  positif  pour 
a^<aio     et  négatif  pour    a->a,o. 

Mais  P„i  =  P',,  ;  donc,  dans  l'intervalle  (0,  am),  P,,  croit  à  partir  de  0  jusqu'à  un  certain 
maximum  qui  sera  positif,  puis  dans  l'intervalle  (0,0,  4)  P,,  décroit  et  devient  négatif  pour  .i-  —  4.  Il 
en  résulte  que  P,,  a  une  seule  racine  o,,  comprise  entre  a,„  et  4.  Le  raisonnement  se  continue  sans 
difficulté.  On  voit  que  toutes  les  fonctions  P„  ont  une  racine  et  une  seule  comprise  entre  0  et  4. 

Je  dis  maintenant  que  la  suite 

(1)  a,,     a,.,     a,.,     .  .  .     «4,,^, 

est  croissante.  En  effet 

x''      x'-     ^      x"  r       "■'  '' 


13  !         13!  13!  L  14.15  J' 

remplaçons  dans  cette  identité  x  par  n,,,  P,,   s'annule,  et  nous  voyons  que    Pii;(«u)    est  positif;  il  en 
résulte  que  a,,  est  inférieur  à  la  racine  de  Pi:;;    donc     au<«i5-     On  verrait  de  même  que     a,ô<a,9,  ... 

La  suite 

(2)  a,3     ff,-     (I.,,     .  . .     rt4„_^,      . . . 

est  décroissante,  car 

P.,-P.3-^^-t--f^-P,3--^|^l  JjTJ^J' 

et  pour    a;  =  ai3,     P^  est  négatif,  donc     ai3>an,     etc. 

Je  dis  qu'un  nombre  quelconque  de  la  suite  (1)  est  inférieure  un  nombre  quelconque  de  la  suite  (2). 
Comparons  d'abord  deux  nombres  de  même  rang,  a4„_i  et  aj,,^,  par  exemple  ;  nous  avons 

"in+l  =  r  4„_i  -(-  ■ 


(4)1  +  1)! 
et  pour    a;  = '7,„^i,     nous  avons     P4,i+i(a4N+i)  >  0,    donc    a4>Li<a4„+i. 

D'une  manière  générale,  je  dis  que    04,,_i  -<  ai,_(.i. 

Soit  /(  un  nombre  entier  quelconque  supérieur  à  p  et  q.  Nous  avons  successivement  a4y_i<;a4A_i 
puisque  la  suite  (1)  est  croissante,  ou^t  <<  aj^.,.!,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  puis, 
flw+i  <  «45+1,   puisque  la  suite  (2)  est  décroissante  ;  donc    a4p_,  -<  at,.^,,. 

Les  suites  (1)  et  (2)  ont  donc  des  limites;  pour  établir  que  ces  limites  sont  les  mêmes,  il  suffit  de 
montrer  que    a4„_^,  —  a4„_i    a  pour  limite  zéro  pour  n  infini. 

De  l'identité 

^411+1  a*"''^' 

?*„+,  ^  P4„_,  +  ^^„^^);-  nous  tirons  P4„+.K,_,)  =  -^ï;;^. 
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et  comme     P4„^,(at„4_,)  =  0,     on  peut  écrire 

P'o+iC" "■-+-')  ~  P4n-^i(a*n-i)  = (4,,  _)_  !■)!  ' 

Mais  d'après  le  Ihéorème  des  accroissements  finis,  le  premier  membre  peut  s'écrire 
(«(„_, —  aj„_,)P;„+,( 6)  ou  (ai„^,  ~  ai„_,]Pi„{b), 

b  étant  compris  entre  flin_i   et  nt„_|. 
On  en  déduit 

a'"-'  ^ 

La  fonction  P;„  a  une  seule  racine  «t„  comprise  entre  0  et  1,  et  on  voit  facilement  que  cette 
racine  est  plus  petite  que  rt4„_i  et  rt4„_j_i  ;  déplus,  quand  n  augmente,  i7i„_,  croit,  el  on  voit  aisé- 
ment, en  comparant  les  racines  de  Pi„^i  et  de  P;»,   que  a^n   diminue.  Par  suite,  quand  «    augmente 

indéfiniment.   Pi„(b)   ne  peut  s'annuler.  D'autre  part.    r;i„_.    étant  inférieur  à  4,      — — ^^ —     est  infé- 

(4n  -I-  Ij  ! 

rieur  à     —, ^^-r-     et  a  pour  limite  zéro  pour  n   infini.  Donc     Om^i  —  ai„_,     a  aussi  pour  limite  zéro, 

(4n  +  l)! 

ce  qui  montre  que   Oj,,^,  el  ffj„_,   ont  des  limites  égales. 

5.  Si  on  suppose    x>0    et    .t  •<  \  6,     les  termes  de  la  série 

j,-        x^        x^ 

sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  leurs  valeurs  absolues  vont  en  diminuant,  et  le  terme  général 
a  pour  limile  zéro.  Donc  la  série  est  convergente,  et  la  somme  de  cette  série  est  précisément  la  limite  de 
la  suite  P„  Pj,  P5,   ... 

On  sait  que  si  l'on  prend  pour  valeur  de  la  série  la  somme  d\m  nombre  quelconque  de  termes, 
l'erreur  commise  est  moindre  que  le  terme  auquel  on  s'arrête  et  a  le  signe  de  ce  terme. 

Faisons  d'abord    x  —  i,    et  considérons  la  série 

.{1         .3  !         j  '. 
11  1  :» 

le  quatrième  terme  -^—  est  égal  à  ;  il  est  plus  petit  que  ou  — —  ■ 

/  1  oU-iO  oUOO  10' 

Calculons  la  somme  des  Iro's  premiers  termes 

•-l-w  =  m  =  ».«'«««■•■• 

2 
c'est  une  valeur  approchée  par  excès,  Terreur  étant  moindre  que  -jjrr  ■ 

Donc  la  somme  de  la  série  est  comprise  entre  O.S'tlBO...  et  0.8'il'i6B...  Sa  valeur  à  ■  près  est 


iOOO 


0,841  par  défaut  et  0,812  par  excès. 

Soit  maintenant    x  =  —  -     nous  avons  la  série 


2        2'. 3!        2''.o!  2'. 7!        2'. 9! 

1  tt'                                     17 

Le    quatrième   terme   est  supérieur  à et  le  o"      ,,  „  .    est  inférieur  à  -rrrr--    Comme  on 

^                                        '                  lUdO  -2\dl                                10' 

demande  la  somme  de  la  série  à  ^_  près,  il  faut  prendre  les  qualre  premiers  termes.   Nous  calcu- 

i 

ierons  leurs  valeurs  à  près,  celles  des  termes  positifs  |iar  dofaul,  et  celles  des  ternies  négatils  par 

excès,  en  nous  servant  d'une  table  de  logarithmes. 
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Nous  avons  ainsi 


-  =  1,57079 -ht, 
^  =  0,64597 -s, 


2».o! 


V.l 


0,07969 


0,00469  —  u. 


1 

£,,  £.,,  £3,  £.  étant  des  nombres  positifs  inlerieiirs  à — -^■ 

10° 

La  somme  de  la  série  est  donc  égale  à 

1 ,57079  H-  E,  —(0,64597  -  £,)  -t-  0,07969  +  £,  —  (0,00469  —  h)  -(-  £„ 

17 
Ei  étant  inférieur  à  -—-'    ou  à     0,99982-v-£| -t- £2  + '3+ ^i  +  ^5- 

4  17  •'l 

Or      £, -1- £0 -i- £•,-!-£  -1-3, <" -H < -•       Donc  la  somme  cherchée  est  comprise  entre 

'^  10»         lu'         10' 

0,99982  et    0,99982 -+-0,00021     ou  1,00003. 

La  valeur  à près  est  0,999  |)ar  défaut  et  1  par  excès. 

lUOO  '^  '  ^ 
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Epure  de  Géométrie  descriptî 


1567.  —   V'i  cylindre  a  pour  directrice  dans  le  plan  horizontal  H,  H'  une  hyperbole  équilatrre  dont  l'axe 
transverse  AiA,   A',A'  est  de  front  et  a  T^i""  de  longueur. 

Ses  t/c'ncralrices  sont  paralliles  ii  D,  D',  D'  étant  incliné  à  45°  sur  les  horizontales 
de   front  et   D  faisant  avec  ces  inènics  droites  un  anyle  o  tel  que 

^,  =  k- 

Un  cône  a  pour  sommet  un  point  S,  S'  situé  à  IS™™  en  arrière  et  à  36"""  au-dessus 
(lu  centre  0,  0'  de  l'hyperbole.  Sa  base  est  une  ellipse  du  plan  langent  au  cylindre  en 
A,  A'  admettant  potir  projection  horizontale  un  cercle  passant  par  A  et  tangent  aux 
axes  de  l'hyperbole. 

Représenter  à  l'encre  de  Chine  en  distinguant  les  parties  vues  et  cachées,  la  partie 
du  cône  solide  comprise  entre  les  deux  nappes  du  cylindre. 
Reproduire  à  l'encre  (traits  continus  de  couleur)  les  constructions   d'itn  point  courant  avec  sa  tangente  et  des 
points  et  tangentes  remarquables  pour  l'hyperbole  de  base  et  l'intersection. 

Les  parallèles  AiA,  H  H'  seront  prises  à  un  écartement  de  lâO"^'».  Le  point  0  pourra  être  placé  à  1  ou  2, 
centimètres  à  gauche  et  6  à  9  au-dessous  du  centre  de  la  feuille. 

iVi"  cadre    ni  titre.   L'emploi  du  pistolet  pour  le  tracé  des  courbes  est  interdit. 

L'hyperbole  de  base  du  cylindre  est  déterminée  par  ses  asymptotes  et  ses  sommets.  On  eu  construira  autant 
de  points  qu'on  voudra  en  menant  par  un  des  sommets  ot  une  droite  arbitraire  qui  coupe  les  asymptotes  en  a 
et  ^,  et  prenant  à  partir  de  ^  la  longueur  ^b  —  la,.  On  a  la  tangente  en  b  en  prenant  à  partir  de  ce  point, 
sur  cette  droite  bai  ou  sur  toute  autre,  par  exemple  sur  la  projection  de  la  génératrice  du  cylindre  un  segment 
égal  et  opposé  à  celui  que  détermine  l'asymptote  63i  =  fr^  ou  b-(i  =  b-;,  et  menant  par  le  point  ^1  ou  -.-i 
la  parallèle  à  l'asymptote  oji  jusqu'à  sa  rencontre  c  avec  l'autre  asymptote  ;  la  droite  cb  est  la  tangente  cher- 
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chée,  car  si  on  la  prolongeait  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  l'asymptote  o[i,  le  point  b  serait  le  milieu  du  segment 
compris  entre  les  deux  asymptotes  ('). 

Comme  on  ne  peut  mener  à  l'hyperbole  aucune  tangente  parallèle  à  la  projection  horizontale  des  généra- 
trices, le  cylindre  n'a  pas  de  contour  apparent  horizontal.  Son  contour  apparent  vertical  se  réduit  aux  projec- 
tions des  deux  génératrices  de  contact  a'D',  0,0;  des  plans  tangents  de  bout. 

Le  contour  apparent  horizontal  du  cône  s'obtient  en  menant  du  point  «  les  tangentes  au  cercle  m,  projec- 
tion horizontale  de  sa  base;  l'une  d'elles  est  la  droite  de  profil  ss'  qui  se  confond  avec  l'une  des  génératrices  de 
contour  apparent  vertical.  L'autre  génératrice  de  contour  apparent  vertical  est  celle  qui  aboutit  au  point  F  de 
la  base  oii  la  tangente  à  cette  base  est  une  droite  de  bout;  ce  point  ayant,  d'après  les  données,  la  même  cote  que 
le  sommet,  cette  génératrice  SF  est  horizontale. 

Point  courant  de  V intersection  et  tangente.  —  Pour  obtenir  un  point  courant  de  l'intersection,  nous  avons. ici 
le  choix  entre  deux  méthodes:  la  première  consiste  à  mener  par  le  sommet  du  cône  la  parallèle  aux  généra- 
trices du  cylindre  jusqu'à  son  intersection  a,  a'  avec  le  plaij  de  base  de  celui-ci,  puis  faire  tourner  autour  de 
cette  droite  des  plans  auxiliaires  qui  couperont  les  deux  surfaces  suivant  des  génératrices  dont  les  points  com- 
muns donneront  des  points  de  l'intersection.  Soit  par  exemple  tj[i  la  trace  d'un  de  ces  plans  sur  le  plan  de  base 
du  cylindre,  elle  coupe  la  trace  horizontale  a'co  du  plan  de  base  du  cône  en  v  et  comme  ce  plan  de  base  est 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  c'est-à-dire  à  la  droite  Si,  le  plan  auxiliaire  le  coupe  suivant  la  paral- 
lèle menée  du  point  v  à  ces  génératrices,  et  il  suffit  de  joindre  au  point  s  le  point  vi  oii  cette  parallèle  coupe 
la  circonférence  w  pour  avoir  une  des  génératrices  svi  du  cône,  dont  l'intersection  avec  la  génératrice  du 
cvlindre  menée  par  \i-  donne  un  point  m  de  la  courbe  cherchée.  Nous  n'avons  pas  mis  à  l'encre  les  projections 
du  second  couple  de  génératrices  qui  ferait  connaître  en  môme  temps  un  second  point  de  l'intersection  sur 
chacune  des  premières  et  un  autre  à  leur  point  de  rencontre,  soit  quatre  points  en  tout.  La  tangente  au  point  m 
est  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces  en  ce  point:  pour  le  cylindre,  le  plan  tangent  a  pour 
trace  horizontale  la  tangente  en  H'  à  l'hyperbole.  Quant  au  cône,  si  nous  menons  la  tangente  à  sa  base  au  pied  vi 
de  la  génératrice,  la  trace  horizontale  de  cette  tangente  sera  au  point  où  elle  coupe  la  trace  tua'  du  plan  de  la 
base  et  il  suffira  de  joindre  ce  point  à  la  trace  horizontale  X  de  la  génératrice  .s/,,  s''i\  pour  obtenir  la  trace  hori- 
zontale du  plan  tangent;  elle  coupe  la  tangente  en  [x  à  l'hyperbole  au  point  t  et  l'on  peut  tracer  la  tangente  ttn. 
On  a  immédiatement  la  projection  verticale  m'  sur  la  génératrice  s'-i\  du  cône,  et  la  tangente  t'm'  en  ce  point. 

La  seconde  méthode  consiste  à  couper  les  deux  surfaces  par  des  plans  parallèles  au  plan  de  base  du  cône  ; 
chacun  de  ces  plans  donne  sur  le  cylindre  deux  génératrices  et  sur  le  cône  une  ellipse  qui  se  projette  horizon- 
talement suivant  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  la  droite  sm  ;  les  points  où  les  génératrices  du  cylindre  cou- 
pent ce  cercle  donnent  des  points  de  la  courbe  d'intersection .  .Nous  avons  fait  les  constructions  pour  le  plan  qui 
passe  par  le  point  6  de  l'hyperbole,  ce  qui  nous  a  donné  la  généi'atrice  bp,  b'p'  et  le  cercle  de  centre  t,  i',  d'où 
les  deux  points  p,  p'  de  la  courbe.  La  tangente  en  l'un  de  ces  points  p  est  l'intersection  des  plans  tangents  aux 
deux  surfaces  en  ce  point;  nous  avons  la  trace  horizontale  ooi  du  plan  tangent  au  cône  enjoignant  les  traces 
des  tangentes  en  p  et  pi  aux  deux  sections  parallèles  1  et  m  et  la  trace  du  plan  tangent  au  cylindre  est  la  tan- 
gente en  b  à  l'hyperbole.  Le  point  z  où  ces  traces  se  coupent  donne  la  trace  horizontale  de  la  tangente  cherchée 
-p.  On  en  déduit  la  tangente  l'p'  à  la  projection  verticale. 

Plans  limites.  —  Branches  infimes.  —  La  première  méthode  donne  deux  plans  liuiites,  l'un  pour  le  cylin- 
dre, l'autre  pour  le  cône.  Le  premier  a  pour  trace  horizontale  l'asymptote  no  de  l'hyperbole  et  coupe  le  plan 
de  base  du  cône  suivant  Iq,  ce  qui  donne  deux  génératrices  si  et  sij  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  aux  points 
situés  à  l'infini  sur  le  cylindre  et,  par  suite  sont  deux  asymptotes  de  l'intersection.  Ces  génératrices  étant  situées 
sur  le  plan  asymptote  saio  sont  d'ailleurs  les  intersections  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces,  conlormément 
il  la  règle  habituelle. 


,^  CI  On  peut  eiiiurc  constiuirc  un  |ioiiil  courant  de  l'IiyperboK'  et  la  tangente  en  ce  puint  en  con- 

siilérant  une  parallèle  quelconque  ii  l'axe  transverse,  soit  h}ii  et  décrivant  l'arc  de  cercle  de  rayon  Int. 
Il  coupe  la  droite  Inu   en  un  point  m   (|ui  est  sur  l'hyperbole,  puisque 

bm   =  olr  ■+-  oa',  on  x'  —  il'  =  on  • 

Lu  tangente  en  m   s'obtient  en  joignant  le  point  m    au  point   (   où  la  tangente  au  cercle  de  rayon    lut 
au  point  ((  cou|ie  l'axe  01/. 


/   / 


Ealtelle  :  —  • 
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Le  second  plan  limile  a  pour  trace  liorizonlale  la  droite  qui  joint  -  au  point  v  où  la  tangente  hc  au  cercle 
(o  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  coupe  la  trace  a'co  du  plan  de  hase  du  cône.  Cette  droite  a»  coupe 
l'hyperbole  en  ici  et  w-i  qui  donnent  deux  génératrices  rencontrant  la  génératrice  sh  du  cône  aux  deux  points 
correspondants  de  la  courbe  d'intersection.  Sur  l'épure,  la  génératrice  sh  et  la  génératrice  de  contour  apparent 
sh  sont  sensiblement  confondues  et  les  constructions  ne  peuvent  être  distinguées.  La  tangente  en  chacun  des 
points  ainsi  déterminés  serait  la  génératrice  du  cylindre  sur  laquelle  il  se  trouve.  Le  cône  n'ayant  aucune 
génératrice  parallèle  à  celles  du  cylindre,  il  n'y  a  d'autres  points  k  l'infini  sur  l'intersection  que  ceux  qui  corres- 
pondent aux  génératrices  infinies  du  cylindre  situées  dans  le  plan  sto  et  qui  donnent  les  branches  asymptotes 
aux  génératrices  du  cône  si  et  sq. 

Points  sur  les  contours  apparents.—  Il  n'y  a  aucun  point  sur  la  généiatrice  de  contour  apparent  horizontal 
du  cône  sa,  mais  il  en  existe  sur  la  génératrice  sk;  on  les  obtient  en  menant  par  le  pied  k  de  cette  génératrice 
une  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  trace  du  plan  auxiliaire  correspondant  sur  le  plan  de  base  du  cône, 
et  joignant  le  point  a  au  point  où  cette  droite  coupe  a'io  de.  manière  à  déterminer  sur  l'hyperbole  les  pieds 
pi  et  pa  des  deux  génératrices  du  cylindre  qui  coupent  sk  aux  deux  points  cherchés  ri  etro.  Nous  avons  indiqué 
seulement  la  construction  pour  les  points  pi  et  ri,  le  point  j-o  étant  presque  confondu  sur  l'épure  avec  le 
point  h. 

En  projection  verticale  on  a  immédiatement  le  point  a'  sur  le  contour  apparent  du  cylindre  et  c'est  le 
seul  ;  pour  le  cône  on  a  deux  points  sur  la  génératrice  SF  en  menant  par  cette  génératrice  le  plan  auxiliaire 
Oidoi,  qui  détermine  les  deux  génératrices  du  cylindre  91:1  et  oji^    conduisant  aux  points  cherchés  :;i,:'i    et 

Le  solide  demandé  a  pour  contour  apparent  horizontal  la  portion  nro  de  génératrice  du  cône  limitée  par  les 
deux  nappes  du  cylindre  et  la  seconde  génératrice  so  en  entier,  puis  les  deux  branches  infinies  dont  celle  de 
gauche  est  entièrement  vue,  celle  de  droite  étant  vue  seulement  sur  la  portion  r-ic-i  jusqu'à  l'infini.  On  le 
reconnaît  en  imaginant  un  mobile  parcourant  la  courbe  à  partir  d'un  point  manifestement  vu  tel  que  :■•  et 
observant  qu'il  reste  vu  tant  qu'il  n'a  pas  franchi  le  contour  apparent  du  solide  conservé. 

Pour  la  projection  verticale  on  suit  la  même  règle  et  on  en  déduit  la  ponctuation  sans  aucune  difficulté. 


QUESTIONS  PROPOSEES 

1601.  —  Démontrer  la  formule 


/ 


,      ,1     <?"-'( -7^  arc  tg —^ 
dx  _    (—  1)"-'  V  ^/a  °  'Jii 


{x^-  +  a)"         (»-!)! 


A.  Darmon. 


1602.  —  Les  fonctions         ,y  —  y/|  ^.^/.w+T.  V  =  \  —  x-\-\/x--h  I 

sati.--forit  toutes  deux  à  une   même  équation  dilïï'ieiitii'lle  linéaire  du  second  ordre.  Trouver  cette  équation. 
Trouver  son  intégrale  générale.  Iléveluppcr  ;/  et  Y  p.ir  la  formule  de  .Mac-Laurin. 

W.  Mkiu(;ot,  à  Paris. 

1603.  —  Siiiiiil  1'  un  |ioint  fixe  du  grand  axe  d'une  ellipse  et  M  un  ixiint  variaido  de  l'ellip.se.  La  perpen- 
diculaire élevée  en  1'  à  l'M  rencontre  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  au  point  f .  Le  lieu  de  T  est  en  général  une 
quartiquc.  Étudier  les  cas  particuliers  où  le  point  P  est  :  1°  un  foyer  ;  2°  un  sommet  ;  3°  le  centre  ;  4"  un  des 
points  de  rcliroiissemerit  de  la  développée.  Où  doit  être  situé  le  point  P  pour  ([ue  la  quartiqiie  se  décompose  en 
une  droite  et  une  iiiliique? 

E.-N.  Barisien. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


NOTE  DE   GEOMETRIE 

par  M.  L.  Sire,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy. 


Considérons  un  triangle   ABC,  inscrit  dans  une  hyperbole  équilalère.  l/orlliocentre  H  do  ce  triangle 
est  situé  sur  la  courbe. 

Les  points  à  l'infini  situés  sur  les  côtés  des  angles  droits  .AA'B, 
BB'C,  CG'A  forment  une  involution  dans  laquelle  les  points  à  l'infini  de 
l'hyperbole  sont  homologues. 

Faisons  une  transformation  homo.ui'aphique  de  façon  qu'aux  points 
à  l'infini  de  l'hyperbole  correspondent  les  points  cycliques.  Considérons 
la  figure  transformée.  L'hyperbole  équilatère  devient  un  cercle  et  le 
triangle  ABC  se  transforme  en  un  triangle  abc. 

Les  points  à  l'infini  des  angles  aa'b,  bb'c,  cc'a  forment  une  involu- 
tion dans  laquelle  les  points  cycliques  sont  homologues;   les  points 
doubles  sont  par  suite  à  l'infini  sur  deux  droites  rectangulaires  et  les 
bissecirices  des  angles  aa'b,  bb'c,  cc'a  sont  parallèles. 

D'autre  part,  les  droites  aa',  bb',  ce'  sont  concourantes  en  un  point  du  cercle  circonscrit. 
Cela  étant,  considérons  le  cercle  conjugué  au  triangle  ABC  ;  il  a  pour  centre  l'orthocentre  11  de  ce 
triangle.  Faisons  une  transformation  homographique,  de  façon  qu'aux  points  cycliques  correspondent 
sur  la  droite  de  l'infini  deux  points  conjugués  harmoniques. 

Le  cercle  devient  une  hyperbole  équilatère  conjuguée  par  rapport  au  triangle  transformé  a^b^<■^, 

Les  points  à  l'infini  des  angles 
(7,a;6i,  6,é',c„  c,r\at  forment  une 
involution  dans  laquelle  les  points 
doubles  sont  à  l'infini  sur  deux 
droites  rectangulaires  et  les  bissec- 
trices des  angles  ata\b„  b,b',Ci,  CiC',a, 
so)it  parallèles. 

D'après    ce    qui    précède,    les 
droites    fliol,  6,6',,  f,c;    concourent 
en  un  point  /(,  du  cercle  circonscrit 
au  triangle    (7,'v,e,    et  ce  point  est  le  centre  de  l'hyperbole  équilatère  ;  de  là  : 

Le  lieu  des  centres  des  Injpeiboles  équilaléres  coiijiKjuées  par  rapport  à  un  Irian'jle  est  le  cercle  circons- 
crit à  ce  triangle. 
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Concours   de   1906. 

1532.  —  Trouver  une  courbe  (elle  que  sa  normale  MN  et  sa  tangente  MT  déterminent  un  segment  de 
longueur  constante  iNT  sur  l'ordonnée  menée  par  le  point  où  la  normale  AL\  rencontre  l'axe  Oc. 

La  normale  au  point   iM(.r,  g)    a  pour  équalion     Y  — y  — -[\  —  x)\     elle  rencontre    Ox    au 

point  N  dont  l'abscisse  est    x-t-yg'- 

D'autre  part,  le  segment  NT  est  l'ordonnée  du  point  T  de  la  tangente  au  point  M 
quia  pour  abscii^se  x-hyg'.  Commeréquationdecelte  tangente  est  Y  —y  =  g\\—x), 
on  a  NT  =  7  -+-  yg'\ 

et  l'équation  diflérenticllc  de  la  courbe  cherchée  est 


.'/  +  ,'/;/'■  =  "'         o"         2/  =  ±  V ~' 

ou  enQn  dx  =  ±\/ — ~ — dg. 

>     a  -g 

Pour  que  la  quantité  sous  le  radical  soit  positive,  il  fa'jt  que    y    soit  compris  entre  0    et    a\    on 
peut  donc  poser 

y 

y  =  a  sin-  o  ;  on  en  déduit  '■ =  tg^  o, 

a  —  y' 

dy  —  2a  sin  o  cos  <?  rff,  et  dx  —  ±  ia  sin-  =  rfo  =  zh  a(l  —  cos  if)do . 

En  intégrant,  on  obtient 

/'  sin  2s  \  _i_  "  ,0  ■    a  % 

x  —  Xo=±alo E7~^  )  ""  ■'' — ■'■"  =  —  "5"(2'-f  —  sin  2ï). 

D'autre  part,  on  a    g  =  a  sin'-  ^  =  —(1  — cos  2ç)  ;     il  en  résulte  que  les  équations  paramétriques 
de  la  courbe  sont 

x  —  Xo  =  ±-^i^-'r  -sin  29),  g  =  -^;t-cos2o). 

Ou  reconnaît    les  équations  d'une  cyclo'ide    engendrée    par  un  point  d'un   cercle  de    rayon   — 

roulant  sur  Ox. 

(i.  COTTY,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 

lionnes  solutions  p:ir  MM.  A.  Coin,  lycéi;  de  Uijon  ;  .\mbl\iii),  conducleur  des  ponts  et  chaussées,  ii  Ruines  (Cantal)  ;  A. 
Uarhon,  à  Paris;  E.  Devoucoox  ,  G.  Fuei-,  à  Alger;  G.  Folcfiy,  à  Itoannc  ;  l).  Geougescu,  à  Hucarest  (Roumanie);  H.  JiNois, 
à  Nantes;  VV.  Mérigot,  il  Paris  ;  G.  Pélissieb,  à  Toulouse. 


1533.  —  On  donne  un  système  d'axes  rectangulaires  i/iO,.r,  mohilc  dans  un  plan  P  par  rapport  au 
sgslè7ne  d'axes  fixes  rectangulaires  jyOx. 

Soient  x„,  ;/„  les  coordonnées  de  0,  par  rapport  aux  axes  fixes  ;  le  mouvement  d'un  point  Q(x,,  i/,) 
invariablement  lie  au  premier  sgsième  étant  défini  par  les  formules  connues  du  cttinigrnwnt  d'axes  rectan- 
gulaires 

X  =  .(•„  -i-  ax,  ^-  bij„  y  =  y„  -I-  n,a-,  +  i,i/,, 

OH  .r„,  i/„,  '/,  /;,  c'i,  h,  sont  des  fonctions  connues  du  temps  I,  trouver  à  l'instant  t  : 
1°  les  coordonnées  du  centre  instantané  de  rotation  ; 

2"  le  lieu  des  points  Q  qui  sont  des  points  d'in/lexion  sur  leur  trajectoire  ; 
;i°  le  lieu  d' s  points  (J  qui  ont  même  vitesse  à  l'instant  t. 
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1.  Désignons  par   a    l'angle  de    Ox  avec    O,!-,,    les    formules   de  transformation  de  coordonnées 

s'écrivent 

.1-  =  x„  -+-  .'(•,  cos  a  —  'ji  sin  a.  y  =  i/g  -1- j:,  sina  +  y,  COS  a, 

•l'oi  î/i)i  "  étant  des  fonctions  du  temps  et  a"i,  y,  des  constantes. 
DilTérentions  par  rapport  à  /,  nous  avuus 

dx         dx„        ,       .  ,   d-j.  dij  dij,,        ,  .dot. 


y 

A 

V 

/J, 

0 

x 

— —  =  — (.ri  sin  a  H-  Vi  cos  ^) 


dt 


dl 
dx 


dl 


dt 


dt 


__   dxo_ ,  ,    t/g 

dt    ~    dt        ^^      ^"^  f// 


rfi/         û!//,, 


[Xi  cos  a  —  J/i  sm  y.) 


(x  —  x„ 


rf< 


dt  dt     '    '"       """'  dl 

Le  centre  instantané  de  rotation  est  le  point  dont  la  vitesse  est  nulle  ;  par 
suite  les  coordonnées  x,  y  de  ce  point  sont  données  par  les  équations 


dx„  f/a 


0, 


'df 


d'y 


2.  Si  le  point  Q(a-,  )/)  est  un  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire,  on  a      -r-^  =  0,     ou 
(/  /  dy 

0  ou  4-l$-]=0. 


[dx  ) 


dx 
11 


Or 


dt  \  dx  ) 
<i'.l   _   y,i -l- (-i;  —  a-o)»' 


dx         x„  —  {y  —  y„yj.' 

où  Xo,  j/d,  a'  désignent,  pour  simplifier,  les  dérivées  de  Xo,  ^o  et  a  par  rapport  à  ^ 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée  de    —j-    par  rapport  à  <,  on  a 

[<  -  (y  —  !/o)  «1^0-+-  (i-'  —  ^i-J)a' -h  (x  —  x,y\  -  [i/d  +  (x  —  x„)a'j[aô  -  (!/'  -  v;)x'  —  (y  -  î/,>"]  =  0 
ou  encore 

K  —  (!/  —  ;/o)'']l!/Ô  —  (?/  -  î/u)«'=  +  (^'  —  a^o)«"]  —  [ï/o  -t-  (x  —  X„)a'][xJ  —  (x  —  X„)a'^  —  (y  —  y„):<"]  =  0, 

ou  enfin  en  remplaçant    x— x„     et    y  —  y^    parleurs  valeurs  en  fonction  de  Xi  et  y,, 

[xù  —  (x,  sin  ■■!■  -hyi  cos  a)a'][j/S  —  (x,  sin  a  -+-  ^i  cos  a  ix'-  4-  (x,  cos  a  —  )/,  sin  a)a"] 

=  [yj  +  (xi  cos  a  — j/i  sina)i'][xô  —  (x,  cos  a  —  !/i  sin  aix'-  —  (x,  sin  a  -t-y,  cos  a)»"]. 
C'est  une  équation  du  deuxième  degré  par  rapport  à   x,    et    »/,;    on  vérifie  aisément  que  les  coeffi- 
cients de  x;  et  de  i/j  sont  égaux,  et  que  le  coefficient  de  Xii/,  est  nul.  Pur  suite,  le  lieu  est  un  cercle. 


3.  Tous  les  points  Q  qui  ont  même  vitesse  o  sont  définis  par  l'égalité 

dx 


-'^'-m--- 


[(x,  sin  'j.  +  i/i  "-'OS  !t)ot'  —  x[,f  +  [(xi  cos  a  —  y,  sin  a)x'  —  y^Y  —  ^^■ 
On  reconnaît  l'équation  d'un  cercle  qui  a  pour  cenlre  le  centre  instantané  de  rotation  et  dont  le 


rayon  est  égal  à    -7  • 

a 
Bonne  solution  iiar  M.  Amdlaru. 


G.  COTTY,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 
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1534.  —  On  donne  trois  axes  tvclangulaires  Ox,  Oy,  0:  ;  éludier  et  discuter  le  mouvement  d'un  point 
pesant  P  de  masse  m  attiré  par  l'origine  0  proportionnellement  à  sa  distance  OP  à  0,  et  par  la  verticale 
Oî  proportionnellement  à  sa  distance  PA  à  Oz. 

Nous  désignerons  par  m  la  masse  du  point  P  et  par  ,r,  y,  z  ses  coordonnées.  Ce  point  est  soumis 
à  l'action  de  trois  forces  : 

l"  La  force  F,  dirigée  suivant  PO  et  proportionnelle  à  la  distance  PO. 
Elle  a  pour  valeur  ??i/.-.PO,  et  comme  les  cosinus  directeurs  de  la  direction 

PO  sont  —  -—5 jj^   et  — -jjj— 5    les  projections  de  la  force  Fi  sur  les 

axes  de  coordonnées  sont 

Xi  =  — mk-x.  V|  =  —  mk-y,  Z,  =  — mk'-z. 

2°  La  force  F,  dirigée  suivant  PA  et  proportionnelle  à  la  distance  PA. 
Elle  a  pour  valeur  mk'^PA,  et  comme  les  cosinus  directeurs  de  la  direction 

et  zéro,  les  projections  de  la  force  F.,  sur  les  trois  axes  sont 

X.^  =  — mk'-x.  Y»  =  — mk'-ij,  Z,  =  0. 

3"  La  force  Fs,  poids  du  point  P.  Ses  projections  sont 

\,  =  0,  Y,  =  0,  Z„  =  —m.g. 

H  en  résulte  (lue  les  équations  du  mouvement  sont 

d-x        ^.        ^        -.  d'-ij 

m  -—-  =  Xi  H-  X,  4-  X3,  m  -~- 

dt^  dl- 

ou 

d'X  , ,       ,,,,  d-i/  ,,,        ,  ,,  d-z 

Les  deux  premières  équations  ont  pour  intégrales  générales  (en  posant     /.-  +  iï^  =  a-) 
X  T=  A  cos  a/  -I-  B  sin  x/,  ;/  =  A'  cos  at  -+-  B'  sin  a^ 

La  troisième  s'écrit     -r-r  "+"  ''"'^  =  — 91     ^  équation  sans  second  membre  a  pour  intégrale  générale 

n 

A"  cos/ti -f-B'sin  Â7,     et  comme     — —     est  intégrale  particulière  de  l'équation  avec  second  membre, 
l'intégrale  générale  de  l'équation  avec  second  membre  est 

:  =  A"  cos  /.(  -+-  B"  sin  kt ^  • 

Désignons  maintenant  par  x„,  j/»,  =0  les  coordonnées  de  la  position  initiale  et  par  .r„,  (/,„  :„  les  pro- 
jections de  la  vitesse  initiale:  il  est  facile  d'exprimer  les  constantes  A,  B,  .  . .,  B"  en  fonction  de  ces 
données    initiales.    Ecrivons    que   pour      /  =  0       x,  y,    z    prennent    les   valeurs   a\,,    y„,    ;„   et   que 


Y,H-Y,+  V; 


'"-^  —  Zi-H-Z.  +  Za, 


■  A--; 


■!/• 


:    nous  obtenons  ainsi      .\ 


j\,, 


B  = 


A'  =  ?/o, 


dx       dij       dz  .-,•■. 

— — !    — p-î    -7—  deviennent  égales  a  x».  i/„ 
dt        al       dl 

B' =  —  -     A"  = '^o  ■+"/:5  '     B"  =  -77  •     Les  valeurs  de  a-,  1/,   :  en  fonction  de  /  sont  alors 

.T  =  j"„cosa<  H — -  sin  at,        1/  —  y„cosat  -■-  —  sin  a^,         :  =  /  jj  +  -^  )  cos  kt   i   -j-  sin  kt ^• 

a  o  \  A-   '  A'  /.- 

Ces  équations  ilèlinissent  la  trajectoire  et  le  mouvement  du  point  P  sur  cette  trajectoire.  Les  deux 
premières  sont  les  équations  paramétriques  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy.  On  voit 
aisément  que  cette  couri)e  est  une  ellipse,  ayant  pour  centre  le  i)oint  0  ;  car,  si  on  résout  les  deux  équa- 
tions par  rapport  à  cos  2/  et  sin  «/,  on  a 


■i','/o  —  Î/J^o 


sin  »<  =  — 


»i-gyo  — .'/■^o) 


cl  en  écrivant  que     cos^a/ -hsin- »(  =  I,     on  obtient     (xyi.  —  j/a-„)- -1- a-(.i;/y  —  .'/-''o)"  =  (-''ni/o  ~  .Vo-"^!!)*- 
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C'est  l'équation  de  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  des   xy.  On  voit  qu'elle  représente  une 
elli|  se  admettant  pour  diamètres  ronjugués  les  droites 

]L  =   y±,  ï-  =  Ï!L. 

Le  premier  de  ces  diamètres  a  l'une  de  ses  extrémités  au  point  (x„,  y„)  ;  le  second  est  parallèle  à  la 

1 

projection  de  la  vilcsse  initiale  sur  le  plan  des  xij  et  a  pour  derni-lon'^ueur     —  /a'^^  +  i/i-  ;     ces  résul- 
tats sont  d'ailleurs  bien  connus. 

La  trajectoire  est  donc  une  courbe  tracée  sur  le  cylindre,  parallèle  à  0:,  qui  admet  cette  ellipse  pour 
directrice. 

Ajoutons  enfin  que  la  projection  du  point  P  sur  0:  est  animée  d'un  mouvement  vibratoire  simple. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  rapport    —   est  commensurable,  la  trajectoire  est  une  courbe  algé- 
brique. 

♦ 
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1514.  —  On  considcre  l'hypocycloide  à  trois  rebvoussemenU  définie  par  tes  équations,  en  coordonnées 
rectanyidaires, 

M\-'r')  —2hP  .  ,.      . 

y  =  — j-p,       ou    t   est  uti  paramètre  ar/jilraire. 


(i  + 1')'  ■'         (1  -+-  i-f 

Une  circonférence  rencontre  la  courbe  en  six  points  à  distance  finie. 

l"  Démontrer  que  les  six  tangentes  à  l'hypocycloide  aux  points  d'intersection  sont  tangentes  à  une  même 
conique  qui  est  homofocale  à  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points  de  rebrous- 
sement.  En  particulier,  si  trois  dos  tangentes  sont  concourantes,  les  trois  autres  le  sont  aussi,  et  les  deux 
points  de  concours  sont  foyers  d'une  même  conique  inscrite  dans  te  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points  de 
rebroussemcnt. 

2°  Démontrer  que  si  la  circonférence  varie  en  restant  concentrique  à  une  circonférence  fixe,  la  conique 
varie  en  restant  homofocale  à  une  conique  fixe. 

3°  Démontrer  que  le  centre  C  de  la  circonférence  et  le  centre  0  de  la  conique  sont  en  ligne  droite  avec 
le  point   I  de  concours  des  tangentes  de  rebroussemcnt  de  l'hypocycloide  et  que  l'on  a    IC  =  410. 

4°  Démontrer  de  même  que  les  six  normales  à  l'hypocycloide  aux  points  d'intersection  avec  la  circonfé- 
rence sont  tangentes  dune  même  conique  qui  est  homofocale  à  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  qui  a 
pour  sommets  les  points  de  rebroussemcnt. 

En  particulier  :  i"  si  ti'ois  des  normales  sont  concourantes,  les  trois  autres  le  sont  aussi,  et  les  deux  points 
de  concours  sont  foyers  d'une  même  conique  inscrite  dans  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points  de 
rebroussemcnt  ;  2°  si  la  circonférence  varie  en  restant  concentrique  à  une  circonférence  fixe,  la  conique  varie 
en  restant  homofocale  à  une  conique  fixe;  3°  le  centre  C  de  la  circonférence  et  le  centre  0'  de  la  conique 
sont  en  ligne  droite  avec  le  point   I   de  concours  des  tangentes  de  rebroussement  de  l'hypocycloide  et  l'on  a 

l.  Si  nous  prenons  comme  origine  l'un  des  sommets  de  l'hypocycloide,  comme  axe  des  x  la  tan- 
gente de  rebroussement  qui  y  passe  et  comme  axe  des  y  la  tangente  au  sommet,  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  l'hypocycloide  s'expriment  en  fonction  rationnelle  d'un  même  paramètre  t  au 
moyen  des  formules 

hH—t'-)                          —Ut' 
X  =  — ^ —  j  1/  =  ; 

(1  -t-  l'y  ^      (1  +  f^y^  ' 
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h  est  l'abscisse  du  point  de  rebroussement  situé  sur  l'axe  des  x. 

L'équation  de  la  tangente  à  l'hypocycloïde  au  point  de  paramètre  /  est 

(\  +  t-  {>j  —  IJ.-) -h  hl  -  0. 

Les  coordonnées  tangentielles   u,  v,  w   delà  droite  sont  donc     u  =  —  t[i  -+- 1-),     v  =  1-+- 1-,     ic  =  ht. 

Soit     au-  -H  26i<u +  cy--+-2(/uî« -4- 2eBif +  /"«'-  =  0     l'équation  tangentielle  d'une  certaine  conique. 

L'équation  aux   i   des  points  de  contact  avec  rhj-pocycloïde  des  tangentes  communes  à  l'hypocy- 
cloïde et  à  la  conique  est 

al"-  —  2bl'  H-  (2rt  -^  c  —  '*dh)i-  —  {ib—2eh)P  -r-  (a  +  2e  —  2dlt  +fl>-)r-  —  2(i  —  eh]t  -h  c  =  0. 

D'autre  part,  l'équation  aux   t   des  points  de  rencontre  (autres  que  les  points  cycliques)  de  l'hypo- 
cycloïde avec  un  cercle  de  centre  G  ayant  pour  équation    x--\-y-  —  Sax  —  23iy-i-Y  =  0 
est  -it'  -^  4.3/i«°  -1-  (4/i^  4-  2a/i  h-  3y)<'  -h  4?/iP  -l-  3(-,-  —  h^)r-  -+-h'-  —  2ah  -+-  y  =  0. 

Écrivons  que  les  coefficients  des  deux  équations  en  t  du  sixième  degré  sont  proportionnels.  On  a  ainsi 

(1)  b  =  eh 

et 

a  h  2n  +  (■  —  '2dh  a -^  c  —  2dh  -+-  fh- 


—-iih          -4 A'^ -h  2a// -t- 3 Y                    3y  — 3/i*             ~    /(^  —  2=c/(  ^  Y 

c  —  a             a  —  c-fh^          ~  fh-               f          2a—î>c-'^dh          2c  — 2a- 

-2dh 

h-  —  -2^h           'h^-ht^h             M^-                 8                5/i-  +  4Y        "             5/i^ 

d'où  l'on  tire 

(2)                                                     16(<:  -  a)  -  16rf/(  -+-  Sfh-  =  0. 

On  déduit  de  ces  conditions 

8a                         'lA                         S(c  —  a)^fh-          l&dh  —  lifh-         kd 
■    "         /•  '                      fh'             "-            2/A             -            Afh           -    f 

■Sh 

4  ■ 

On  voit  ainsi  qu'il  existe  une  conique  qui  est  tangente  aux  six  tangentes  à  l'hypocycloïde  aux  points 
d'intersection  avec  le  cercle.  Les  coefTicients  de  l'équation  tangentielle  de  la  conique  satisfont  aux 
conditions  (l)  et  (2).  Poiu"  trouver  la  signification  géométrique  de  ces  conditions,  considérons  les  tan- 
gentes qu'on  peut  mener  à  la  conique  du  point  de  rebroussement  situé  sur  l'axe  des  x  et  d'abscisse  h. 
Leur  équation  étant  de  la  forme  y  —  mx-\-mh  =  0,  l'équation  aux  m  de  ces  deux  tangentes  est 
m-(a  —  2rfA  -+-  fh^)  —  2m{b  —  eh)-\-c  =  0. 

La  condition  (1)  exprime  ainsi  que  les  deux  tangentes  sont  également  inclinées  sur  l'axe  des  x, 
c'est-à-dire  sur  une  tangente  de  rebroussement  de  l'hypocycloïde.  U  n'est  pas  nécessaire  de  chercher 
la  signification  géométrique  de  la  condition  (2).  Les  tangentes  à  la  conique  menées  d'un  autre  point  de 
rebroussement  sont  également  inclinées  sur  la  tangente  en  ce  point.  La  conique  est  donc,  comme  nous 
l'avons  annoncé,  homofocale  à  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  des  rebroussements. 

Si  trois  des  tangentes  sont  concourantes,  la  conique  se  décompose  en  deux  points.  Par  suite,  les  trois 
autres  tangentes  sont  aussi  concourantes.  Les  deux  points  de  concours  sont  foyers  d'une  même  conique 
inscrite  dans  le  triangle  des  rebroussements. 

2.  Lorsque  le  cercle  varie  en  restant  concentrique  ;i  un  cercle  fixe,  a  et  p  restent  constants.  Mais 

alors—  et  —  sont  constants  et  les  conditions  (t)  et  (2)  montrent  que  --  et    — —    sont  constants. 

L'équation  de  la  conique  variable  est  donc  de  la  forme 

(a„   1   l)u-  +  2buv  -H  (fo  -+■  >.)"'  -I-  2(/""'  -I-  ^eoiv  -h  fw-  =  0 
ou  encore 

«0»'  -t-  26ut)  ~h  c^v^  +  2rf«"'  +  ievw  -+-  fw-  -\-  X(«*  -f-  u')  =  0, 
X  étant  un  paramètre  variable.  La  conique  reste  donc  homofocale  à  une  conique  fixe. 
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3.  Soit  (:,  r,)  le  centre  0  de  la  conique.  Son  équation  tangentielle  élant     du  ~i- ev  -+-  fw  =  0, 

d  e  h 

;=.-.  ,;  =  -=-. 

Par  suite,    ï  =  4; —  ■  r  =  4f,  ou  encore  a =4(: l,  S=4r, . 

4  4  \         i  / 

Mais  rab?cisse  du  point  de  concours  I  des  tangentes  de  rebroussement  est  — •  On  voit  ainsi  que  les 

trois  points  I,  0,  C  sont  en  ligne  droite  et  que     IC  =  410. 

Les  théorèmes  que  je  viens  d'établir  généralisent  les  théorèmes  suivants  qui  sont  bien  connus 
(Gremona,  Journal  de  Crelle,  1864): 

1°  Lns  tangentes  â  l'iiypocycloide  à  trois  rehroussements  aux  quatre  points  de  rencontre  avec  une  droite 
sont  tangentes  à  une  parabole  qui  est  hornofocale  â  une  parabole  inscrite  dans  le  triangle  des  rehroussements. 

2°  Lorsque  la  droite  varie  en  restant  parallèle  à  une  droite  fixe,  la  parabole  varie  en  restant  hnmofocale 
à  une  parabole  fixe. 

3°  La  droite  est  perpendiculaire  à  l'aie  de  la  parabole. 

On  a  en  particulier  ce  théorème  : 

Lorsque  la  droite  est  normale  à  l'hypocycloide  en  un  point,  les  tangentes  à  la  courbe  aux  trois  autres 
points  de  rencontre  passent  par  un  même  point  qui  est  situé  sur  le  cercle  des  rebroussemcnts. 

4"  L'équation  de  la  normale  à  l'hypocycloide  au  point  de  paramètre  t  est 

(1  +  t^){ty  -1-  x)  H-  h{W  —  1  )  =  0. 
Les  coordonnées  tangentielles  u,  v,  w  de  la  normale  sont  donc 

w  =  1+  P,  V  =  ta  +  /•-  ),  ir  =  h[lt'  —  1). 

Exprimons  que  la  normale  est  tangente  à  une  conique  dont  l'équation  tangentielle  est 

a'u'^  +  Ib'uv  +  c'v-  -\-  'id'uw  +  'ie'vw  +  f'ir'-  =  0. 
L'équation  aux  /  des  pieds  des  normales  à  l'hypocycloide  qui  sont  tangentes  à  cette  conique  est 
c'<«  H-  (26'4-  4e7i)^  -f-  {a'  +  2c'  -+-  'id'h  +  if'h-)l^  -h  (46'  +  2e'/i)/ ' 

-h  (2«'  +  c'  4-  Wh  —  if'h-)t'-  +  {W  —  -le'lDl  -h  a'  —  M  h  -+-  f'h-  =  l). 
L'équation  aux  t  des  points  de  rencontre  (autres  que  les  points  cycliques)  de  l'hypocycloide  avec 
un  cercle  de  centre  C  dont  l'équation  est    x-  -+-  y-  —  2ïr  —  2^y  -+-■(  =  0     est 

Y/«  -h  i^ht'  +  Cth-  -t-  2a/i  -+-  3y)<*  +  'iitit'  -h  3(y  —  li-)t'  -+-  /(-  —  2^^  -i- y  =  0. 
Exprimons  que  les  coefficients  des  deux  équations  du  sixième  degré  en  /  sont  proportionnels.   On 
a  ainsi  , 

(1')  //  =  e'h 

et 

c'  _  rt'-4-2(;'+4rf'/i +-4/''/(-  _   'ia.'^c'-hMh  —  if'h-   _   a' —  Mh-h  f'h- 
7""  itl-  -+-  2a/i  -H  3-,'  ~  3y  -  •dh'  ~      h'  —  iih  H-  7 

a'  -  c'  -+-  Ad' h  -+-  Af'li'         a'  —  c'  —  2d'h  —  »f'h-  2(a'  -  c')  -+-  M  h  —  if'h- 


4/i-  +  2a/«  —  7/i2  —  2oik  —  3/(2 

a'^c'  —  2d'h-hf'h-   _   2(a' —  c') -+--2d'h -^Sf'li' 

2a'  +  2c'  -I-  M  h  —  Af'li-         2a'  -+-  2c'  +  2d'li  +  -VA'^ 


4t  -  3/i-  5h'  -h  4v  8 

On  a  la  condition 


/"• 
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(2')  16(e'  —  a')  —  \6d'k  +  bf'h-  =  0. 

On  déduit  de  ces  relations 

8    c'  ^         'i     0'  _    lOrfVi +  8(c'  — a') -t-f/i-   _   't    d'         h 

"=9"  7'        ''^iJf'         '"  îW  ~"sT~'^' 

Les  conditions  (!')  et  (2']  expriment  que  la  conique  est  homofocale  à  une  conique  inscrite  dans  le 
triangle  des  rebroussements. 

Si  trois  des  normales  sont  concourantes,  la  conique  se  décompose  en  deux  points.  Les  trois  autres 
normales  sont  donc  concourantes  et  les  deux  points  de  concours  sont  foyers  d'une  même  conique 
inscrite  dans  le  triangle  des  rebroussements. 

Lorsque   le  cercle  varie   en    restant  concentrique  à  un  cercle  lise,  a  et  p  restent  constants;    par 

çnite      ,    — ,    — 5    restent  constants.   La  conique  varie  donc  en  restant  homofocale  à  une 

.1       '      f       f      f  f 

conique  tixe. 

Si  \  et  t/  sont  les  coordonnées  du  centre  0  de  la  conique,  on  a 

d'  ,  _  e!         b' 

Par  suite, 

Ces  deux  relations  montrent  que  le  point  I  de  concours  des  tangentes  de  rebroussement,  les  points 
0'  et  C  sont  en  ligne  droite  et  «lue  l'on  a 

ÏC  =  y  UV. 

En  raisonnant  par  continuité,  dans  le  cas  particulier  oii  le  cercle  sécant  se  décompose  en  une  droite 
à  distance  finie  et  la  droite  de  l'infini,  on  a  l'énoncé  suivant  : 

Les  normales  à  une  hypocijcloide  aui:  quatre  points  de  rencontre  avec  une  droite  sont  lanyentes  n  une 
parabole  homofocale  à  une  parabole  inscrite  dans  le  triangle  des  rebroussements. 

Lorsque  la  droite  varie  en  restant  parallèle  à  une  droite  fixe,  l'a  parabole  reste  homofocale  à  une  para- 
bole fixe. 

La  droite  est  perpendiculaire  à  l'iixe  de  la  parabole. 

Cu.  MICHEL. 

Bonnes  solutions:  MM.  AiDinenT,  Ivcreile  Maiseillt' ;  J.-l).  [Iipaut,  à  Poitiers  ;  Masson. 
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1535.  —  On  considère  trois  cercles  de  centres  donnés  .\,  B,  C.  Soient  l  leur  centre  radical  et  A  leur 
axe  de  siniilitude  externe. 

1»  Lieu  du  point  I,  lorsque  la  droite  A  reste  fixe. 

2°  Enveloppe  de  la  droite  A  lorsque  le  point  I  reste  fixe. 

3»  J'ar  un  point  I  donné  passent  deux  droites  A.  Construire  ces  droites  :  elles  sont  rectangulaires. 

io  Sur  une  droite  A  donnée  existe  un  point  I.  On  joint  ce  point,  que  l'oii  demande  d'abord  de  construire, 
au  centre  0  du  cercle  ABC,  et  l'on  demande  de  trouver  l'enveloppe  des  droites  A  qui  font  avec  la  droite  01 
un  angle  donné  0. 
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1.  Soient 


et,  ^,  Y  les  points  où  a  rencontre  BC,  CA,  AB  {fig.  1).  Soient  «oi  Po»  To  '^s  projections 
de  I  sur  les  mêmes  droites  (fig.  2),  et  soient  A',  B',  C  les 
milieux  des  côtés  du  triangle  ABC.  Soient  R^,  R„  R^  les 
rayons  des  trois  cercles. 

Puisque  1  est  le  centre  radical 

lÂ'  —  Kl  =  Ïb'  —  R;  =  ic'  —  R;, 
d'où      ÎÂ'  — ÎB' =  R^-R^,  iT  — ÏC' =  Rî  — Ri 

Or      lÂ'  —  ÏB'  =  Â^;-^  —  frf'  =  (Â^  -f-  ^  jfÂ7o  -  >B) 

=  -iÂBxCV^; 


de  même 


lA" 


IC"  =  —  ACxB'3„, 


R;  —  R; 
R;  — Rà 


AB         G'v„ 

ÂC  ^"b%7 


'-'!:: 


i^ 
w 


AT 


d'où 


C'ïo  ^  A^ 
Soient  fl',  -f  les  points  où  a  coupe     A'C  et  A'B'. 

d'où 


C'y 


A? 

CT 


C'p' 


Ay'  -  By 
A?'  -  Cp' 


Ay_ 
c't 

Ay 

AP' 


AT 


Ay 
B'y'   ' 

B'â: 


AB      _Çy 
AC  ■  B'a' 


_Ap_ 


AS 
B'Y'-  -^ 

Ay 


«/ 

/ 

.■/.\.-A 

I 

^v 

/-'-'-[ 

\ 

\ 

0        / 

'ï'o 

c 

Op'o  =  B'S. 


^ 
B^ 


B'y' 


A^ 
A^ 


d'où  enfin 

(1) 


B'Po       B'y'  ■ 

Si  la  droite  A  reste  fixe,  le  deuxième  membre  de 
cette  équation  reste  constant.  Donc  le  premier  reste 
aussi  constant.  Or  soient  â'o,  y'o  l^s  projections  de  I 
sur  les  parallèles  à  AC,  AB  menées  par  le  centre  0 
du  cercle  ABC. 


donc 


Oy'o  C'P' 


C".     Donc  A  trace  sur  A'B',  A'C,  deux  divisions  semblables. 


donc  le  point  I  décrit  une  droite  passant  parO. 

C'8' 

2.  Si  I  reste  fixe,     -^7-y 

By 

Donc  A  enveloppe  une  parabole  -  tangente  à  A'B',  .\'C',  et  tangente  de  même  à  B'C. 

Cherchons  la  directrice  de  celle  parabole.  Nous  allons  voir  que  c'est  la  droite  01. 

En  effet,  cherchons  à  mener  à  la  parabole  une  tangente  perpendiculaire  à  01.  Elle  coupera  B'.A'  et 
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C'A'  en  ■/',  P"  et  il  faudra  d'abord  que 

B'y"         0% 
Ensuite,  soient  b  et  c  les  points  où  Ofi„  et  0-;,',  coupent  la  perpendiculaire  à  01  en  I.  Il  faudra  que 

~"  \'P"  -h  C'A' 

A'y"  -+-  B'A'  ' 


06      or 

~  Oc  ~'ôï;, 

or 

''  Oy„ 

_    Oïn                  d'où 

A'B"         C'A'  . 
A'y"   "   B'A'  ' 

A'P" 

A'y" 

B'y" 

faudrait  donc  que  l'on  eûl 


A'C  ^   Oyo. 
A'B'         Op' 

relation  non  vérifiée  en  général.  Donc  les  équations  précédentes  n'ont  de  solution  que  si  p"  et  y"  sont  à 
l'infini.  Donc  l'axe  de  la  parabole  t.  est  normal  à  01.  Donc  la  directrice  est  parallèle  à  01,  et  comme 
elle  contient  forcément  le  point  0,  orthocentre  du  triangle  A'B'C,  elle  se  confond  avec  01. 

Donc,  en  résumé,  01  est  In  directrice  de  laparal/nle  tz  qui  touche  A  et  les  trois  côtés  du  triant/le  A'B'C. 

3.  Le  point  I  étant  donné,  la  parabole  t.  s'en  déduit.  Les  deux  droites  d  qui  passent  en  I  sont  les 
tangentes  issues  de  là-.   Elles  sont  rectangulaires,  puisque  I  est  sur  la  directrice. 

4.  La  droite  A  étant  donnée,  la  parabole  ^z  s'en  déduit.  Le  point  I  demandé  sera  à  l'intersection 
de  A  et  de  la  directrice. 

Nous  devons  chercher  dans  quels  cas  l'angle  de  01  avec  A  est  égal  à  un  angle  donné  6. 

Soit  F  un  point  du  cercle  A'B'C.  Menons  par  ce  point  sur  les  côtés  du  triangle  A'B'C  trois  obliques 
qui  les  coupent  sous  un  même  angle  0.  Les  pieds  de  ces  trois  obliques  sont  en  ligne  droite  et  il  est 
e.xtrêmement  facile  de  voir  que  la  droite  qui  les  joint  fait  l'angle  0  avec  la  droite  de  Simson  du  point  F, 
c'est-à-dire  avec  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  de  foyer  F  inscrite  au  triangle,  c'est-à-dire  aussi 
avec  la  directrice  de  cette  parabole.  Donc  celte  droite  répond  au.\  conditions  imposées  à  la  droite  A; 
c'est  donc  une  tangente  à  l'enveloppe  demandée. 

On  sait  que  L'enveloppe  ainsi  définie  est  une  Injpocyclo'ide  à  trois  rebroussements  tonr^enie  aux  t7-ois 
côtés  du  triangle  A'B'C. 

Si  l'on  appelle  G  le  centre  de  gravité  commun  des  triangles  ABC,  .VB'C.  le  centre  de  cette  liypo- 
cycloïde  a  pour  projection  sur  OG  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  A'B'C  et  la  droite 

qui  le  joint  au  point  0  fait  avec  OG  l'angle    (-^  —  0). 

L.  BICKART. 


Autre  solution  géométrique.  Soient  S,,  S.,  S,  les  centres  de  similitude  externes  et  .S;,  S:,.  S3  les 
centres  de  similitude  internes  ;  ces  points  sont  les  six  sommets  d'un  quadrilatère 
complet  dont  le  triangle  diagonal  est  ABC. 

1»  I.a  puissance  du  point  I  par  rapport  aux  trois  cercles  A,  B  et  C  est  égale 
à  celle  des  cercles  décrits  sur  les  diafionales  S|S',,  S^S!,  et  S3S3  comme  diamètres; 
donc  le  lieu  du  point  I  est  la  corde  commune  à  ces  trois  cercles  ;  cette  droite 
est  la  directrice  de  la  parabole  tangente  aux  quatre  axes  d'Iioiuothctie  ;  elle 
passe  par  le  centre  du  cercle  ABC  qui  est  une  position  particulière  du  point  I. 

2o  Le  point  I  étant  fixe,  la  parabole  précédente  est  fixe  car  elle  a  pour 
triangle  conjugué  ABC  et  pour  directrice  10;  les  quatre  axes  d'homothétie  res- 
tent tangents  à  cette  parabole. 

3"  Du  point  I  on  jieut  mener  deux  tangentes  à  celle  parabole  et  ces  tan- 
gentes sont  rectangulaires.  Nous  sommes  conduits  à  construire  ime  parabole 
connaissant  la  directrice  et  un  triangle  conjugué.  La  construction  suivante  se 
d(!duil  de  la  première  partie:  décrivons  un  cercle  (luch-omiue  de  centre   A,  puis  i\cu\  autres  cercles  de  centres 
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B  et  C,  de  façon  qu'un  point  I  de  la  directrice  soit  le  centre  radical  des  trois  cercles  A,  B  et  C,  les  quatre  axes 
d'homothétie  seront  quatre  tangentes  à  la  parabole.  Cette  parabole  est  d'ailleurs  inscrite  dans  le  triangle  dont 
les  sommets  sont  les  milieux  des  cotés  du  triangle  ABC. 

4°  La  droite  A  étant  donnée,  la  parabole  précédente  est  bien  définie  et  sa  directrice  rencontre  A  au  point  I 
demandé.  La  droite  10  est  cette  directrice. 

Pour  déterminer  l'enveloppe,  rappelons  les  propriétés  suivantes  relatives  à  la  droite  de  Simson  : 

Si  d'un  point  F  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C  on  mène  trois  droites  faisant  avec  les  côtés  du  triangle 
trois  angles  égaux  à  a  et  d  tns  le  même  sens,  les  sommets  de  ces  trois  angles  sont  sur  une  droite  A  gui,  lorsque  n 
varie,  enveloppe  la  parabole  inscrite  dans  le  triangle  et  de  foijer  F. 

L'angle  a  précédent  a  pour  complément  l'angle  fl  de  la  droite  A  et  de  la  droite  de  Simsoa  relative  au 
point  F. 

Les  démonstrations  de  ces  deux  propriétés  sont  faciles.  Lorsque  a  est  constant,  0  l'est  aussi,  le  point  F 
décrivant  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C  des  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC,  la  droite  A  enveloppe 
une  hypocyclûïde  à  trois  rebrousseraents.  En  particulier  quand    0  =:  0,     la  droite  A  est  la  ligne  de  Simson. 

Parro». 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Algîbre  et  Trigonométrie. 

I.  —  1604.  Soient  f('))  et  ti(0)  deux  fonctions  de  la  variable  indépendante  0,  et  soient  /"f))  et  o'(0)  leurs 
dérivées.  —  On  pose  : 

^  =  A6) -?'(«)>         !/  =  ?(")  + H"); 

X  =  f'{fi)  sin  e  —  ç'(e;  cos  0,  Y  =  f(D)  cos  6  -i-o\li)  sin  0. 

Démontrer  ijne  l'on  a  identiquement:     dx' -i- dy^  =  dX-+(iY*. 

II.  —  1605.  Former  l'équation  du  troisième  degré  qui  admet  pour  racines  les  longueurs  des  côtés  d'un 
triangle,  connaissant  :  le  périmètre  2p,  la  somme  des  trois  hauteurs  2A,  et  l'aire  S  du  triangle. 

AppU-ation  numérique  :  Calculer  les  trois  côlés  en  supposant  :    2p  =  là"  ;     2/i  :=  13", 60;    S  =  12">-. 

III.  —  1606.  On  donne  quatre  quantités  a,  b,  c,  d  réelles  et  différentes  entre  elles. 
Soit    f{x)  =  {x  —  a){x  —  b){x  —  c){x  —  d). 

l»  Déterminer  une  fonction  oi(a;),  polynôme  du  troisième  degré,  telle  qu'on  ait  : 
çii(fl;  =  6;  çi(6)  =  c  ;  çi((-)  =  d;  oi(rf)  =  a. 

2"  Si  l'on  permute  dans  çi(a;),  a,  b,  c,  d,  de  toutes  les  manières  possibles,  on  trouve 
six  fonctions  dift'érentes  :    oi(a;j,    oî{x),    03(3:),    Oi(x:),    fi(x),     ÇeM- 

1 
Soient    F(a;)   la  somme  de  ces  six  fonctions,  et    G{x)  =  f(x)  -+-  ^a;'F(ar)  : 

Former  la  fonction  G(a;),  et  étudier  la  variation  de  cette  fonction. 

30  Déterminer  les  deux  intégrales  indéfinies  :    rG{x)dx,      1  =-r-r. 

•'  J  G{x) 

13  juin,  de  7  h.  à  11  h.) 
Géométrie  analytique  et  Mécanique. 

1607.  —  On  considère  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Ùy,  ()j.  \   tout  point  M(x,  y,  z)  de 
l'espace  on  fait  correspondre  le  point  Q  de  coordonnées      — ; j-,     --; — ^—^1     0,     a  étant  une  constante.  Le 


236 


CONCOURS  DE  1907 


point  M,  dont  on  suppose  la  masse  égale  à  l'unité,  est  sollicité  par  une  force  MF,  dirigée  suivant  MQ  (et  dans 
le  sens  MQ),  et  dont  la  grandeur  absolue  est  égale  au  produit  de  MQ  par  un  coef- 
ficient donné,  h'-. 
/nfx.y.z)  [0  Evaluer  les  projections  de  la  force  MF  sur  les  axes  Ox,  Oy,  Oj. 

2»  Dans  le  champ  de  forces  ainsi  défini,  déterminer  les  surfaces  de  niveau  et 
les  lignes  de  force. 
/  ^  3"  Le  point  M  se  mouvant  sous  l'action   de  la  force  MF,  chercher  le   mouve- 

/q  ment  de  sa  projection  M'  sur  Os. 

4"  On  fera  voir  que  l'on  peut  disposer  des  conditions  initiales  du  mouvement 
du  point  M,  de  façon  que  la  trajectoire  de  ce  point  se  projette  sur  le  plan   des  xy 
suivant  un  cercle  donné,    de  centre  0,  et  de  rayon  R  supérieur  à  a.  —  Exprimer  dans  ce  cas  les  coordon- 
nées du  point  M  en  fonction  du  temps.  Tâcher  d'interpréter  cinématiquement  ce  mouvement. 

5°  En  supposant  toujours  remplies  les  conditions  initiales  dont  il  s'agit  au  4»,  démontrer  que  la  trajectoire 

du  point  M  est  une  courbe  algébrique  si  le  rapport     — ^j—    est  le  carré  d'un  nombre  rationnel. 


R^ 


Calcul. 


[4  juin,  de  7  II.  ù  11  h. 


„   .,  2-  400O 

So.t  .,.  =  _=  -j^. 

<»  Calculer  les  valeurs  numériques  de  chacune  des  quantités  :  sin  w,  sin  3(o,  sin  4(o,  sin  bw,  sin  9(o. 
2°  Calculer,  en  se  servant  des  valeurs  précédentes,  l'expression 

4(sin  w  -1-  sin  3(o  +  sin  4io  -t-  sin  5(o  -t-  sin  9io}2. 
N.-B.  —  Les  calculs  seront  faits  avec  des  tables  centésimales  à  5  décimales. 

(5  juin,  de  5  II.  ù  6  li.) 
Epure . 

1608    —  On  donne  deux  sphères  dont  l'une,   de  centre    0,    0',    a  un  rayon  de  20"°",  et  l'autre,  de  centre 
Oi,  0',,   a  un  rayon  de  oO"™  ;  leur  position  est  définie  par  les  cotes  du  croquis 

Bord  inférieur  Je Ten-fèlc  ci-COntre 

On  demande  : 

t"  de  circonscrire  à  ces  deux  sphères  un  hyperboloïde  de  révolution,  dont 
le  cercle  de  gorge  a  la"™  de  rayon,  et  est  situé  entre  les  deux  sphères  ; 

2°  de  représenter  le  solide  limité  par  ces  deux  sphères  et  la  partie  de  l'hy- 
perboloïde  comprise  entre  elles  ; 

3»  d'ombrer  ce  solide,  le  rayon  lumineux  ayant  la  direction  R,  R',  indiquée 
au  croquis. 

Pour  la  mise  en  place  de  l'hyperboloïde,  on  prendra  un  plan  vertical  auxi- 
liaire de  projection,  parallèle  à   OOi,  et  sur  lequel  (Oi,  0',)  se  projettera  en  0.j. 

Les  candidats  devront  indiquer  sur  l'épure  la  construction  d'un  point  de 
chacun  des  contours  apparents  de  l'hyperboloïde,  déterminer  les  asymptotes  de 
ces  contours,  construire  pour  chaque  courbe  d'ombre  un  point  et  la  tangente  en 
ce  point. 

Les  pai-lies  dans  l'ombre  seront  couvertes  de  hachures  ou  d'une  teinte  plate  légère  d'encre  de  Chine.  Les 
tangentes  et  asymptotes  seront  tracées  en  traits  mixtes  noirs,  et  les  lignes  de  construction  en  traits  pleins 
rouges. 


io           P""m"*1  I 

t lo'         1  \$i 

.; -j           1 

fcj 

\  10        p                 ! 

■4 

;          1  "  >s. 

•^ 

K^ 

•                   ''/K        1 

71Ù                1   '               1 

'                 1                   1 

■a 

;          1           10, 
!        1       ^^\ 

4 

1     /    '^^^ 
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{5  juin,  de  7  II.  il  i  1  li.) 


Physique. 


I.  — Thermomètre  normal  à  hydrogène. 

II.  —  Électromèlre  à  quadrants. 


IH.  —  1609.  In  récipient  fermé  dont  le  volume  est  de  JO  litres  à  la  température  de  50'  est  rempli  d'un 
gaz,  qui,  à  celle  température,  y  exerce  une  pression  de  50  atmosphères:  la  densité  de  ce  gaz  à  zéro  et  sous  la 
pression  d'une  atmosphère  est  1,5. 

1"  On  demande  le  poids  de  celle  masse  gazeuse,  le  gaz  étant  supposé  parfait. 
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2°  On  demande  la  pression,  si  on  chauffe  à  lOO»  le  gaz  toujours  supposé  parfait. 

30  On  demande  le  poids  dans  les  mêmes  condilions  (c'est-à-dire  10  litres  à  30°,  sons  la  pression  de  30  atmos- 
phères) si  le  gaz,  ayant  toujours  la  même  densité  à  0°,  sous  la  pression  d'une  atmosphère,  n'est  plus  un  "az 
parfait,  et  s'il  a,  pour  coefticient  moyen  de  dilatation,  sous  la  pression  constante  d'une  atmosphère,  0,003714 

entre  0°  et  50»,  et  0,003711  entre  0°  et  100°,  et  entin  s'il   a  pour  écart  de  la  loi  de  Mariotte    /'^^  —  l\ -*- 0  288 

\  pv  /         • 

à  50»  et  sous  la  pression  de  30  atmosphères. 

40  On  chauffe  ce  gaz  imparfait  jusqu'à  100»;  l'expérience  montre  que  la  pression  devient  65,3  atmosphères: 
on  demande  quel  est  l'écart  de  la  loi  de  .Mariotte  à  cette  température  entre  une  atmosphère  et  63,5  atmosphères. 

On  prendra  pour  coefficient  de  dilatation  du  gaz  parfait,  sous  la  pression  constante  d'une  atmosphère, 
0,00367;  pour  coefficient  de  dilatation  cubique  de  l'enveloppe  0,00004;  pour  le  poids  du  litre  d'air  à  zéro,  sous 
la  pression  d'une  atmosphère  1?,293. 

N.  B.  —  Les  questions  telles  que  le  3°  et  le  4°  pouvant  en  général  être  traitées  de  deux  façons  différentes 
suivant  que,  pour  raisonner,  on  commence  par  faire  varier  la  température  ou  la  pression,  on  fera  bien  d'exa- 
miner tout  d'abord  les  données  expérimentales  qui  sont  fournies,  car  là  marche  à  suivre  en  résulte. 

(3  juin,  de  S  h.  à  5  h.) 

Chimie. 

I.  —  Comparaison  des  acides  fluorhydrique,  chlorhydrique,  bromhydrique,  iodhvdrique,  au  point  de  vue 
des  modes  d'obtention  et  des  propriétés. 

II.  —  1610.  Un  métal  inconnu  M  donne  naissance  à  deux  chlorures  différents,  tous  les  deux  anhvdres, 
et  volatils  sans  décomposition. 

Le  premier  chlorure  a  pour  composition  :  .M  =  39,66  0/0;  Cl  =  60,34  0/0.  Il  bout  à  aïo»;  sa  densité  de 
vapeur,  rapportée  à  l'air,  prise  à  223°,  est  12,2:  elle  diminue  ensuite  régulièrement  jusqu'à  380°  où  elle  atteint 
6,08  ;  puis  elle  reste  constante  jusqu'à  500°  :  au  delà,  elle  décroit  lentement  au  fur  et  à  mesure  que  la  tempéra- 
ture s'élève. 

Le  second  chlorure  a  pour  composition  :  .M  =  49,63  0/0  ;  Cl  =  50,35  0/0.  Il  bout  à  535'^  ;  sa  densité  de 
vapeur  est  4,82  à  800'=,  et  se  maintient  constante  jusqu'à  1  200°. 

L'un  ou  l'autre  de  ces  chlorures,  traité  par  l'acide  sulfurique  concentré  et  chaud,  fournit  un  sulfate 
unique,  qui,  additionné  dune  solution  concentrée  de  sulfate  d'ammonium,  donne  un  alun  isomorphe  avec 
l'alun  ordinaire  d'ammonium  [SO'i  AzH')- -)- (SO')^.\l--t- 2iH-01.  Les  cristaux  de  cet  alun  analysés  ont 
donné  dans  deux  essais  :  13,97  0/0  et  14,03  0/0  de  métal. 

On  demande  la  valeur  la  plus  probable  du  poids  atomique  du  métal  M,  les  formules  des  deux  chlorures, 
l'explication  des  variations  de  densité  de  vapeur. 

On  connaît  la  densité  de  l'hydrogène  par  rapport  à  l'air  A  =  0,0693,  et  les  poids  atomiques  Cl  =  35,5; 
Az=14;     0  =  16;     S  =  32  ;     11  =  1. 

{4  juin,  lie  S  h.  à  4  h.) 


QUESTION  PROPOSÉE 


1611.—  Étant  données  trois  droites,  on  considère  toutes  les  hypocycloïdes  à  trois  rebroussemenls  tangentes 
à  ces  trois  droites 

l»  Lieu  du  centre  de  ces  hypocycloïdes  ; 

2û  Enveloppe  de  leur  cercle  inscrit; 

3°  Montrer  qu'il  existe  un  triangle  fixe  dont  les  côtés  coupent  sous  un  angle  donné  V  toutes  les  hypocy- 
cloïdes considérées.  Le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  et  son  centre  de  gravité  sont  fixes,  quel  que  soit 
l'angle  V. 

L.    BiCKART, 
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Concours  de  1906. 

1537.  —  On  donne  en  axes  rectangulaires  V'-quation  d'une  surface 

X-         V"  -' 

—r-^^-^-r^. Tï-  =  L  m<l. 

a-         0-         4c-  —  m-z- 

Quel  est  le  volume  compris  à  l'intérieur  de  celte  surface  entre  les  deux  plans     :  =  0     et     z  ^  c.     Cas 

où     m  =  0.     Ce  volume  sera  évalué  comme  somme  des  volumes  infiniment  petits  compris  entre  deux  plans 

infiniment  voisins  parallèles  à  xoy. 

Un  plan  parallèle  à  xoy  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  ayant  pour  demi-axes  : 

av/l  —,,"",  et  6v/l ""  • 

V  4c'^  ~  7)1^2 2  V  ic-  —  m-z- 

Entre  deux  plans  infiniment  voisins  de  cotes  :  et     :  -h  dz,     on  peut  confondre  le  volume  compris 

dans  la  surface,  avec  le  cylindre  élémentaire  ayant  pour  base  l'ellipse,  section  de  la  surface  par  le  plan 

de  cote  z  et  pour  hauteur  dz,  cylindre  qui  a  pour  volume 


Le  volume  cherché  est  donc 


\  ic^  —  m-z-   I 

\  =T.ab  l"(i-    .,"',,  W 
J 0  \  4c-  —m-z-  I 


Calculons  d'abord  l'intéifrale  indéfinie 


/7l  -  ''  \d-  ^  --H—   /•-"''■' -i- 'ic'  ^.        ^g-    Ç         dz 

J    \  4e-  —  rn-z-  1  m-,'       4c^  —  vi^z-       "         ?«-  .'     4c^  —  ;«"-:- 


4c-     r dz^ 

In^J     4c^  —  ? 


Or, 


Donc 


f         d-  _     ^    r  /'       '^"  /  •       dz        "I  _      1    ,    •2c  +  mz 

I     4t- — m-z-  4c  \_J    2c-i-mz        ,'     -le — 7/1:  J        icm      2e — mz 

=  -abc\  1  H -L )  . 

\  m-         ne       2  — m  / 


Vr=  T.ab\  n 


m-         m'       2c  —  mz 
Dans  le  cas  où    m  =  0    (ellipsoïde),  on  a  à  chercher  le  volume 


D'ailleurs 


et  par  suite 

llitaéc 

C'est  d'ailleurs  le  résultat  qu'on  trouverait  un  cherchant  vers  quelle  limite  tend  l'expression  précé- 
dente quand   m   tend  vers  (t. 

G.  COTTY,  élève  de  l'École  normale  supérieure. 

Autres  solutions  de  MM .  I'    lliuzAnn  ;  Cottv  André,  lycée  de  Dijon  :  Emile  Dkvodi:oix  ;  G .  Foccbt,  à  Koanne  ;  Il .   Janois,  à 
Nantes  ;  Lamottic,  lycée  Janson  :  \V.  .Mérigot,  à  Paris  ;  G.  Pêlissieh,  à  Toulouse  ;  PaulSinicozï  à  Pannunhalma  (Hongrie). 
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1538.  —  On  donne  un  arc  de  cercle  JILN,  de  longueur  l  fixe,  pris  dans  un  cercle  de  rayon    OM  =  a; 
et  de  centre  0. 

Etudier  la  variation  de  la  surface  du  triangle  OMN  quand  x  varie. 
Peprésentation  grnphigue  de  la  variation. 

Désignons  par  y-  l'angle  LON,  et  distinguons  deux  cas  suivant  que  cet  angle  est  aigu  ou  obtus. 
Dans  le  premier  cas,  on  a  pour  la  surface  du  triangle  OMN 

S,  =  --ÔM%in2a 
2 

1  — ,  1  -, 

et  dans  le  second    S,  =  — DM  sin2(-— a)  = 0\rsin2a. 

2  ^  z  2 

En  convenant  de  considérer  la  surface  comme  positive  dans  le  premier  cas 
et  comme  négative  dans  le  second  ;  on  aura  la  formule  applicable  à  tous  les  cas, 


1  — ■. 
S  =  •--0M'sin2a. 


a  devant  varier  de  0  à 


Prenons  pour  variable  le  rayon  ÛM  =  r,    lié  à  l'angle  ï  par  la  relation  /  =  2aj,     d'où     a-  = 

i  l 

nous  sommes  ramenés  à  étudier  la  variation  de  la  fonction     S  =  —x-  sin  —, 

2  .T 

la  variable  indépendante  .r  variant  de  — —  à     -+-  x  . 


2a  ' 


S   aura  une  valeur  négative  pour 


positive  pour    —  <x<:;-4-x      (—>">  0 


k<^<^7.  (:>^>i} 


et  une  valeur 


Sa  dérivée  est 


.11  l 

X  sm cos  —  » 


Z         / 


et  on   trouve  aisément  que    pour      x  =  -— < 

"Itz 
l  l  I 

elle  a  pour  valeurs     — — ?    — » ^• 

Pour  étudier  le  signe  de  cette  dérivée,  nous  prendrons  son 

expression  en  fonction  de  l'angle  »  : 

/  /  /  cos  i^  ,     „  , 

S'  =  —  sin  2a cos  2a  =  — (tg  2»  —  =<) . 

2a  2  2a 

Tout  revient  à  connaître  le  signe  de  la  diflérence  tg  2a  —  a 
quand  a  varie  de  0  à  t:  Pour  cela  nous  construirons  les  deux 
courbes  Z,  =  tg  2a,  Z,  =  a. 

Leur  point  de  rencontre  correspond  à  une  valeur  x,  com- 

prise  entre  —  et  -j--     La  figure   indique    comment   varie  le 
sii,nie  de     tg  2a  —  a     et  on  en  déduit  le  tableau  suivant  : 


a 

0 

T 

-> 

'i 

3- 
4 

^ 

ces  2a 

-+- 

- 

- 

-+- 

tg2a-a 

-+- 

- 

- 

- 

^ 

- 

S' 

+ 

0 

— 
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Revenons  à  la  variable  x  ;  x  croissant  de    -r—  à  — >    1  angle  x  décroit  de   -  à    — >    b'  est  d'abord 


négatif,  s'annule  pour    Xi  = 


et  devient  positif  ;  S  commence  par  décroître  de  0  à  un  minimum 


négatif  et  croit  eiiï^uile  jusqu'à    0;  puis  x  croissant  de 

—  à     +  30  ,     a  décroît  de  —  à  0,    S'  est  encore  positif 

et  S  croit  depuis  0  jusqu'à     -+-  x  . 

Pour   étudier  la  branche  inlinie   de   la  courbe,  on 

/ 
développera   sin  —  en  série: 


La  courbe  admet  pour  asymptote  la  droite     S 


/ 


en  A  a  pour  coefficient  angulaire     — 


et  se  place  au-dessous  de  cette  asymptote.  La  tangente 
en  B,  elle  est  parallèle  à  l'asymptote  ;  la  courbe  présentera 


donc  un  point  d'inflexion  entre   B  et  le  point  à  l'infini. 

Bonne  solution  de  M.  G.  Cottt,  élève  de  l'École  normale  supérieure. 

Autres  solutions  de  MM.  A.  Cotty,  lycée  de  Dijon  ;  Emile  Devolcoox  ;  P.  Brizabd. 


1539. —  Une  ellipse  de  forme  et  de  grandeur  données  dont  on  désignera  par  a  et  b  les  demi-axes  se 
déplace  dans  son  plan  en  restant  tangente  à  deux  drnilcs  rectangulaires  OX  et  OY. 

On  demande  les  lieux  décrits  par  son  centre  el  par  ses  foyers.  Examiner  le  cas  particulier  où  l'ellipse 
se  transforme  en  parabole. 

Désignant  par  x,,  j/o  les  coordonnées  du  centre  C,  par  a  l'angle  du  grand  axe  de  l'ellipse  avec  OX, 
on  aura  l'équation  de  l'ellipse  sous  la  forme 

[(x  —  j'o)  cosa-i-(t/ —  ;/o)  sin  ï^^         [ — (j?  —  a:,,)  sin  a -i- (y  —  y,,)  cos  »]- 


b' 


On  exprimera  que  cette  ellipse  est  tangente  aux  axes  de  coordonnées  en 
écrivant  qu'elle  rencontre  chacun  d'eux  en  deux  points  confondus,  ce  qui 
donnera  les  conditions  suivantes 

(1)  x'i  =  a-  cos-  a  -H  ft'  sin-  a, 

(2)  1/5  =  a-  sin-  x  -h  6-  cos-  a. 

Ajoutant  membre  à  membre,  de  façon  à  éliminer  a,  et  remplaçant  x^,  y^  pardes  coordonnées  cou- 
rantes, il  vient 

a;*-4-yS  =r  a-  -i-  b- . 

Le.  centre  C  se  déplace  donc  sur  un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  des  coordonnées  et  pour 
rayon  \/a^  -+-  b^  ;  résultat  évident  a  priori  puisque  le  point  G  appartenant  au  cercle  orthoptique 
relatif  à  l'ellipse,  sa  dislance  au  centre,  OC,  est  égale  à     v^a'  -hb'. 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  équations  (1)  et  (2)  ne  fournissent  des  valeurs  réelles  pour  tgi  que 
si  l'on  a 


{xl  —  a^){xl  —  b')  <  0,       d'où       A  <  I  xo  |<  a 


et 


{yl  -  <^)iVÎ  -  l")  <  0>       J'où       b  <  I  y,  I  <<i . 
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Le  lieu  se  compose  donc  uniquement  des  quatre  arcs  de  cercle  pour  lesquels  ces  inégalités  st)nt 

vérifiées. 

Cela  posé,  on  aura  pour  coor- 
données des  foyers  F  et  l"' 

(3)  X  :=  x„±c  cos  ï. 

(4)  y  =  .Vo  — "^  sina, 
d'où  on  déduira  le  lieu  des  foj'ers 
en  éliminant  .r,),  i/o  et  a  entre  les 
quatre  équations  (1),  (2),  (3)  et  (i). 

Four  faire  cette  élimination, 
nous  remplacerons  dans  (1)  et  {'2), 
•ï'o  ^'  î/o  P^ï"  leurs  valeurs  tirées  de 
(3)  et  (4),  ce  qui  donne 

X-  zç:  "icx  cos  »  =  6S 
y-  q:2cj/  sina  =:  />■'. 
Éliminons   l'angle    «,    il  vient 
pour  l'équation  du  lieu 


X '—}   H-l  ;/ 


y  I 


4c', 


x^y\x''-  +  y-)  —  'w^xHf- 

-\-  h\x-  -V-y"^)  =0. 
C'est  l'équation  d'une  courbe 
du  sixième  degré  symétrique  par 
rapport  aux  deux  axes  de  coordonnées  et  présentant  à  l'origine  iiu  point  double  isolé.  En  transformant 
en  coordonnées  polaiies,  on  obtient  l'équation 


?=±[\A^- 


0       bicarrée  en  o,  et  qui  donne 
iin2a)  ~  V  "         sin2w  j' 


La  discussion   de   cette  courbe  ne  présente  aucune  difficulté.  La  figure  ci-contre  a  été  construite  en 

supposant    «  =  ftv'S. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  le  lieu  du  centre  est  rejeté  à  l'infini.  L'équati^m  du  lieu  des  foyers  se 

réduit  (en  supposant  que  a  augmente  indéfiniment,  —  tendant  vers  /v),  à  la  forme 


on    coordonnées    cartésiennes    et 


ou    mieux 


p  =  — ï ,     en  coordonnées  polaires. 

sin  2<t) 

Pour  obtenir  directement  ce  résultat,  nous  pouvons  partir  de 
l'équation  d'une  parabole  de  paramètre  p,  ayant  pour  foyer  le 
point  .fo,  y,  et  dans  laquelle  l'axe    ferait  l'angle  oc  avec  Ox.  Celte 
équation  est  de  la  forme 
[—  {x  —  a-„)  sin  a  +  (y  —  >/„)  cos  «]- 

=  2//{x  —  x„)  cos  =<  -K  (y  —  yo)  sin  »]  -h  p'. 
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En  exprimant  que  celle  parabole  est  tangente  aux  axes,  on  obtient  les  deux  conditions 


Xq 


!/o 


d'où  l'équation  du  lieu 


FS== 


P 


zoos  a 

J_      ^  -  A 

C'est  l'équation  d'une  Kreuzcurve.  Si  F  désigne  le  foyer  d'une  parabole  tangente  aux  axes,  H  et  K 
ses  projections,  la  droite  HK  est  la  tangente  à  la  parabole  en  son  sommet  S.  Dans  le  triangle  rectangle 
FHK,  on  a  la  relation 

\  1      _     < 

—F  FÏÎ'        Fk'         FS" 

s\      i                    ,,  ,                                              I          1          4 
d  ou  l'équation  du  lieu  de  F  :    — -h = 

i'       y-       P' 

~x  Remarque,  —  Si  on  désigne  par  x  et  y  les  coordonnées 

du  foyer  F,  par  a;' et  y'  celles  du  foyer  F',  on  a,  d'après 
les  propriétés  connues  de  l'ellipse  : 

xx'  =  y  y'  =  II-  \ 

d'autre  part,  la  dislance  focale  FF'  est  égaie  à  2c  :     (.r  —  x'f  +  {y  —  y'f  =  4t-. 
On  en  déduit  l'équation  du  lieu  des  foyers     (x )   -^  (y )    =  ic-. 


Bonnes  solutions  de  MM.  H.  Janois,  h  Nantes  ;  M.  Lamotte,  lycée  .lanson  ;  G.  Fcucnv,  à  Roanne. 


1540.  —  Un  système  formé  par  deux  tiges  articulées  homogènes  OA  et  AB  de  longueurs  l  et  l  et  de 
poids  ra  et  m'  est  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  de  son  extrémité  G  qui  est  fixe.  L'extrémité  B  (/*;  la 
seconde  tige  peut  glisser  avec  frottement  sur  la  di-oite  horizontale  OX.  Une  surcharge  P  étant  fixée  en  un 
point  M  de  la  tige  OA,  on  demande  quelles  sont  les  positions  du  point  M  qui  sont  compatibles  avec  l'équi- 
libre du  système. 

Soient  S  la  réaction  du  point  0  sur  la  barre  OA,  T  et    —  T     les   réactions  au   point  A  et    R  la 
réaction  oblique  de  la  droite  OX  sur  la  tige  AB. 

Nous  désignerons  par  x  la  distance  du  point  0  à  la  ligne  d'ac- 
tion de  la  surcharge  P. 

1.  lùiuililire  de  la  tige  OA.  —  La  tige  OA  est  en  é([uilibre  sous 
l'action  des  poids  P  et  ra  et  des  réactions  S  et  — T  ( — X',  — Y'). 
Sur  les  trois  équations  d'équilibre,  les  deux  premières  donneraient 
les  composantes  de  S  qu'il  est  inutile  de  calculer  ;  en  prenant  les 
moments  par  rapport  au  point  0,  on  aura  une  troisième  équation 
indépendante  de  S,  savoir 


(«) 


P..1— "'.-^— Oll.Y  -hllA.X'  =  0. 


2.  I.'quilihrc  lie  In  ligr  AB.        La  lige  AB  doit  être  en  t'(iuilibro  sous  l'action  de  son  poids 
réactions  B(X,  Y;  et  T(X',  Y').  Les  deux  équations  de  projections  nous  tionuent 

X  +  X'  =  0,  Y-l-Y'  =  ra'. 


H  des 
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Prenons,  pour  simplifier  les  calculs,  les  moments  par  rapport  au  point  A  et  nous  aurons  l'équation 

(2)  HB.Y-T-HA.X  =  Ti,.-!il. 

Il  nous  reste  à  calculer  les  composantes    X,  Y   de  la  réaction    R   et  à  exprimer  qu'elle  fait  avec  la 

normale  un  angle  inférieur  ou  au  plus  égal  à  l'angle  de  frottement,  ou  encore  que     \~\  <  f. 

Remplaçant  dans  l'équation  (1),  X'  et  Y'  par  leurs  valeurs     X'  =  —  X,     Y'  =  ra'  —  Y, 
il  vient 

OH. Y— HA. X  =  Pr-H  tt,. -il  +  t^t'.OH, 

et  ajoutant  membre  à  membre  avec  l'équation  (2),    OB.Y  =  Px-(-ro.— — |-ci'(OHh — 5—)' 

d'où  on  déduit  aisément  HA .  OB .  X  =  —  HBl  P.r  -1-  (ra  +  ra')  -—  I . 


La  condition  d'équilibre  du  système  sera  donc 

IXI        HB  2Pa;-l-(m-t-nT')0H 


^A 


|Y|        HA     2Px-i-ra.OH-t-rai20H  +  HB) 
ou  encore 

HB[2Px- -i- (cj  -h  t3')0Hj  <  /•HA[2Pa; -i-  (ra-i-  m) . OH  +  ra'OB] . 
Remarquons  d'abord  que  cette  condition  est  remplie  d'elle-même  et  quel  que  soit  x,  si 

HB</'.HA; 

c'est  le  cas  où  la  tige  AB  ferait  avec  la  verticale  un  angle  inférieur  ou  au  plus  égal  à  l'angle  de  frotte- 
ment; sinon  il  faudra  que  l'on  ait 

Bj'.HA.OB                                     ,  tn'        HA.OB           r^^ro'   ^„ 
2P.-^(.  +  .')0H=,^^^^-^^  ou  ,^f-.^^-^ ^.OH. 

Or  X  est  essentiellement  positif  et  de  plus  inférieur  à  OH  (si  l'on  suppose  du  moins  la  tige  OA 
limitée  au  point  A).  La  limite  trouvée  pour  x  ne  sera  positive  que  si 

HB 
HB  (ra  +  m"jOH  HA 


f> 


HA      (m^nj')UH-f-n5'.0B  ,  ra'.OB 

1  -+- 


Elle  sera  !^  OH,     suivant  que     f 


(nî-l-ra')OH 

HB 
(2PH-ra-^ra)0H  HÂ" 


>""'     -""""^4"'^     '  >  HA     (2P  +  ^--^')0H-^Tn'.0B    -  n,'.OB 


(2P-+-ra-+-73'jOH 


En  résumé,  si  /'> 


HB 
HÂ 


ra-.Uli 


(2P-|-n5-r-Cj')OH 

l'équilibre  aura  lieu  pour  toute  position  du  point  M  entre  0  et  A. 

HB  HB 


'.OB  --'    -  j^'oB 

1  H TTITTT-  1 


(cî-+-td')0H  (2P+7;t-Lt3')0H 

l'équilibre  n'aura  lieu  que  si  x  est  inférieur  ou  au  plus  égal  à  la  limite  trouvée  plus  haut. 
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Enfin  si  f  <. 


HB 
lîÂ" 


ra'.OB 


TTT  +  ra'jOH 

l'équilibre  est  impossible  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  tige  OA. 

Examinons  le  cas  particulier  où  les  deux  tigfs  auraient  même  longueur  et  même  poids 

/  OB 

(ra  =  r^'  et  UH  =  HB  =  -^ 

En  désignant  par  a  l'angle  HAB,  on  aura  les  résultats  suivants  : 

Si     />■ -^- l'équilibre  aura  lieu  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  entre  0  et  A 

^  +  pTT7 

te  a  ,.        1  .  ,,•      -.-L        .1-  ■  ^     ^.x  ^/cosa  —  sinat 

Si >/>-rtK'j^,     1  équilibre  n  aura  heu  que  SI      a-<Tr"OH-? ; 

w  t  P  sina  —  fcos-x 


P-+-ra 


Enfin  si    f<^  -^  tg  =<    l'équilibre  n'aura  lieu  pour  aucune  position  du  point  M. 


P.  L. 


1B41.  —  Étant  donnés  les  points  (s,  s'),  {si,  s'i)    et  (o,  a')  définis  par  le  croquis  ci-joint  (sur  lequel  la  figure 

ss'S[s\  est  un  rectangle),  on   demande  de  représenter  la  partie  du  solide  commun  aux  deux  cônes  de  sommtls 

^„  is,  s')  et  (si  s'i)  circonscrits    à  la  splière  de  centre  (o,  o')  et  de  rayon  égal  à  J"^,  qui  est  limitée 

>  inférieurement   au  plan  tangent  horizontal  inférieur  à   cette  sphère. 

H'         I   ;„  On  construira,    en  outre,    Vombre  propre  de  ce  solide   supposé  opaque  et  éclairé  par  des 

\        I  rai/ons  patalli^es  à   {H,  R')  dont  les  projections  sont  à  43"  sur  la  direction  des  lignes  de  rappel. 

J.0'  ' 

I  Nota.  —    Le    contour  apparent  et   les  arêtes  du  solide  conservé  seront   dessinés   en  noir 

/  I  {avtc  les  parties  cachées  en  pointillé),  la  séparatrice  de  Vombre  en  bleu  (avec  aussi  les  parties 

I  cachées  Ln  pointillé)  ;  tout  le  reste  en  rouge.  On  couvrira  d'une  teinte  légère  ou  de  hachures  les 

I  parties  vues  dans  l'ombre. 
S,                S  Contours  apparents  des  deux  cônes.  —  11   stiflit  de  mener  par  les  projections  verticales 

i' et  s\  des  deux  sommets  les  tangentes  au  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  donnée  o'  pour  obtenir  le 
contour  apparent  vertical  de  chaque  cône.  Le  cône  S  ayant  son  axe  vertical  n'a  pas  de  contour  apparent 
horizontal,  mais  sa  surface  sera  limitée  par  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  Inférieur  tangent  à  la  sphère,  plan 
que  nous  prendrons  pour  plan  horizontal  de  projection  ;  cette  trace  est  le  cercle  de  rayon  oa.  Le  cdne  Si  a  pour 
contour  apparent  horizontal  les  tangentes  menées  de  i|  au  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  donnée. 

Sa  surface  est  limitée  par  sa  section  horizontale  située  dans  le  plan  de  projection.  Nous  avons  un  sommet 
de  celle  section,  (pii  est  ici  une  ellipse,  au  point  q',  q  et  nous  avons  le  centre  en  projection  verticale  au  milieu  «' 
du  segment  intercepté  sur  la  ligne  de  terre  par  les  deux  génératrices  de  contour  apparent  vertical.  Ix  petit  axe 
de  l'ellipse  est  la  corde  de  bout  du  cercle  section  droite  u'v'  menée  par  le  point  i'  et  dont  la  moitié  est  rabattue 
en   l'y,',  ce  qui  détermine  le  sommet  j  du  petit  axe  et  par  suite  permet  de  tracer  l'ellipse  qnj. 

Les  génératrices  de  contour  apparent  vertical  sont  pour  chaque  cône  dans  le  plan  de  front  de  leurs  axes,  qui 
contient  le  centre  de  la  sphère,  et  par  suite  ont  pour  projections  horizontales  la  droite  sio  ;  les  génératrices  de 
contour  apparent  horizontal  du  cône  Si  ont  pour  projections  verticales  les  droites  joignants',  aux  projections 
verticales  des  points  de  contacts  tel  que  6  de  chaque  génératrice  avec  le  cercle  équaleiir  de  la  sphère.  Ces 
deux  génératrices  sont  ici  dans  un  plan  de  bout  et  ont  même  projection  verticale  s\b'. 

Intersection.  —  Les  deux  cônes  étant  circonscrits  à  la  môme  sphère,  se  coupent  suivant  des  courbes  planes 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires  au  plan  des  axes,  ce  sont  donc  des  plans  de  bout  ;  leurs  traces  passent  par 
les  points  d'Intersection  dos  génératrices  situées  dans  le  plan  méridien  des  deux  cônes  et  les  deux  courbes  sont 
des  ellipses  ayant  pour  projections  verticales  les  dioites  c'd'  et  e'/  •  Les  deux  cônes  aduiellaiit  poui-  i)lan  de 
symétrie  commun  le  plan  de  front  des  axes,  ces  ellipses  ont  un  axe  de  symétrie  dans  ce  plan  ;  l'autre  lui   étant 
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perpendiculaire  est  une  droile  de  bout  se  projetant  horizonlaleinent  en  vraie  grandeur,  et    donnant  l'un  des 
axes  de  la  projection  liorizonlale  ;  le  second  est  doncla projection  horizontaledu  premier,  soitcd  pour  l'une  des 


vr-îS' 


;   lii!  ^^^    il  1 


V 


ellipses  et  ef  pour  l'autre.  Pour  avoir  la  longueur  do  l'axe  de  l.iout  il  suflit  da  mener  par  le  milieu  de  l'autre 
axe,  g,  g'  par  exemple  dans  la  seconde  ellipse,  la  droite  debout  qui  perce  le  cône  aux  deux  sommets  de 
l'ellipse.  On  obtient  ces  points  en  menant  la  section  droite  du  cône  vertical  par  le  point  g,  g',  ce  qui  donne  le 
cercle to'/i',  u,h,  dont  l'axe  cherché  est  la  corde  de  bout  passinl  par  le  point  g.  On  a  donc  en  k  l'un  des  sommets 
de  l'ellipse  ef,  qui  est  ainsi  complètement  déterminée. 
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On  répèle  la  même  construction  pour  la  seconde  section,  ce  qui  donne  la  seconde  ellipse. 

Il  y  aintérèt  k  déterminer  directement  les  points  où  chaque  ellipse  touche  le  contour  apparent  horizontal 
du  cône  Si  :  ce  sont  évidemment  les  points  oii  les  généralrices  du  contour  apparent  horizonlal  traversent  le 
plan  de  chaque  section.  On  les  a  immédiatement  en  projeclion  verticale  /'  et  m',  d'où  les  points  l  et  i»  el  leurs 
symétriques  par  rapport  k  sto. 

Solide  commun.  —  Le  solide  commun  est  limité  par  la  portion  de  surface  de  chaque  cône  située  dans  celui 
des  dièdres  formés  parles  plans  sécants  qui  ne  contient  passon  sommet  etpar  le  plan  horizontal  de  projection  ; 
chaque  ellipse  forme  une  sorte  d'arclequi  sépare  la  surface  de  l'un  des  cônes  de  la  surface  de  l'autre; 
l'ellipse  CD  est  entièrement  conservée,  mais  l'autre  est  entamée  par  le  plan  horizontal,  qui  la  coupe  suivant  la 
corde  pn  qui  sépare  les  faces  planes  du  solide  appailenant  à  chacun  des  cônes.  Cette  corde  limite  en  même 
temps  l'arc  de  cercle  nap  et  l'arc  d'ellipse  caché  nqp  qui  forment  deux  autres  arêtes  du  solide  commun.  L'arc 
d'ellipse  nmep  est  entièrement  vu  en  projection  horizontale,  parce  qu'on  doit  seulement  conserver  la 
portion  de  génératrice  Im  et  sa  symétrique  par  rapport  à  sio  ;  l'autre  ellipse  ccl  est  entièrement  vue. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  tracer  la  corde  pn  qui  sépare  les  deilx  sections  de  chaque  cône  par  le  plan  horizontal, 
parce  qu'on  n'iniliquc  pas  que  les  concs  soient  de  substances  différentes. 

Ombre  propre  du  solide  commun.  —  Nous  l'obtiendrons  en  cherchant  sur  chaque  cône  les  deux  génératrices 
d'ombre  propre  et  en  ne  conservant  que  la  portion  qui  appartient  au  solide  commun.  Il  est  bien  évident  en 
effet  que  la  portion  du  cône  S,  par  exemple,  qui  fait  partie  du  solide  commun  ne  peut  porter  d'ombre  sur  la 
surface  de  l'autre  cône  Si,  puisque  cette  surface  Si  est  intérieure  au  cône  S  et  par  suite  ne  peut  être  entamée 
par  aucun  des  plans  tangents  au  cône  S  qui  donneraient  l'ombre  portée. 

Menons  donc  par  le  sommet  de  chai[ue  cône  une  parallèle  k  la  direction  des  rayons  lumineux,  et,  par  la 
trace  de  celte  droite  sur  le  plan  de  base  correspondant,  menons  les  tangentes  k  cette  base;  elles  donneront  les 
deux  génératrices  de  contact  qui  séparent  la  partie  éclairée  de  la  surface  qui  est  dans  l'ombre.  Pour  le  cône  S 
nous  avons  pris  la  base  horizontale,  et  pour  le  cône  Si  nous  avons  pris  comme  base  la  section  r't'  commune  au 
cône  et  au  cylindre  vertical  circonscrit  à  la  sphère,  parce  qu'elle  se  projette  horizontalement  suivant  le  cercle 
ot.  La  trace  du  rayon  lumineux  issu  de  Si  sur  ce  plan  est  u'j,  ai,  d'où  les  génératrices  s,^  et^i-j-,  qu'il  suffit  de 
projeter  verticalement  en  Sj'^'  et  s,'y'.  On  n'en  doit  conserver  que  les  segments  ï,5,  r/o'  et  Xja,  Xy. 

Sur  le  cône  vertical  on  ne  conservera  de  même  que  les  portions  r,i5i  et  ).i;ji,. 

Les  génératrices  de  contour  apparent  séparant  sur  chaque  surface  la  partie  vue  de  la  partie  cachée  en  pro- 
jection, la  distinction  des  parlies  vues  et  cachées  de  l'ombre  propre  n'offre  aucune  difliculté. 
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1565.  —  On  fait  détoner  dans  un  appareil  résistant,  de  volume  intérieur  égal  à  21  litres  et  plongé  dans 
une  enceinte  à  iempératui'e  constante  et  à  0°,  un  mélange  d'oxi/gène,  d'hydrogène  et  de  méthane  dont  la 
pression  est  de  4k!-',200  avant  l'explosion.  On  suppose  que  les  gaz  suivent  rigoureusement  les  lois  de  Mariotte 
cl  de  Gay-Luisac,  et  qu'en  fin  d'explosion,  il  ne  reste  que  de  l'acide  carbonique  et  de  la  vapeur  d'eau. 

Déterminer  : 

1°  Les  quantités  des  trois  gaz  entrant  m  réaction,  sachant  qu'il  >j  a  '3  fois  jilus  (t'oxi/géne  que  d'hydro- 
(jime  en  volume  dans  le  mélange  ; 

2"  La  pression  finale  â  l'intérieur  de  l'appareil  quand  la  température  ititérieurc  est  redevenuc  0°,  en 
admettant  qu'à  celle  température  la  tension  de  la  vapeur  de  In  glace  est  nulle,  qu'elle  n'a  dissous  aucun  gaz 
cl  que  sa  densité  est  0,000  à  cette  température. 

On  fait  ensuite  passer  dans  un  tube  à  ponce  sulfurique  l'acide  carbonique  provenant  de  la  réaction 
précédente  el  les  gaz  provenant  de  la  décomposition,  par  de  l'acide  sulfurique  concentré,   de  2.')^  grammes 
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d'acide  oxalique  pur  à  deux  molécules  d'eau.  Après  passage  dans  ce  lubc,  les  gaz  sont  reçus  dans  un  ballon 
de  Ti  litres  de  capacité  intérieure  à  la  température  de  27"  et  maintenus  à  celte  température.  On  ajoute  dans 
ce  ballon  de  la  potasse  caustique  en  quantité  sufflsante  pour  absorber  tout  ce  qui  est  absorbnble  et  on  fait 
passer  le  résidu  final  sur  du  chlorure  cuivreux  ammoniacal. 

Déterminer  l'augmentation  de  poids  des  tubes  à  ponce  et  à  chloi-ure  cuivreux  et  la  pression  à  27»  des 
gaz  dans  le  ballon  avant  el  après  addition  a  cette  température  de  la  potasse  caustique,  le  volume  de  cette 
potasse  en  morceaux  ajoutée  est  rfe.SOUcii^  Elle  est  supposée  ne  pas  varier  de  volume  du  fait  de  l'absorption. 

On  s'appuiera  sur  la  propriété  qu'une  molécule  de  gaz  occupe  22", 32  à  0"  sous  760""  dépression. 
C  =  12,     0  =  1(J,     H  =  i  ;     densité  du  mercure  à     0°  =  13, ti. 

1"  Les  réactions  produites  sont  représentées  respeclivemonl  par  les  équations 

H2  +  0=H^0,  CH'-h20- z^C0--h2H20. 

Représentons  par  n  le  nombre  des  molécules  d'hydrogène  contenues  dans  le  mélange  ;  le  nombre 
des  molécules  d'oxygène  sera  3)1  et  comme  la  combustion  de  l'bydrogène  en  a  consommé  — ,  il  y  en  a 

ri 

eu  -^)i  de  consommées  par  la  combustion  du  méthane.  Le  nombre  des  molécules  de  ce  dernier  gaz  est 

o 
donc  -,-  ".  Les  volumes  des  trois  gaz  :  o.xygène,  hydrogène  et  méthane  sont  par  suite  entre  eu.\  comme 

3,  1,— ou  12,4,0.   Or  remarquons  que     12 -!- i  ^5  =  21  ;     on  peut  donc  dire  que  l'appareil  contient 

avant  l'e.xplosion  12  litres  d'oxygène,  4  d'hydrogène  et  o  de  méthane  sous  la  pression  commune 
de  4kt,20O. 

Sous  la  pression  atmosphérique  de  Ut.-, 0336,  une  molécule  ou  32^  d'oxygène  occupe  le  volume 
22',32.  Le  poids  de  l'oxj'gène  est  donc 

12  4200 

On  trouve  de  même  pour  le  poids  de  l'hydrogène  lg,4o6  et  pour  celui  du  méthane  14s,o6. 

2"  D'après  les  poids  d'hydrogène  et  de  méthane  brùlé<.  le  poids  de  l'eau  produite  est 

18  36 

— -  > .  1 ,436  -+-  -r^  X  14,36  =  43i-',864. 
2  16 


Son  volume  à  l'état  de  glace  est 

4.5.864 


U.'.l 


50,97    ou  sensiblement    ol":™' 


D'autre  part,  le  volume  de  l'acide  carbonique  produit,  égal,  dans  les  mêmes  coodilions,  à  celui  du 
mithane,  serait  de  o  litres  sous  la  pression  de  4ts,200.  Le  volume  étant  21  —0,051  =20,949,  la 
pression  sera 

^'-«°X2ô|i9='"'««'^^- 
ce  qui  équivaut  à  une  hauteur  de  mercure  de  737»°',  I. 

3°  La  décomposition  de  l'acide  oxalique  en  présence  de  l'acide  sulfurique  est  représentée  j)ar 
l'équation 

G-0'll^  211-0  =  CO-h  CO-  --  3H-0, 
qui  montre  qu'avec  232'  d'acide  oxalique  on  a  .56^  d'oxyde  de  carbone  et  88'  d'acide  carbonique. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


L'auTnenlation  de  poids  des  tubes  à  ponce  doit  être  à  peu  près  nulle,  l'eau  ayant  été  retenue,  dans 
l'appareil  producteur,  par  l'acide  sulfurique. 

Le  chlorure  cuivreux  ammoniacal  absorbant  l'oxyde  de  carbone,  l'augmentation  de  poids  des  tubes 
à  chlorure  est  de  56? . 

44 
Le  "az  carbonique  provenant  de  la  combustion  de  14^,56  de  méthane  pèse     14,56;-^ -7—  =  40,04. 

Nous  avons  donc  maintenant  un  mélange  de    40,04  -h  88  =  i28?,04    de  gaz  carbonique  et  de  o6b  d'oxyde 
de  carbone.  Son  volume  sous  la  pression  atmosphérique  et  à  0°  serait 

1^8,04       j6. 
44  28  /  ' 


En  appliquant  à  ce  mélange  la  loi  de  Mariotle,  on  trouve  que  sa  pression  .r,  à  27-  et  dans  le  ballon 
de  27  litres  est 

.(  ^  760  X  X  (  i  -^  -^  \  =  aSSQ---     ou     4atm,46. 

27  \         2/3  / 

Enfin  si  nous  ajoutons  300'^""  de  potasse,  elle  absorbe  le  gaz  carbonique  et  il  ne  reste  plus  que  o6f, 
c'est-à-dire  2  molécules  d'oxyde  de  carbone  dan>  un  volume  de  26', 7.  La  pression  devient 
2x22,32 


2x22,32  /  27   \ 

,/  =  760  X—^^g-y—M^-^J  =  1396 -■»     ou     1="™,837. 


LÉo.x  FROMENT. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1612.  —Calculer 


/■ 


"ix^dx 


r.  Tribier 


1613.  —  Construire  la  courbe 

y  tgx  —  a  =  0, 

et  montrer  que  les  points  d'inflexion  de  cette  courbe  sont  en  ligne  droite.  Montrer,  en  outre,  que  les  tangentes 

en  ces  points  sont  tangentes  à  une  parabole. 

1'.  Tribier. 


UtR-LK-nUC.  —    lUP.    COMTI-JACQUBT. 


Le  liidacteur-Gérhnt  :  11.  VUIBERT. 
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REVUE   DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


SUR   LES  FAISCEAUX  TANGENTIELS  D'ÉPIGYCLOIDES, 
par  M.  Ij-  Bickart. 

Soit  n  un  nombre  doniii'.  La  droite   D, 

X  cos  o  +  y  sin  o  =  R  cos  «  ç, 

envoloDDO   lorsque  o  varie,  une  épicycloïde  (E)  rf'espècen.  ,uxt„„<, 

Le  «M-de  de  centre  0  et  de  ravon  R  est  tangent  à  la  courbe  on  tous   les  pouUs  communs  avec  elle^^ou 

r.ODelerl' le  cercle  inscrit.  Le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  «R  contient  tous  lespo.nts  de  rebroussement 

\7ulZZ.  Non  J  rappellerons  cercle  des  rebroussements.  Enfin  nous  désignerons  par  centre  de  1  ep.cyclo.de 

'^  ^t'in^r:;;^  ':::iÏ^^^^^^^  prométésdes  ramiUesd-epicydoïdesd'espèce  nqm touchent  trois 
droites  dônn  es  ou,  d'une  façon  plus  générale,  qui  coupent  trois  droites  données  sous  des  angles  donnes. 

ces  prop-  étés  peuvent  s'énoncer  sans  aucune  ambigiiité  lorsque  n  est  un  nou,bre  ent.er  >mpa,r  et  c  est 
dans  cetfeT'iÎhèse  que  nous  les  établirons,  quitte  à  rendre  ensuite  à  n  toute  sa  generahte  et  a  mod.fier  nos 
énoncés  en  conséquence.  ,       ,,  .,.  ■       , 

Pour  iuslifier  cette  restriction,  nous  étudierons  d  abord  le  problème  suivant  . 

Problème    ^  Exprimer  que  VépicycloWe  touche  une  droite  donnée    a;cos  a  +  y  sin  a  =  o. 
Autrement  dit,  étant  donnés  le  centre  et  n,  déterminer  .  et  R  par  les  conditions  a  .dent,t,cat,on 

cos  =;  _  sin  ç  _  R  cos  n-y 
cos  c(        sin  a  a 

Nous  allons  remplacer  les  coordonnées  ordinaires  par  les  coordonnées  imaginaires 
^  =  *■  +  iij,  r,  =  X—  uj, 

qui  se  prêtent  mieux  à  la  discussion  du  problème.  ^       ^_        ___. 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  l'équation  de  la  droite  D  est    \e  'i  +  r,e-.  _  H(e  .  H-  e     ^). 

P 
Supposons  d'abord  n  commensurable,  et  soit     n  =  --, 

p  et  î  étant  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux. 

Posons      t  =  e'^  ;      l'équation  de  D  devient     ';i-i  +  r,f  =  li(«'' +  <-^'). 
Ceci  dit,  deux  cas  se  présentent  : 

1er  CAS.  p  et  q  sont  tous  deux  des  nombres  impairs. 

Nous  pouvons  donc  poser  p  =  2p'-^l,  q  =  2g' +  1  ; 

l'équation  de  D,  mise  sous  la  l'orme  ?  +r,t''-'>  —  R(e«+''  +  l''  ''), 

devient  alors  ;  +  '^i,  —  W'^      "•- '  ^  ,_ 

ou,  en  posant  <-^  =  »,  ?  +  '.""  =  R("''^''"'  +  "' ~"  )' 

Nous  avons  encore  deux  casa  distinguer  :  .     ,      ,  j  j-     .  „,. 

Si  p<q,  les  exposants  de  u  dans  notre  équation  sont  tous  entiers  et  positils;  le  plus  grand  d  entre  eux  est?. 

^""irclliTTa  œm-be  est  égale  à  ,.  Il  existe  q  tangentes  à  la    courbe  parallèles  à  une  droite  donnée  ;  on 
exprimera  que  la  courbe  touche  une  droite  donnée,    |  +  6r,  =  ?,    par  les  équations 

n'i  =  0,  R(mJ''+'!'+'  +  m''-''')  =  ?  ; 
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la  première  de  ces  équations  est  de  degrti  g  en  u  ;  elle  admet  q  racines  à  chacune  desquelles  correspond,  d'après 
la  seconde,  une  valeur  de  il.  Le  problème  a  dune  q  solutions. 

Sip>q,  nous  mettrons  l'équation  de  D  sous  l'orme  entière  en  l'écrivant      ^ijf-r  4-r;Mf'+''+<  =  R(m''  +  i)  : 
nous  déduisons  de  là  que  la  classe  de  la  courbe  est  le  plus  granJdes  exposants  de  m  dans  cette  équation,  c'est- 
à-dire  p.  Les  autres  conclusions  formulées  plus  haut  subsistent  sans  inodiruation. 
2«  CAS.  petq  sont  de itarilès  différentes. 

L'équation  étant  écrite  sous  la  forme 

nous  vovons  que  la  courbe  admet  Iq  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée.  Le  problème  que  nous  nous 
posons  admet  Iq  solutions. 

Si  p<q,  tous  les  exposants  de  l'équation  sont  positifs.  Le  plus  grand  est  -Zq.  Donc  la  courbe  Cat  de  classe  2}  . 

Si /)>'/,  mettons  l'équation  sous  la  l'orme    îf-i -t-fV'^'^  =  ]\(t->'-i-  i)  : 
nous  en  déduisons  que  la  classe  de  la  courbe  est  égale  à  2p. 

En  résumé  : 

Si  U  et  q  sont  impairs,  la  courbe  admet  q  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée  :  sa  classe  est  éi/ale  au  plus 
grand  des  deux  nombres  p  et  q,  et  il  y  a  q  façons  d'exprimer  qu'elle  touche  une  droite  donnée. 

Si  l'un  des  deux  nombres  p  ou  q  est  pair,  la  courbe  admet  2q  tangentes  parallèles  à  tine  droite  donnée  ;  sa 
classe  est  égale  au  plus  grand  des  deux  nombres  2p  et  iq  et  il  y  a  2q  façons  d'exprimer  qu'elle  touche  une  droite 
donnée. 

Nous  pouvons  ajouter  que  rfans /e  premier  cas  le  degré  de  la  courbe  est  égal  à  {p  +  q)  et  que  dans  le 
deuxième  cai  il  est  égal  à    2(p  +  g). 

Si  n  est  incommensurable,  la  courbe  devient  transcendante  et  le  problème  posé  admet  une  infinité  de  solu- 
tions. 

Le  cas  le  plus  simple  pour  noire  problème  est  donc  celui  où,  n  étant  commcnsuvable,  les  deux  nombres 
p  et  g  sont  tous  deux  impairs,  q  ayant  la  plus  petite  valeur  possible,  c'est-à-dire  étant  égal  à  I . 

Dans  ces  conditions,  n  devient  un  nombre  entier  impair,  et  il  n'y  a  qu'une  façon  d'exprimer  que  la  courbe 
touche  une  droite  donnée. 

Dans  l'élude  que  nous  nous  proposons,  nous  sommes  donc  certains  d'obtenir  les  résultats  avec  leur  maxi- 
mum de  simplicité  en  supposant  n  entier  et  impair,  d'où  la  justification  annoncée  plus  haut. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  chercherons  quel  est  le  nombre  des  tangentes  communes  à  deux  èpicycloïdes 
semblables  d'espèce  n,  dans  le  cas  où  n  est  entier  et  impair. 

Nous  verrons  plus  bas  que  si  l'on  appelle  lo,  f.o  les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe,  jusqu'ici  supposé  à 
l'origine,  et  À,  -j-  deux  constantes,  l'équatioa  générale  des  tangentes  à  une  épicycloïde  d'espèce  n  est 

^^-"  +  r.t"  =  "zac"  -+-  ■t,oc^''  ^-  Xe""-!-  \xe-"", 
d'oii,  si  l'on  suppose    n  =  2»»  -(-  1     et  en  posant     "  =  '■-", 

'  "■  '  !('"  ' 

l'équation  générale  des  tangentes  à  une  autre  épicycloïde  de  môme  espèce,  c'est-à-dire  semblable,  sera  de  même 

de  la  forme 

Vc"  -+-  |jl' 
;  -H  vr,  =  ;o  -1-  f',0  H 7:, ! 

nous  obtiendrons  les  tangentes  communes  en  identifiant  les  deux  équations,  d'oii  nous  déduisons  d'aboid 

u  —  V,  puis  [=0  —  =0  +  "('li  —  ',0)]""'  +  (>-'  —  X)""  +  '.'■'  —  ;'  =  0, 

équation  de  degré  n. 

Donc  les  deux  courbes  admellcnt  n  tangentes  communes  à  distance  finie. 

Nous  verrons  plus  loin  que  quatre  tangentes  déterminent  complètement  l'èpicycloïde.  Trois  tangentes  lais- 
sent à  l'èpicycloïde  un  degré  de  liberté.  Deux  èpicycloïdes  tangentes  à  trois  droites  données  admettent  en  outre 
(,i  _  :)j  tangentes  comnuines,  d'après  ce  qui  précède.  C'est  la  relation  entre  ces  (n— 3)  droites  et  les  trois 
premières  que  nous  déterminerons,  ainsi  que  les  variations  de  l'èpicycloïde  assujettie  à  toucher  ces  trois  pre- 
mières droites. 

Nous  rappelons  enfin,  en  entrant  dans  notre  sujet,  que,  jus(|u'à  nouvel  ordre,  n  désignera  un  nombre  entier 
impair.. 

Théorème.  —  ^i  une  épicycloide  d'espèce  n  coupe  sous  des  angles  donnés  trois  droiles  données,  son  centre 
décrit  une  droite,  et  son  cercle  inscrit  reste  bitangent  à  une  conique  fixe. 
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Cherchons  d'abord  l'équation  ijénérale  des  droites  qui  coupent  sous  un  ani;Ie  donné  V  la  courbe  (Ej  enve- 
loppe des  droites  D, 

X  cos  tp  -t-  1/  sin  o  :=  U  cos  no  ; 
le  point  de  contact  de  la  droite  D  avec  son  enveloppe  est  donné  par  les  équations 

x'  cos  o  +  y'  sin  o  =  R  cos  no,         —  a;*  sin  o  +  y'  cos  o  =  —  nR  sin  «s  ; 
l'équation  de  la  droite  qui  fait  en  ce  point  l'angle  V  avec  D  est 

X  cos  (ç  -{-  V)  -I- 1/  sin  (o  +  V)  =  x  cos  (o  4-  V)  +  y'  sin  (c  +  V) 
=  (a'coso-i-j/'sino)  cosV  +  ( — ar'sin  o  +  t/'coso)  sin  V  =  R(cos  Vcosho  —  n  sin  V  sin  nç)  ; 
l'enveloppe  de  la  droite  ainsi  obtenue  est  une  certaine  courbe,  qui  d'ailleurs  est  aussi  une  épicvcloïde  d'espèce  n. 
Cherchons  l'équation  générale  des  tangentes  aux  courbes  semblables.  A  cet  eftet,  faisons  tourner  la  dernière 
droite  obtenue  d'un  angle  ço  autour  de  l'origine.  Son  équation  devient 

X  cos  (9  +  V  +  -i,,)  4-  y  sin  f-ç  +V  +oo)  =  R  (cos  V  cos  n-j  —  n  sin  V  sin  n?) . 
Posons  s  +  V  -(-  ço  =  «,  n{\'  +  oo)  =  ')  ; 

l'équation  devient  aïcos  «+ i/siii  t  =  R  [cos  V  cos  (n«  —  0;  —  nsin  Vsin  {nt  —  6)]. 

Posons  R  cos  fl  =  p,  Rsin6  =  5,  p  —  }(  =  >,,  p4-}t=,u; 

l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  cos  t -i- y  sin  t  =z  ~  (cos  V  -I-  ni  sin  \'je"'  -+-  ^  (cos  V  —  ni  sin  V)e~"''. 

i    cosV  +  nrsinV  =  2H, 
Posons  {\)  } 

(    cos  \  —  ni  sin  ^  =  2K. 

et  supposons  entin  le  centre  de  la  courbe  transporté  en  un  point  quelconque  xo,  i/o-  L'équation  devient 

a;  cos  t-hy  sin  t  =  xo  cos<  + j/osin  (  +  XHe"''  -h  aKe~"".  (I) 

La  droite  ainsi  obtenue  coupe  constamment  sous  l'angle  V  une  épicvcloïde  d'espèce  n,  de  centre  xq,  yo,  et 
de  rayon    s/l^,     l'angle  V  étant  donné  prir  les  équations  (V). 

U  nous  est  facile  à  présent,  d'établir  la  proposition  énoncée.  Soient 

X  ^  a;  cos  a  -+■  y  sin  a  —  a  =  0, 

\  =z  X  cos  !n-  1/  sin  Jl  —6  =  0, 

Z  =  a;  cos  Y  +  y  sin  •/  —  c  =z  0 

les  équations  des  trois  droites  données,  coupées  respectivement  par  l'épicvcloide  (E)  sous  des  angles  donnés 

V„  V,.  V:. 

Si  la  droite  x  cos  -9+1/  sin  ç  —  r  =  0 

doit  être  coupée  par  la  eourbe  sous  l'angle  V,  on  exprimera  cette  condition  en  faisant  dans  l'équation  (1) 
t  =  -f    et  en  égalant  le  deuxième  membre  à  r,  d'où 

xn  cos  9  -+-  yt  sin  ç  —  /•  +  XHe"'?  +  a  Kp-"'>  =:  0  ; 
les  conditions  données  s'expriment  donc  par  les  équations 

iXn  H-  ÀHie""  -+-  uK, «-"'■'  =  0, 
Yo  +  XHie"'»  +  .uKae-'"-  =  0, 
7.0  -h  mi'."-'  +  itK  .-"•■'  =  0; 
le  lieu  du  centre  se  déduit  de  là  pir  élimination  de  À,  u.  ;  ce  lieu  a  pour  équation 

Xo       Hie"'^      Kie"""'" 
Yo       ii,e'">       K,e-""      =  0, 

Zo       Hse'"'       Kje""' 
équation  d'une  droite. 

Le  cercle  inscrit  a  pour  équation  {x  —  x^^)-  ■+-  [y  —  yo)^  =  Àa. 

Les  équations  précédentes  montrent  que  l'on  peut  exprimer  linéairement  X,  jjt,  xo,  yo  en  fonction  d'un 
même  parauiètre.  Or  imaginons  que  par  un  changement  d'axes  nous  prenions  pour  axe  des  x  la  droite  lieu  du 
centre  aro.  yn-  Alors    yo  —  0,  et  À  et  a  pourront  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de  xo.  L'équation  du  cercle 

IX  —  a-0)-  -H  y-  =  '.  'J.  OU  x^-hy-  ~  2xox  +  (xf,  —  ),u)  =  0 

prendra  la  forme 

a:-  -I-  y-  -  2a-ua;  +  Ax^  ■+-  2Qx(,  -}-  C  =  0, 
A,  B,  C  étant  des  constantes. 

Cette  équation  étant  ordonnée  devient  Ax^  — 2(;i-  —  li)xo  +  x-  +y-  -h  C  =:  0, 
d'oii  l'on  voit  que  l'enveloppe  du  cercle  est  la  courbe  A(a!2-i-y-H-C)  —  {x  —  B(-, 
c'est-à-dire  une  conique  d'axe    y  =^  0. 
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Comme  le  cercle  a  son  centre  sur  cet  axe,  il  reste  constamment  bitanstent  h  la  coniqne. 
Noire  proposition  est  donc  démontrée. 
Nous  allons  à  présent  établir  la  suivante  : 

Si"  les  trois  angles  donnés  sont  rgaux  à  un  même  angle    V,   la  droite  lieu  du  centre  reste  fixe  quel  que  soit  cet 
angle,  et  la  conique  enveloppe  du  cercle  reste  homofocule  à  une  conique  tangente  aux  trois  droites  données. 
Si  les  trois  angles  sont  égaux  :     Vi  =  Vo  =  V:,  =  V,    les  équations  conditionnelles  deviennent 

Xo  +  IWé""-  -\-  [JiKe-"'"'  =  0, 

Yo+XHe"'-  +  iJiKe-"'"  =  0. 

Zo  -+-  ).H«;"'''  +  [xKe-"''<  =  U. 
que  ),  et  ;ji.  La  droite  lieu  du  centre  est  donc  indépendante   de  l'angle  V. 


\ 


H  et  K  s'éliminent  en  même  temps 
Son  équation  est 


=  0. 


Le  cercle  inscrit  reste  bitangcnt  à  une  conique  d'axe  A.  Nous  allons  démontrer  que  cette  conique  est  lionio- 
focale  i  une  conique  inscrite  au  triangle  XYZ.  Nous  démontrerons  pour  cela  que  ses  fovers  sont  inverses  par 
rapport  au  triangle,  et  nous  l'erons  la  démonstration  sur  les  foyers  imaginaires.  Ceux-ci  sont  des  cercles  de 
rayon  nul.  Soient  [x',  //'),  (x",  g")  leurs  coordonnées,  (X',  \x')  et  (X",  \x')   les  valeurs  correspondantes  de  X  et  \x. 

La  condition     It  =:  0    équivaut  à    ).;x  =  0.     Donc,  pour  l'un  des  foyers    X  =  0    et  pour  l'aulrc      ,a  =  0. 

Soit  donc     /  =  0    et     a"  =  0.     Les  équations  conditionnelles  deviennent 


)     V"  -I-  \x"\\e-»'. 
{     7."  +  ;jL"Kg-"'~ 

7.7,"  =  X'tx"llK, 


=  0, 
=  0, 


;    X'  +  X'Hc'-'  =  0, 

■     V  -I-  X'He»'»  =  0, 

f    Z'  +  X'tle"'v  =  0, 
d'oii 

X'X"  =  Y'V 

é(|uations  qui  expriment  la  propriété  énoncée. 
D'ailleurs 

yg-,,,-2  _  Y'e-"'>  =  Z'e-'"'",  X"e"'^  =  Y"e"'S    =  Z"e"'ï, 

donc  lorsque  l'angle   V    varie,  les  foyers  restent  fixes,  puisque  les  dernières  équations  ne  dépendent  pas  de  V. 
Nous  allons  vérilier  par  un  calcul  direct  que  si  l'angle  V  est  nul,  c'est-à-dire  si  t'épicycloide  touche   les  trois 
droites,  la  conique  est  inscrite  au  triangle. 

Les  équations  conditionnelles  étant  alors 

Xii  +  p  cos  H'jL  -t-  q  sin  nT.  =  0, 
(P)  '    V(i-(-/JC0s  nfl  +  î  sin  ni  =  0, 

'     7.(1  -h  p  cos  «Y  +  î  sin  il-;  ^  '•. 
Clierclions  le  point  iriiiterseclion  avec  la  droite    .\  =  0    de  l'enveloppe  ilii  cercle 
(C)  {r  —  Xo)-  -f-  (y  —  i/o)-  —  p'  +  q-; 

autrement  dil,  cherchons  un  centre  Xu,  gu,  tel  que  le  contact  du  cercle  correspomlaut  axec   son  LMiveloppe  se 
fusse  sur    .\  =  0,    ou  encore,  cherchons  les  valeurs  correspondantes  de  p  et  q. 

L'enveloppe  s'obtient  pai- l'élimination  des  divers  paramètres  entre  les  équations  (i),  l'équaliiui  (Ci  et  cette 
dernière  différentiôe,  ou 

(C)  xdxii  +  gdgo  H-  pdp  -t-  qdq  =  x„dj-\i  -H  y^dg,,, 

équations  auxquelles  il  faut  joindre 

(.\)  X  cos  a  -f-  v  sin  -y  —  «  =  0  ; 

les  deux  dei'tiirres  peuvent  s'écrire 

[x  —  a;„)dxo  -h  (g  —  g«]dgo  -■  —  (pdp  -)-  qdq). 
(x  —  X(,)  cos  ot  4-  (//  —  )/o)  sin  a  =  —  Xo  =  p  cos  na  +  5  siu  j;ï, 
d'où 

— (pdp  +  qdq)  sin  a. -\-\iidgo 

sina</.To  —  cosadi/o 
_    —  Xgdxo  -h  (pdp  4-  qdq)  cos  a 
•'  ~^^  ~  sin  a  dxo  —  ces  a  dyo         ' 
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d'où,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (C;  du  cercle  et  en  ordonnant  par  rapport  à  X,,, 

I  Xo)      (rfa-5  -+-  dyl)\l  —  ^pdp  -h  qclq  [dxo  COS  t  ■+-  dijt,  sin  a)*  +  pdp  -+-  qûq)-  =  (p^  -J-  î^)(sin  aftr,,  —  ces  arfj/o)', 
d'ailleurs 

Xii  =  —  ;(J  COS  na  +  g  sin  na),  ces  xfteo  -+-  sin  atZ//o  =  —  (cos  norfp  +  sin  nadq), 

dxf,  +  d)jl  —  (cos  idx(,  -+-  sin  adi/o)*  -h  (sin  %dx(,  —  cos  arfi/o)-  =  <^os  nadp  -)-  sin  narfg)-  -t-  (sin  arfaro  — cos  idyo)-; 
réqnalion  (Xo)  devient  alors,  en  tenant  compte  des  dernières  écrites  et  en  remarquant  que 
p-  +  9-  =  (p  cos  na-(-g  sin  na)-  -t-  (p  sin  na  —  q  COS  nal'X 

(cos  rtxrfp  -h  sin  nidq){p  cos  na  -(-  g  sin  na)  —  (pdp  +g<i</)  -  =  (p  sin  na  —  9  cos  na  -(sin  xdxt,  —  cos  xdi/i,)- . 
La  quantité  entre  crochets  au  premier  membre  est  identiquement  égale  à 

fpsin  'ta  —  q  cos  >ia)(sin  nadp —  cos  riTLdq). 
Notre  équation  devient  donc  entin 

[(sin  ntdp  —  cos  nrtdq)-  —  (sin  adxo  —  cos  adi/^)-^(p  sin  na  —  q  cos  na^-  =  0. 
La  quantité  entre  crociiets  au  premier  membre  n'est  pas  nulle.  En  ctfel,  elle  se  décompose  en  deux  facteurs, 
et  l'annulation  de  l'un  d'eux  équivaudrait  à  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  dxo,  di/n,  dp,  dq. 

Or  il  n'y  a  pas  d'autres  relations  de  cette  forme  que  celles  que  l'on  obtient  en  dift'érenliant  les  équations 
conditionnelles  (I ").  Donc  enfin 

(p  sin  nï  —  q  cos  na  -  =  u. 

L'élimination  de  xt,  et  ij»  entre  les  équations  conditionnelles  donne  une  relation  linéaire  entre  p  et  5 
p  cosna-t-g- sin  na  —  a  cos  a  sin  a 

p  cosni  +  j  sin  nâ  —  6  cos  i  sin  i       =:  0. 

p  cos  «■;-(- 5  sin  «7  —  c  cos-;  sin-/ 

Cette  équation,  et  celle  que  nous  venons  d'obtenir, 

(p  sin  na  —  q  cos  na)-  =  0, 

déterminent  les  valeurs  cherchées  de  p  et  q.  Ces  deux  systèiues  de  valeurs,  correspondant  aux  deux  points 
d'intersection  de  la  conique  enveloppe  avec  X  =  0.  sont  confondus.  Donc  ces  deux  points  le  sont  aussi,  et  la 
conique  est  bien  tangente  à    X  =  0. 

Los  calculs  précédents  vont  nous  permettre  de  trouver  les  coordonnées  des  points  de  contact  et  l'équation 
de  la  conique. 

Soit  .-(•„,  //,,  le  centre  du  cercle  (Ci  qui  correspond  au  point  de  contact  a-i,  1/1  de  la  conique  avec     X  =  0. 
Nous  pouvons  poser 

P        _       g        _  ,^ 
cos  na  sin  i;a 

d'où 

Xu  -i-  p  =  0, 

Yo  +  p  cos  n(a—  (i)  =  0, 
Zo  +  p  cos  n(a  —  •(•)  =  0. 
D'ailleurs  la  droite  qui  joint  les  points  ai,  y,  et  Xo,  yo  est  perpendiculaire  à  la  droite 

X  =  a;  cos  a-l-i/sina—  «  =  0 
et  la  dislance  entre  le  centre  xo,  yo  et  le  contact  x,,  1/1,  est  égale  au  rayon     ^'p^  +  q-  =  ù, 
d'où 

a^i  —  a  0    _    f/i  —  yo    _ 
cos  a      ~      sin  a  '  ' 

d'où  Xi  =  0, 


et  de  même 
ou  bien. 


Yi  =  xi  cos  ^  +  1/1  sin  ^  —  &  =  (a-o  -t-  p  cos  a)  cos  â  -1-  'yo  +  ?  sin  a)  sin  S  —  b 

=  Yo  -t-  pcos(a  —  ^)  =  pîcos  (a  —  ^;  —  cos  n(a  —  fl)| 
Z|  =  p!  cos  (a  —  y)  —  cos  n(a  —  •/)], 


Y, 


Zi 


\  cos  ft(a  —  ■[)  —  ces  (a  —  y)  /  \  cos  n( 


Tî) 


i(a  —  3)  —  COS(a- 

Or  l'équation  de  la  conique,  sous  forme  tangenlieile,  et  rapportée  au  triangle  XYZ  pris  comme  triangle  de 
référence,  est  de  la  forme 

AtJic  +  Birw  +  Cuf  —  0  ; 
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les  coordonnées  des  points  de  contact  avec  les  côtés  sont  données  par 

^  _  _  Y,  Z, 

0     ~ 


etc. 


(i)      ii) 

d'où,  par  comparaison,  l'équation  cherchée  : 

[cosn(fl— y)— cos(^  -y)]o«7-|-[cos>i(y  — a)  — cos(y—  i)]";m  +  [cos  «(a  —  |î)  _  cos  (a  —  ^)]uv  —  0. 
Cette  équation  permettra,  pour  chaque  valeur  de   n,    d'étudier  complètement  la  conique.  On  devra  tenir 
compte  des  relations 

d'où  l'on  déduit  la  relation 


\  zzz  X  ces 

■x  ■+-  !i  sin  a 

\-ha 

COsa 

Y  +  6 

cos3 

Z  +  o 

ces  Y 

nlini 

X  sin  ( 

:^-T)+Y 

sin  1 Y  —  'A  - 

<inY 
et  l'équation  de  la  droite  de 

■i)  -!-  Z  sin  (a  —  ^)  =  0. 

Avant  de  chercher  de   nouvelles  propriétés,   nous   indiquerons  comment   il   convient  d'interpréter    les 
équations  conditionnelles 

Xo  +  AHifi'"^  +  ;jiKie~'"^  =  0, 

(1-)^    Yo  +  -  =0, 

'    Z„+...  =0; 

).  et  iji  définissent  la  grandeur  et  l'orientation  de  l'épicycloide. 

Si  nous  posons    >.i  =  ),Hi,     \xi  =  ;iKi,     la  première  des  équations  (1")  exprime  que  l'épicjcloide  K,  carac- 
térisée par  Xi  et  <j.i  est  tangente  à  la  droite  X. 


Si  nous  posons  de  même    /i  =  XH^,     ,ui  =  ;jtK,, 
caractérisée  par  Xj  et  \i.ï  est  tangente  à  la  droite  Y. 
Résultat  analogue  pour  la  droite  Z. 


Or 


U  =  ~l. 


la  deu.xicme  équation  exprimera  ([uo   l'épicycloide   {V.i 


We\ 


^-'=  k7'"" 

X  =  R«-">, 

■«=Sf".. 

^■2           ...           K.ll, 

K.H-i 

d'où 


équations  que  l'on  peut  écrire  sous  la  l'orme 

^     R,  =  (HoRi, 

»ii  et  0),  étant  (ui  noiiilire  et  un  angle  ronstaiit> 

Donc  l'épicycloïde  E2  se  déduit  de  E|  par  une  homntliétie  autour  du  centre  commun  dans  le  rapport  »».. 
suivie  d'une  rotation  de  l'angle  lu-i  autour  du  môme  centre. 

Résultat  analogue  pour  l'épicycloïde  Ei. 

Donc  les  trois  épicycloïdes  Ei,  Es,  E3,  concentriques,  l'orinent  une  figure  1"  qui  reste  constamment  sem- 
hlahle  à  elle-même. 

Donc  si  nous  considérons  une  pareille  ligure,  assujettie  ;i  la  condition  que  chacune  des  épicycloïdes  qui  la 
composent  touche  une  droite  donnée,  nous  voyons  i|ue  le  centre  commun  décrira  une  ligne  droite. 

Ce  résultat  peut  encore  être  généralisé. 

Posons    XHi  =  X'H,,     ,uK,  =  jJi'K,. 

I,a  première  des  équations  (!')  exprimera  qu'une  cei-laineépicycloïde  E^  coupe  k  angle  constant  la  droite  X. 
La  deuxième  équation  exprimera  qu'une  autre  épicycloïde,  E!>,  coupe  sous  un  autre  angle  constant  la  droite 
Y,  cl  la  troisième  équation  exprimcr.i  un  résultat  amilogiie  pour  Z.  Les  trois  courhes  concentriques  E',,  Ej,  E3 
forment  encore  une  figure  semljlal)le  à  une  ligure  donnée. 

L'interprétation  généralisée  des  équations  r  est  donc  la  suivante: 

Si  trois  épicycloidc!  de  même  espèce,  concentriques,  forment  une  figure  semblable  à  une  figure  donnée  et  si  les 
trois  courbes  coupent  à  angles  constants  respectivement  trois  droites  données,  le  centre  commun  décrit  une  ligne 
droite. 
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Si  l'on  considère  coiinne  t'ciianl  partu'  df  lu  fi/m'C  un  cen-li'  roticeiilinjt'i'  ni'.r  dnix  rourbex.  i:e  cercle  restera 
bitangent  à  une  conique  fixe. 

Nous  allons  également  interpréter  ce  fait  que  X  et  jji  sont  liés  linéairement. 
La  relation  linéaire  déduite  des  équations  (r)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

),«-'<■'  _)_  |xc""  =:  2p, 

iii  et  p  étant  des  constantes;  ou     lire'''"-^"  ^g-''"*"]  =  2p,  ou  U  cos  ^,0  (-w)  =  p. 

A  un  angle  donné  0,  c'est-k-dire  k  une  orientation  donnée  delà  (igure,  correspond  une  seule  valeur  de  H, 
c'est-k-dire  une  seule  grandeur  de  la  figure. 

A  une  même  valeur  de  R,  c'est-k-dire  k  une  grandeur  donnée  de  la  (igure,  correspondent  deux  valeurs  0' 
et  fi"  de  0,  données  par  une  équation  de  la  forme 

cas(0  4-  (o)  =  c(>s'i>. 

d'où  ll'-\-io  —  t>,  !)"-(- w  =  —-J).  f|'-|-0"-H2<u  =  0, 

0'  -I-  0" 
ou  encore —  =  c'. 

équation  d'après  laquelle  les  deux  positions  K'  et  F'  correspondantes  de  la  figure  sont  symétriques  par  rapport 
à  une  droite  de  direction  lîxe. 

D'ailleurs  le  cercle  mobile  de  rayon  R  reste  bitangent  à  une  conique  fixe  dont  son  centre  décrit  l'axe  non 
focal.  Donc  k  une  même  valeur  de  R  correspondent  deux  cercles  égaux  C,  C"  symétriques  par  rapport  k 
l'axe  focal. 

Doncenlin  : 

La  figure  F  dans  son  moucernenl  passe  deux  fois  par  un  inéme  étal  de  grandeur.  Les  dei'.e  /lositions  corres- 
pondantes sont  symétriques  par  rapjiort  à  une  droite  fj:e. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que  le  cas  général  peut  toujoiw^  si'  ramener  k  celui  d'une  épicycloïdc 
tangente  k  trois  droites. 

Pour  cela  nous  chercherons  s'il  est  possible  de  déduire  des  équations  '1")  que  la  courbe  touche  trois  droites  ; 
ou  encore  nous  chercherons  s'il  est  possible  de  trouver  des  droites  qui  soient  constamment  tangentes  à  la  courbe. 

Si  une  droite    x  cos  ç  -)-  y  sin  9  —  r  =  0    est  tangente  k  la  courbe,  on  pourra  écrire 

F  =  .rocost;-h  I/o  SI n  9  —  r-f--^e"'r  + -^  e-ni-  =  0. 

Il  s'agit  de  soir  si,  des  équations  conditionnelles  on  peut  déduire  une  relation  de  cette  forme. 
On  peut  écrire  les  équations  (F)  sous  la  forme 

^1,  =:  Xo  cos  a  H-  i/o  sill  a  —  a  4-  A  i>.  +  Ri.J.  =  0. 
di  —  xo  cos  ^  -I-  yo  sin  ^  —  6  +  A ,).  -t-  Bo,j.  =  0. 
(3  =  a-'o  cos  Y  -t-  I/o  sin  Y  —  c  -+-  A.X  -+-  ll^ix  ;=  0. 
Toute  équation  déduite  de  celles-là  en  sera  une  combinaison  linéaire  et  homogène.  Donc  on  devra  pouvoir 
déterminer  quatre  nombres  to,  v,  ic,  p  tels  que 

u^i\i,  -^  loi  -+■  irtS  Si  ?F, 
d'oii 

t    ucosoL-\-  V  cos  fi  -\-ic  cos  Y  =  p  cos  ç, 
M  sin  a  -t-  c  sin  ^  4-  ic  .sin  ';  —  ?  sin  o, 

Ai«  -h  Aiv  +  Asir  ^  --  oe'"'r. 


HiM-l-Bjc  -+-  H3IC  =    -  se-"'?, 


au  -t-  ov  -^  cic  :=  zr. 

Faisons  .ibstractiou  momentanément  de  la  dernière  de  ce.--  équations  ;  elle  donnera  /■  qiKind   nous  aurons 
déterminé  les  valeurs  de  m,  v,  ic,  p  ou  des  vaieurs  proportionnelles. 
Posons 

/     ue~"-\-  te~'^  +  ire~'~  =  V. 

\    ue'^ -i- te'^ -i- trc'~  =  V. 
)    2(B,«-|-B5m- Baie)  =  F', 

l     2(A,K-|-AiO-f- Ajir)  =  V; 


U  ■'    =  L'V 
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les  équations  ^'t)  deviennent 

I  U  =  po-^s  U'  =  pe-'»>, 

I  V  —  pe'ï,  V  =  pfi'"'^, 

U"V'  =  p"+'.  I 

d'où  V"D' =  p"+i,  d'où  (*')• 

P=  =  uv  =  i;'V',  (  v"^  =  v'L-V 

équations  tangentielles  de  deux  coiirjjes  dont  les  tangentes  couimunes  sont  les  droites  chercbées. 

Ainsi  le  problème  que  nous  nous  sommes  posé  admet  des  solutions.  Essayons  d'en  compter  le  nombre. 
Observons  d'abord  que,  dans  le  système  de  coordonnées  adopté,  la  droite  de  l'infini  a  pour  coordonnées 

U  =  0,     V  =  0. 
Kn  effet,  une  droite  quelconque  mX+  bY-1-  wl  =  0    devient 

(«cos  -j.  +  »cos  3  +  !<•  cosY)a;+(usin  a.-+-»sin^+  lo  sin  ■;)  y  -h  ...  =  0. 
Elle  s'éloigne  à  l'infini  si  les  coefficients  de  x  et  de  ;/  .s'annulent,  d'où 

M(cosa+(  sina)+ . . .  =  0  ou  V  =  0, 

i'(cos  a  —  1  sin  a)  +  . . .  =  0  ou  1 J  =  0. 

Ceci  dit,  posons    n  =  2m  +  1,    les  équations  {'t>')  deviennent 

(  U'"-'  =  U'V'", 
I  V"'+'  =  VU'", 

équations  de  deux  courbes  de  classe  (m-f-l).  Le  nombre  total  de  leurs  tangentes  communes  est  donc  (/«  +1)^ 
.Mais  chacune  de  ces  courbes  est  m  fois  tangente  k  la  droite  de  l'infini,  comme  le  montrent  les  équations. 

Donc  la  droite  de  l'infini  compte  pour  "i-  tangentes  communes  et  le  nombre  des  solutions  k  distance  finie  est 

(m  +  I  j-  —  i>i-  =  2»i  -h  \  =1  n. 
Ainsi  les  droites  cherchées  sont  au  nombre  de  »,  c'est-k-dire  en  nombre  précisément  égal  à  celui  des 

tangentes  communes  k  deux  épicycloïdes  d'espèce  n,  et  à  la  classe  de  ces  courbes. 
De  plus  : 

Toutes  ces  droites  sont  tanijentes  à  une  tuéme  rcnigue,  en  vertu  de  l'équation    L'V  =;  L'V'. 

•S'i  donc  l'épicycloïde  (E)  carie  en  touchant  ti-ois  droites  données,  elle  en  touchera  constamment  [n  —  3)  autres, 
l'ensemble  des  n  droites  constituant  les  tangentes  communes  h  deux  courbes  du  faisceau  et  ces  n  droites  l'iant  toutes 
tant/entes  à  une  même  conique. 

Les  raisonnements  ci-dessus  s'appliquent  entiriement  an  cas  oii  les  droites  cherchées  devraient,  non  plus 
toucher  la  courbe,  mais  la  couper  sous  un  angle  donné  V. 

Nous  remarquons  enfin  que,  d'après  ce  qui  précède,  le  mouvement  de  la  ligure  F  peut  toujours  être  ramené 
à  celui  d'une  épicycloïde  tangente  k  trois  droites  données. 

Remarque.  —  Nous  venons  de  voir  que  toutes  les  droites  constamment  tangentes  à  la  C(uirbe  tiunlient  une 
même  conique.  On  pouvait  le  prévoir  a  priori.  En  elVet,  nous  avons  vu  que  le  cercle  inscrit  k  la  courbe  restait 
bilangent  à  une  conique  fixe,  tangente  elle-même  aux  trois  droites  données. 

Inversement,  toutes  les  droites  à  laquelle  l'épicycloïde  restera  tangente  devront  évidemment  toucher  la 
même  conique. 

Mous  pouvons  du  reste  nous  assurer  par  une  vérification  dii-ccle  de  l'identité  de  la  coniciue  S 

IV  -^  V\' 
avec  la  conique 

(cos>i(c(  — ^)  —  cos(a  — ^))mb-| =  0. 

Il  suffit  de  récrire  les  équations  de  définition 

r  =:  c~"u  -(-  e~''v  -f-  e~'''w,  F'  =  e'"''u  -f-  e~"'^o  -t-  e~'"~w, 

V  —  c'^u -t-  •■  • ,  V  =  c""m  +  ■ 

et  d'effectuer  les  opérations,  pour  constater  immédiatement  l'identité. 

(.1  suivre.) 
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1544.  —  lo  0»!  considri-e  la  courbe  dont  l'équation  est,  en  coordonnées  rectangulaires, 
(x-  ■+-  y-)^  —  ax{x^  4-  y-)  —  a-y-  =  0, 
et  on  demande  d'exprimer  x  et  y  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre,  de  construire  la  courbe  et  de 
trouver  les  relations  qui  lient  les  valeurs  de  ce  paramètre  correspondant  à  quatre  points  situés,  soit  sur  un 
cercle  ne  passant  pas  par  Forigine,  soit  sur  une  droite  ne  passant  pas  par  l'origine. 

2°  Soient  M,  le  point  où  le  cercle  osculateur  en  un  point  M  rencontre  de  nouveau  la  courbe,  Mj  le  point 
oïl  le  cercle  osculateur  en  M,  rencontre  de  nouveau  la  courbe,  etc.;  démontrer  que  si  quatre  points  M  sont  sur 
une  droite  D,  les  points  M,  correspondants  sont  en  général  sur  un  cercle,  orthogonal  à  un  cercle  fixe  si  D 
varie.  Si  les  points  Mi  sont  sur  une  droite  D,,  les  points  Mo  sont  sur  une  droite  Dj  et  ainsi  de  suite  ;  trouver 
la  position  limite  des  droites  D,  Di,  Do  .  . . 

Si  quatre  points  M  sont  sur  un  cercle  C,  les  points  M,  correspondants  sont,  en  général,  sur  un  cercle  C,: 
démontrer  que  s'ils  sont  sur  une  droite  il  existe  deux  points  fixes  P  et  P'  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit 
les  segments  déterminés  sur  ox  par  les  cercles  C.  Dans  le  cas  général,  les  points  Mo  sont  sur  un  cercle  C,, 
etc.;  quelles  conditions  doit  remplir  le  cercle  C  pou:- que  les  points  M^,  soient  sur  une  droite?  Dans  l'hypo- 
thèse où  tous  les  points  obtenus  successivement  sont  sur  des  cercles  C,,  Co  ...,  trouver  vers  quelle  limite 
tendent  les  puissances,  par  rapport  à  ces  cercles,  des  points  de  la  courbe  situés  sur  ox  ;  en  déduire  la  limite 
de  ces  cercles. 

3"  Trouver  le  lieud'un  point  A  tel  que  quatre  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point  soient 
sur  un  cercle  r  ;  quel  est  le  nombre  des  tangentes  réelles  menées  de  A  ? 

Démontrer  que  le  cercle  Y  est  orthogonal  à  «n  cercle  fixe  et  trouver  le  lieu  de  son  centre. 

1.  La  courbe  représentée  par  l'équation 

(1)  {x'-  -h  y'-y-  —  ax{x^^y')  —  a'-y'-  =  0 

admet  comme  points  doubles  les  points  cycliques  et  l'origine  ;  comme  elle  est  du  quatrième  degré,  elle 
est  unicursale,  et  pour  exprimer  les  coordonnées  d'an  point  de  cette  courbe  en  fonction  rationnelle 
d'un  paramùlre,  il  suffit  de  la  couper  par  un  cercle,  tangent  ;\  l'origine  à  Ox,  et  ayant  pour  équation 

m  iy--i-y^)-ay^Ù. 

Ce  cercle  rencontre  la  courbe  en  sept  points  fixes  :  deux  points  confondus  en  chaque  point  cyclique, 
et  trois  points  confondus  à  l'origine.  Il  reste  donc  un  seul  point  d'intersection  .M,  et  les  coordonnées 
de  ce  point  sont  des  fonctions  rationnelles  de  /.  Pour  calculer  ces  coordonnées,  nous  formerons  l'équation 
de  l'ensemble  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  du  cercle  ;  cet 
ensemble  se  compose  des  droites  isotropes,  de  l'axe  des  x  et  de  la  droite  O.M,  qui  a  pour  équation 

(3)  y(l  -  r-,  -  Ir  =  0, 

et  en  résolvant  les  équations  (2)  et  (3),  nous  obtenons  les  coordonnées  du  point  M, 

,,,  «{('  - 1)  <^ . 

(*)  •'■  =  -  t'-e-^v-  ''=  TT^T^TT' 

ce  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  rationnelle  du  paramètre  /. 

Pour  construire  la  courbe,  nous  discuterons  ces  fonctions. 

En  changeant  /en  —  /,  x  ne  change  pas  et  ;/  change  de  signe,  donc  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  Oa;  ;  c'est  ce  que  montrait  d'ailleurs  l'équation  1  .  Pour  obtenir  toute  la  courbe  il  suffit  de 
faire  varier  /  de  0  à  -f-  x  ,  de  construire  la  branche  de  courbe  correspondante  et  de  tracer  la  symé- 
trique de  cette  branche  par  rapport  à  Ox. 

Les  fonctions  a:  et  y  sont  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  /  ;  leurs  dérivées  sont 
dx  _     latnt-  —  2)  ^_  _        «(3<*  -/-  — 1) 

~dt     "     (/*—  (2-+-l)2'  ~di    ~  (/'  — <2^1i 
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dx  r  ^]l 

—    s'annule    en    changeant  de    siane    pour    /  =  si'l.     et  — r-  s  annule  en  cliangeanl  de  sii;Qe   pour 
dt  "  dt  -        r 

l  —  \  :    nous  désignerons  celle  valeur  par  a. 

Les  variations  de  a;  el  de  y  sont  indiquées  dans  lo  lableau  suivant  : 


l 

0 

3. 

1 

\-2 

-+-  30 

X 

a 

décroît            décroit 

0 

décroit 

—  [min.) 

croît 

0 

y 

0 

croit     max.  décroit 

n 

décroît 

ar2 
3 

décroît 

0 

On  obtient  ainsi  la  branche  de  courbe   ABCDÛ.   Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  chaque 

point  est  donné  par 

dy    _        ■St^  —  t^—\ 
lix   "         2/'(/^  —2) 

Au  point  A(a,  0)  la  tangente  est  parallèle  à 
Oî/ ;  au  point  C(0,  a)   la  tangente   a   pour  coeffi- 

1 

cient    angulaire    —  •    Enfin,  l'origine  est  un  point 

A     ■^         de  rebroussement. 

Remarques  L  —  L'équation  (l)peut  s'écrire 


\x-  + y-  /  J--t-? 


a'-  =  Q; 


il  en  résulte  que  la  courbe  donnée  est  la  transfor- 
mée par  inversion  de  la  parabole 
y-  -+-  ax  —  o-  =  0, 
le  pôle  d'inversion  étant  l'origine,  et  la  puissance  d'inversion  étant  égale  à  a'-. 

IL  —  On  sait  que  toute  équation  homogène  par  rapport  à    x,y,     x^-i-y',     f(x,  y,x--hij-)  =0 
représente  la  podaire  par  rapport  à  l'origine  de  la  courbe  qui  a  pour  équation  tangentielle 

/■(,/,  f, -«•)  =  0. 
On  en  conclut  que  la  courbe  donnée  est  la  podaire  de  la  conique  dont  l'équation  langcnlielle  est 

H'-  -I-  auw  —  a-v-  =  0. 
Cette  équation  représente  une  ellipse  dont  l'équation  ponctuelle  est 

'ix-  4-  ;/-  —  Aax  =  0. 
Soit     A(x-  -»- j/-)  -h  B.t  4-  Ci/-i-  1  =0    l'équalion  d'un  cercle  ne  passant  pas  par  l'origine. 
Remplaçons  dans  celle  équalio:i  a:  et  y  par  leurs  valeurs  (4),  nous  obtenons,  en  remarquant  que 


•r--l-y-  =  TT 


<'  —  l'^l 


Aa"- 


Ba{t-  -  1)  Cnt 


+•1=0, 


(3) 


<'  _  (U„  4-  !)/■:  -(-  Cal   H  A«i  -H  Ba  -t-  1  =  0  ; 
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c'est  réquation  qui  admet  pour  racines  les  valeurs  de  i  relatives  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe 
donnée  et  du  cercle. 

La  somme  des  racines  de  cette  équation  est  nulle  ;  donc,  si  quatre  points  de  la  courbe,  correspon- 
dant aux  valeurs  /,  I',  l\  t'",  sont  sur  un  cercle,  on  a 

/-+-«'  -H  ("  H-  f  =  U. 

Je  dis  que,  réciproijuemcnl,  si  on  a  cette  relation,  les  points  correspondants  sont  sur  un  cercle,  à 
condition  toutefois  que  trois  d'entre  eux  ne  soient  pas  en  ligne  droite.  En  ellet,  par  les  points  /,  i',  t" 
faisons  passer  un  cercle  ;  celui-ci  rencontre  la  courbe  en  un  quatrième  point  correspondant  à  la  valeur 
0  du  paramètre.  Les  quatre  points  t,   t',  l",  6  étant  sur  un  cercle,  on  a 

/M-C-i-  <"  -H  't  =  0, 
et,  en  comparant  à  la  relation  précédente,  on  voit  que     0  =  <"'. 

Donc  la  condition  nécessaire  et  suHisante  pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient  sur  un  cercle 
est  que  les  valeurs  du  paramètre  relatives  à  ces  points  vérilient  la  relation 

<  H-  /'  -t-  <"  -f-  /'"  =  0. 

Considérons  maintenant  une  droite  ne  passant  pas  par  l'origine,      Ba:-f-Cî/^i  —  0; 
elle  rencontre  la  courbe  en  quatie  points  dont  les  t  sont  racines  de  l'équation 

(6)  <■•— (Ba -t-1  )<--!- Ca/-(-B(ï-^l  =0, 

qui  se  déduit  d'ailleurs  de  l'équation  (5)  en  y  faisant    A  =  0. 
Les  racines  de  cette  équation  vérilient  les  deux  relations 

/  +  /'  +  /'  -I- 1'"  =  u, 

^tf  IV        li'l"        \tij\  i         l    I 

Je  dis  que,  réciproquement,  si  ces  deux  relations  sont  vérifiées,  les  points  correspondants  sont  sur 
une  droite.  En  ellet,  la  droite  qui  joint  les  points  l  et  l'  rencontre  la  courbe  en  deux  autres  points  0  et 
0',  et  l'on  a 

On  a  donc     ')+ 0' =  f-t- r  =  —  (^  +  <'),     et 

W         t"t"'          ll'.i'T                '             il'         00'  tf.W 

ou,  en  retranchant  ces  deux  dernières,     (-^  — ^jl  1 —, —  I  =  0. 

Si     1  —  '  ~'~,  •'       n'est  pas  nul,  on  a    'JO'  =  «T,    0 -t- 0'  —  i"  -^-l"',    les  points  '»  et  0'  coïncident 

avec  les  points  V  et  ('",  et  les  quatre  points  (,  l',  l",  t'"  sont  en  ligne  droite. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait     1  —  - — —, =  0  ;     des  relations  précédentes  on  tire     /('  =  —  1, 

et  par  suite    U-\-t'f  =  —  1.     ou     1  +  1'  =  bI    (i  =  it  1).     Donc  l  et  ('   sont  racines  de  l'équation 
r-—til  —  \  -  0. 

Or,  nous  avons  vu  [ilus  haut  que  la  droite  qui  joint  l'origine  à  un  point  l  de  la  courbe  a  pour  équation 

,y(l  —  1-)  -  Ix  =  0,     011     ij=  7.r.     Pour  les  deux  racines  de  l'équation     l- -  &il — 1=0,     un  a 

=  _Z_  —  li.     Il  en  résulte  que  les  deux  points  de  la  courbe  correspondant  aux  valeurs   t  et  /', 

l  —  l'zi  ' 

racines  de  l'équation     l-  —  eit  —  i  =  0,     co'incidenl  avec  l'un  dos  points  cycliques. 
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Comme  nous  supposons  que  ces  deux  points  sont  distincts,  l'hypothèse     I ; —  =0     ne  se 

réalisera  pas,  et  l'on  voit  que  la  condition  nécessaire  et  sullisante  pour  que  les  quatre  points  distincts 
t,  l\  l",  i"  soient  en  ligne  droite  est  qu'on  ait  les  deux  relations 

?-^r-Hr-H<"  =  0,      5j-7=— 1- 

.tmà    II' 

2 .  Le  cercle  osculateur  en  un  point  M  de  la  courbe  rencontre  cette  courbe  en  trois  points  confondus 
au  point  M  et  en  un  autre  point  M,.  La  relation  <-+- r-4-f  +  <"' =  0  nous  donne  alors  3/4-/,  =  0, 
en  désignant  par  /  et  /,  les  paramètres  des  points  M  et  M,. 

Supposons  que  quatre  points  M  soient  sur  une  droite  D,  ayant  pour  équation  Bx  ^  C//  -t-  1  =  0, 
leurs  l  sont  racines  de  l'équation 

(6)  <'  —  (Bfl  4-  1  ]t-  -H  Cal  -+-  B«  +  1  =.  0. 
Remplaçons  /  par    — —;     nous  avons 

/j  — 9<r(Ba-f-l)  — 27C«/,  +8l(Bf/+  1)  =  0, 
et  cette  équation  admet  pour  racines  les  /■  des  points  M,  correspondants. 

Comparons  cette  équation  à  celle  qui  donne  les  l  des  quatre  points  situés  sur  le  cercle 
A,(j,-  +  y2)-4-Bij;-rC,)/-)-l  =  0, 
c'est-à-dire  à  l'équation  suivante,  analogue  à  l'équation  (5), 

/î— (r(,B/(-i-l)-}-C,a/, -+-A,a--HB/(-t-l  =  0. 
En  écrivant  que  ces  deux  équatious  ont  mêmes  racines,  on  a 

(7)  B,aH-l  =  9(Brt+l),  C,  =  -27C,  A,'(--+- B,rn- 1  =  81(BrtH- 1), 
et  ces  trois  relations  permettent  de  calculer  A,,  B,  et  C,. 

D'ailleurs  il  existe  entre  ces  trois  quantités  une  relation  indépendante  de  B  et  G, 

A,rt--8fB,«-hI)  =  0, 
et  qui  est  linéaire  par  rapport  à  Ai  et  B,  ;  donc  le  cercle  (A,,  B,,  G,)  est  orthogonal  à  un  cercle  fixe,  qu'il 
est  d'ailleurs  facile  de  déterminer. 

En  effet,  la  condition  pour  que  les  deux  cercles 

A|(a.-'-  -f-  IJ-)  +  B|.r-f-  C,i/  +1=0,  A'(a;2 -)-  i/-)  -^  M'x  +  C';/  -i-  D'  =  0 

soient  orthogonaux  est 

-  2A,D'  -+-  B,B'  -+■  ce  —  2A'  =  0, 
et  en  comparant  avec  la  relation    Aja-  —  8(B/j  +  1)  =  0,    on  trouve  aisément    A'  =1,     B'  =  —  2rt, 

C/  =:  0,     D'  = —  :     par  suite  le  cercle  (A,,  B,,  G,)  est  orthogonal  au  cercle  fixe 

o 

a' 

.1-  -t-  V  —  -c-^' TT  —  ^• 

o 

Des  relations  (7)  on  tire  A,  =  7-i(B«  -+-1)  ; 

or,  pour  que  les  points  M,  soient  sur  une  droite  D,,  il  faut  qu'on  ait    A,  —  0,     ou     Bo  +  1  =  0. 

Celte  condition  exprime  que  la  droite  D  passe  par  le  point  (o,  0).    Les  relations  (7)  donnent  alors 
B,«  +  1=0,  C,  =  —  27C  : 

ce  qui  montre  que  la  droite  D,  passe  aussi  par  le  |)oint  (a,  Oi;  il  en  résulte  (jue  les  points  M,,  seront  sur 
une  droite  Do  définie  par 

n,n  -t-  1  =  0,  C ,  =  {—  27)»C, 

et  les  points  Al„  seront  sur  une  droite  D„  dont  les  coordonnées  B„  cl  C„  seront  données  par  les  éiiuations 

B,.n  -+-1=0,  C„  =  (—  27)''C. 

l'ar  suite,  l'cquation  de  D„  esl 

---l-(-27)''Gy+l  =0. 
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Si     G  =  0,     celte  droite  a  pour  limite  l'axe  des  -v  quand  h  augmente  indéfiniment. 

Si    C  =  0,     toutes  les  droites  D,,  D.,  . . .,  D„  sont  confondues  avec  la  droite     x  —  a. 

Supposons  maintenant  que  les  quatre  points  M  soient  sur  un  cercle  (C), 

(C)  A  {x-  -1-  î/-)  +  Bx  -h  Cl/  +  1  =  0  ; 

leurs  t  sont  racines  de  l'équation 

(5)  /'—  r^(13n+l)-^Ca<  +  Aa--f-Ba-4-l  =  U. 

Les  points  M,  sont  alors  en  général  sur  un  cercle  (C, 

(Cl)  A,(.i---f-;/^)-^B,x-t-C,y+l  =  0, 

défini  par  les  relations 

(8)       B/'-^l  =  9(Ba-Hl),  Ci  =  -27C,  A,a--)- B,a  +  1  =  81(Ar,-^-H  Ba -t-1). 

Ces  relations  nous  donnent  A,a^  —  'J[9Aa-  -f-  8(Ba  -+-  1)]. 

Pour  que  les  points  M,  soient  sur  une  droite,  il  faut  qu'on  ait 

A,  =  0,  ou  9A0--H  8(Ba-<-  1)  =  0. 

Or  le  cercle  (C)  rencontre  Ox  en  deux  points  H  et  K  dont  les  abscisses  vérifient  l'équation 
A.T-'-t-  hx-\-  1=0;     le  cercle  (C)  décrit  sur  HK  comme  diamètre  a  pour  équation 

(C)  A(a:^' +  y^)  +  Ba- +  1  =  0. 

8(Ba-(-l) 
Remplaçons  dans  cette  équation  A  par ^^— — ;    nous  obtenons 

Ba[8i;a--  -h  if)  —Qax]  -+-  8(x-  -H  ij-)  —  9a'  =  0  ; 
et  nous  voyons  ainsi  que  le  cercle  (C)  passe  par  l'intersection  des  deux  cercles 
8(x-  -I-  1/2)  -  9flx  =  0,  8(a;2  +  ;/»)  —  9a=  =  0, 

qui  ont  deux  points  communs  P  et  P',    x  =  a,     y  =  ±  xis"-     '-'^s  segments  HK  sont  vus  des  points 

P  et  P'  sous  un  angle  droit. 

D'ailleurs  la  relation  9Aa--f-  8(Ba  +  1)  =  0,  linéaire  en  A  et  B  exprime  aussi  que  le  cercle  (C) 
est  orthogonal  à  un  cercle  fixe,  qui  est  imaginaire.  On  pourrait  le  montrer  analytiquement  comme  on 
l'a  fait  plus  haut.  Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  que  les  points  H  et  K  décrivent  sur  Ox  des 
divisions  en  involution,  dont  le  point  central  est  le  point  de  rencontre  de  PP'  et  de  Ox.  Tout  cercle 
passant  par  HK  est  orthogonal  au  cercle  fixe  dont  les  points  doubles  sont  les  extrémités  d'un  même 
diamètre.  Ces  points  doubles  étant  imaginaires,  le  cercle  lui-même  est  imaginaire. 

Revenons  au  cas  général.  Les  points  M»  seront  sur  un  cercle  (Ci),  défini  par  les  équations 

B2a -+- 1  =  9(B,a  + 1)  =  9^{Ba -h  1), 

C,  =  —  27C,  =(— 27)'G, 

A..rt-+B,a+1  =  8l(A,rt2  +  B,rt-t- ij  =  8l--(Aa-  +  Ba-t- n, 

et  les  points  M,,  seront  sur  un  cercle   (C,,)  dont  les  coordonnées   A,„   B^,,  C,,   sont  fournies  par  les 

équations 

Bj,a  +  1  =  9P(Brt  +  1  ',  C,,  =  (—  27)pC  =  (—  Ij^S^-yC.  A^.a'  +  \i,,a  +  l  =  9^''(Aa»  -t-  B«  4-  1). 

Nous  en  tirons 

B,,a  =  9/(Ba  -+-  1)—  1,  C,,  =  (  —  l)''3''.y/'C,  A,,rt=  =  9'''9''Aa^  +  (9''-  l)(Ra  -t-  1)]. 

Pour  que  les  points  M,,  soient  sur  une  droite,  il  faut  qu'on  ait    .\,-  =  0.     ou 

9''An'-  -+-  [9''  —  1)(B«  +  1  :  ==  0  ; 

et  cette  condition  exprime  que  le  cercle  (C)  est  orthogonal  a  un  cercle  fixe,  ou  qu'il  existe  deux  points 
d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit  les  segments  déterminés  sur  Ox  par  le  cercle  (C). 

Supposons  «lue  les  points  M,,  M,.  . . .  soient  sur  des  cercles  (Ci),  (Co),  ...  Le  cercle  (C^)  a  pour 
équation 

A,,(x'  +  y-)  -r  BpX  -+-  C;,)/  H-  1  =  0. 
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La  puissance  de  l'origine  par  rapport  à  ce  cercle  est  égale  à  — ,    ou  à 

A,. 


9"L9''Aa^4-(9''— l)(Ba-M)]  ' 
cette  quantité  a  pour  limite  zéro,  quand  p  augmente  indéfiniment. 
D'autre  part,  la  puissance  du  point  (a,  0)  est 

A/;--^lV(  +  l    ^  a-9-''(Aa2-f-Ba+I)  _  «^(Aa- H- Ba -f- 1) 

A,,  9*':9fArt'  +  (9i'— l)(Ba+l)l   ~  7  M  ' 

'^         Aa^+(l-— )(Ba+l) 

sa  limite  est  cr. 

.Nous  voyons  ainsi  que  si  le  cercle  (C,,)  a  pour  limite  un  cercle  (y),  celui-ci  est  tangent  à  Ox  au 
point  0.  Cherchons  l'ordonnée  du  centre  du  cercle  (y)  ;  c'est  la  limite  de 

__Cp_^ (-  ■l)P3''.9;'Ca^  (— l)''Cfl- 

2A„  -  -  9.[9.Aa^^(9.-iXBa^l,]  "  '  ,„^,^. _^^,  _ ^y  ^  ^^   '' 

celte  limite  est  nulle. 

Donc  lu  cercle  (C,,^  a  pour  limite  le  cercle  de  rayon  nul  qui  a  pour  centre  le  point  0. 
3.  Revenons  aux  équations  paramétriques  de  la  courbe  donnée 


a{l  —  i-)  al 


'1  ^ir 


La  tangente  en  un  point  (|uelconque  a  pour  équation 

a(]  —  (^)  al 

X  — (/ ; ■ 

I-  -  r--Hl  __■'       ^'— /--+-! 
<2P(I'-  2)        ~         3«'  —  f'—i 


ou,  on  simplifiant,  x(3t^—f'—l)  -\^  <it\l- — -2)ij -h  a{l^  ^  i)  =  0. 

Lcrivons  que  cette  tangente  passe  par  le  point  A(x-o,  yo);  nous  obtenons 

f{l)^ll'y,  +  •it'-Xa  -  !ilhj^  —  (Xo  -a)tl—[x„  —  n)  =  Q, 

équation  du  cin(iuième  degré  qui  admet  pour  racines  les  l  des  points  de  contact  des  tangentes  issues 
du  point  A. 

On  en  conclut  rjuc  la  courbe  est  de  cinquième  classe.  On  pouvait  le  prévoir  en  appliquant  la  lormule 
de  Pliicker  ,:  =  m{m  —  1)—  2d—  3r. 

Le  degré  m  =  1  ;  il  y  a  deux  points  doubles,  les  points  cycliiiucs,  donc  d  =  i,  et  un  point 
de  rebroussonient,  l'origine,     r  =  \.     Donc    c  =  12  —  4  —  3  =  a. 

Pour  que  quaire  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  A  soient  sur  un  cercle,  il  faut 
(|ue  la  somme  de  quatre  racines  de  l'équation     fil)  =  0     soit  nulle. 

Or  la  somme  des  cin(|  racines  est  égale  ;\     —  "^-^  ;     pour  que  la  somme  de  quaire  racines  soit  nulle, 

il  faut  et  il  suflit  que  l'une  des  racines  soit  égale  à    —  ^-^-     ou  (|ue  /(/)  soit  divisible  par    2///,,  -+-  3j-o. 

z,'/o 
En  faisant  la  division,  on  trouve  pour  quotii'iil 

ç(0  =  /♦  —  2<^  -I \ / !—-!! L,  ,.(  pour  icsie  —  (.r,,  —  a)  -+-  —^ — "■ '-■ 

-î/"  i>a  4;/" 

Éciivt'i  s  que  ce  rt  sic  est  nul,  nous  nblcnons  ri'',ualion  du  lien  du  pnini  A 

9.tij(;M'„  +  a)  —  \yl{x„  —  a)  —  0. 
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C'est  une  courbe  du  troisième  degré,  symétrique  par  rapport  à    0.f    et  ayant  un   point  double  à 
l'origine.  I.a  construction  de  cette  courbe  n'odre  aucune  ditliculté. 

En  posant     y^  =  Ix,,,     nous  pouvons  exprimer  les   coordonnées  d'un  point  A  de  cette  courbe  en 
fonction  rationnelle  de  À.  Nous  obtenons  ainsi 

_    rf(4).2  +  9)  _   «>.(4/.i-t-9) 

•^"  -     4X^-43   ■  ^'  ~      U2-45    • 

Nous  en  déduisons 

oa?o  -t-  (t  I2À  3Jo(ox„  +  a)  18 


2i/„  4>.--t-9  iyr.  4/.- -t- 0 

et  par  suite 

.       ^,  12X/  18 


4a-  ^  y        iV  -+-  9 

3x 

L'équation    fj)  =  0    admet  d'abord  la  racine  réelle     — — ^.     et  les  racines  de  l'équation   i(/)=u. 

Pour  étudier  la  réalité  des  racines  de  cette  équation,  formons  l'équation  aux  inverses 

18«'     _    ^'2lu' 
4À-  +  9  ~  4À-  -t-  "J 


18«'            i-2lu'         ^  ,      . 
■Un)  =  — TT h  -2«-  —  1  ==  0. 


L'équation  dérivée 

ISii-  9/.U 


,,/  X        ,    r     'Su-  9/.U  T 


admet  la  racine  zéro  et  deux  racines  imaginaires;  on  en  conclut  immédiatement  que  l'équation    'l/(u)  =  0 
admet  seulement  deux  racines  réelles.  Donc  du  point  A  on  peut  mener  trois  tangentes  réelles. 
Pour  obtenir  l'équation  du  cercle  {V),  revenons  à  l'équation  (o) 

/'  — /-(Bfl-i-l)-i-Ca/-t- Aa-  +  Ba+  1  =  0 
et  identilions-la  à  l'équation    ^{0  =  0  ;     nous  avons 

Ba+1  =  "2,  Ca  =  ^^ Aa^  +  Ba -h  1  =  — -— - 


4X^^-1-9  4X^H-9 


A=-i?^l±^,  B  =  i,  G=        *-' 


iJkK-  -H  9;a-  a  ai^4>.-^9 

L'équation  du  cercle  (Pj  est  donc 

4r2X2-^9)  ,        .<•  l-2X.v 


(4X2-h9)a-  ^  "a         a(4X2-t-y) 

ou  4(2X^-t-9)(ar2+ iy2)  —  (4X^+9)aa-  —  l-2aXi/  — (4X^-1-9  «^  =  0. 

Ce  cercle  rencontre  Ox  en  deux  points  dont  les  abscisses  sont  racines  de  l'équation 

4(2X-  H-  9)ar»  —  (4X2  _,_  ^-^^^x  4-  o^  =  0  ou  x- +  ^{x -^  a)  ^  Q, 

(4X-  +  9  )« 

en  posant     ;a  =  —  -^p-^ —  • 

^  4(2/.- +  9; 

Quand  .a  varie,  ces  deux  points  tracent  sur  Ox  des  divisions  en  involution  dont  les  points  doubles 

sont    .X-  =  0    et    a-  =  — 2r;  ;     par  suite  le  cercle  (rj  est  orthogonal  au  cercle  lixe  j-  -t-  y-^lax  =  0. 

Enfin,  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  (r)  sont 

_     4X^  —  9)0  _  3aX 

■''  ~    8(-2X^  4-  9)  '  '•'  ~    2(2X--f-9)  ' 

ceci  montre  que  le  lieu  du  centre  est  une  ellipse,  dont  l'équation  cartésienne,  facile  à  former,  est 

4î/-  +  (4x  —  a){%x  —a)  =  0 . 

Georges  GONTUIKZ,  lycée  d'Amiens. 

Solutions  sntislaisantes  par  MM.  L.  B4L1.IF  ;  G.  Bkesse,  à  .\ancy  :  I'.  Lb  Seo..  des  Tociunelles,  lycée  Je  Dijon  ;  P.  Brizarii,  à 
Paris  ;  E.  Aldebbrt,  à  Marseille. 
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1593.  —  Un  paraboloide  lii/prrboliipie  a  un  plan  ilireclciir  horizontal  :  il  admet  comme  grnéralricpx  cIphx 
frontales  AA',    BB'. 

AA'  «  pour  éloignement  2cni  et  sa  projection  verticale  passe  par  le  'point  île  cote  lOc™  rlu  grand  axe  de  la  feuille 
et  par  le  jtoint  de  la  ligne  de  terre  situé  à  lO^m  «  droite  du  grand  axe. 

BB'  a  pour  Hoigncment  lOc™  cl  sa  projection  verticale  est  si/mrtrique  de  celle  de  A-\'  par  rapport  au  grand  axe 
de  la  feuille. 

Un  ellipsoïde  de  révolution  a  pour  axe  de  révolution  BB';  le  petit  axe  de  la  méridienne,  dirigé  suivant  BB',  a 
pour  longueur  Scm  ;  son  grand  axe  a  pour  longueur  Sy/S  et  le  centre  est  le  pioint  de  cote  IQcni. 

Représenter  le  solide  commun  aux  deux  corps  en  supposant  que  le  point  le  plus  haut  de  l'ellipsoïde  est  intérieur 
au  paraboloîde. 

Nota.  —  On  indiquera  les  constructions  faites  pour  obtenir:  l»  le  contour  apparent  horizontal  de  l'ellipjsoïde  ; 
2o  un  point  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point  ;  3°  les  points  sur  les  contours  apparents  ;  4"  les  points  dou- 
bles en  projection. 

Une  notice  explicative  justifiera  ces  cunstructions. 

On  a  le  grand  axe  de  rellipsc  méridienne  de  front  en  remarquant  que  sa  longueur  esl  le  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit  dans  le  cercle  (|ui  a  pour  rayon  le  petit  axe.  Si  donc  nous  prolongeons  le  demi-petit  axe  o'b' 
dune  longueur  égale  à  sa  moitié  et  que  nous  menions  en  ce  point  i"  une  perpendiculaire  à  o'i  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  la  circonférence  de  rayon  b'o',  nous  aurons  en  o'j  la  longueur  du  demi-grand  axe  de  l'ellipse.  On 
peut  alors  construire  cette  ellipse,  qui  est  le  contour  apparent  vertical  de  l'ellipsoïde. 

Le  paraboloîde  ayant  un  plan  directeur  horizontal  et  l'autre  de  front  a  pour  axe  une  parallèle  à  la  ligne  de 
terre.  Son  sommet  est  le  point  de  la  surface  où  le  plan  tangent  est  de  profil.  Or  la  droite  de  bout  or  qui  se  pro- 
jette verticalement  à  l'intersection  o'  de  A' et  de  B'  est  une  génératrice  horizontale  de  la  surface,  et  la  droite 
qui  joint  les  traces  horizontales  des  génératrices  A  et  B  en  est  une  autre;  leurs  projections  horizontales  se 
coupent  en  un  point  (o,  qui  définit  une  droite  verticale  située  sur  le  paraboloîde  et  qui  coupe  oe,  o'c'  en  un 
point  s,  s'  de  la  surface  où  le  plan  tangent  est  de  profil  ;  c'est  donc  le  sommet  du  paraboloîde. 

Contour  apparent  horizontal  de  l'ellipsoïde.  —  C'est  la  trace  horizontale  du  cylindre  vertical  circonscrit  à  la 
surface,  ou  la  projection  horizontale  de  la  courbe  de  contact  de  ce  cylindre  avec  l'ellipsoïde.  Cette  courbe  n'est 
autre  que  la  section  par  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  verticales  de  l'ellipsoïde  ;  comme  celui-ci  admet 
pour  plan  de  symétrie  le  plan  méridien  de  front,  ce  plan  diamétral  est  un  plan  de  bout  et  sa  trace  .sur  le  méri- 
dien est  le  diamètre  conjugué  du  diamètre  vertical  dans  l'ellipse  méridienne.  Nous  aurons  les  extrémités  de  ce 
diamètre  en  considérant  cette  ellipse  comme  la  projection  de  son  cercle  principal  de  rayon  o'a'  et  en  menant  à 
celui-ci  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  o'c',,  rabattement  du  diamètre  vertical  o'c'  autour  de  o'a'  sur  le 
plan  du  cercle  principal.  On  a  ainsi  le  demi-diamètre  o'd'  dont  la  projection  horizontale  od  donne  l'un  des 
denii-axcs  du  contour  apparent  horizontal.  1, 'autre  axe  estle  diamètre  de  bout  de  la  section,  et  coïncide  avec  la 
position  du  grand  axe  de  l'ellipse  méridienne  de  bout  de  la  surface  ;  on  connaît  donc  sa  longueur  -ioc  =  2o'a'. 
On  peut  alors  tracer  l'ellipse  contour  apparent  horizontal  de  demi-axes  od  et  oe. 

Point  courant  de  l'intersection  et  tangente.  —  Pour  construire  un  point  de  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  du 
paraboloîde,  on  peut  prendre  des  plans  auxiliaires  passant  par  l'axe  de  révolution  ;  ils  coupent  l'ellipsoïde  sui- 
vant une  méridienne  et  le  paraboloîde  suivant  une  seconde  génératrice  dont  on  prend  les  points  d'inter.section 
avec  l'ellipse:  à  cet  etfet  on  fait  tourner  le  plan  auxiliaire  autour  de  l'axe  de  manière  à  le  rendre  de  front  et 
utiliser  l'ellipse  méridienne  de  front  qu'on  aura  tracée  une  fois  pour  toutes,  en  sorte  qu'on  n'a  ;i  efl'ectuer  la 
rotation  que  pour  la  génératrice  du  paraboloîde  ;  on  relève  ensuite  les  points  d'intersection.  Nous  avons  appli- 
qué cette  construction  au  plan  auxiliaire  passant  par  la  génératrice  BH  dont  le  rabattement  b'h'^  coupe  l'ellipse 
en  /I,  d'où  le  point  f  de  l'intersection,  et  sa  projection  horizontale  f  sur  bh.  I.a  tangente  en  ce  point  est  la 
perpendiculaire  au  plan  des  normales  à  chaque  surface  au  point  F.  (hi  a  la  normale  à  l'ellipsoïde  en  joignant 
le  point  1'  au  point  où  la  normale  en  /',  à  la  méridienne  coupe  l'axe  de  i-évolution,  d'où  n'f,  nf  ;  pour  le  para- 
boloîde, remarquons  que  la  génératrice  de  front  /'(/'  nous  donne  une  ligne  de  front  du  plan  tangent  en  K,  et  la 
génératrice  bk  une  horizontale.  Nous  avons  donc  les  deux  projections  f'-é  et  fi  de  la  normale  à  la  surface. 
Connaissant  les  deux  normales  on  détermine  une  horizonlale  it  une  frontale  de  leur  plan  et  on  a  immédiate- 
ment la  tangente  cherchée  t'f,  t,f. 

On  peut  encore,  pour  trouver  un  point  courant  de  l'intersection,  prendre  des  plans  auxiliaires  de  front 
qui  coupent  l'ellipsoïde  suivant  les  ellipses  homothétiques  îi  la  méridienne  de  front  et  dont  les  projections 
verticales  sont  concentriques  ;  chacun  d'eux  ctoupe  le  paraboloîde  suivant  une  génératrice  do  front  dont  l'in- 
tersection avec  l'ellipse  donne  deux  points  de  la  courbe. 

Nous  avons  donné  les  constructions  pour  le  plan  auxiliaire  Kl.  dont  l'intersection  avec  la  génératrice  FB 


-----fti 


-_'    '■î 
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nous  a  donné  le  point  (,  V  et  par  suite  en  projection  verticale  la  génératrice  l'o'k\  dont  nous  connaissions  déjà 
le  point  o'  commun  aux  projections  verticales   de  toutes  les  génératrices  de  Iront.  Pour  connaiire  le  rapport 

d'homothétie  des  deux  ellipses,  il  suffit  d'avoir  le  rapport  des  ordonnées  —  des  deux  points  du  cercle  princi- 
pal qui  ont  pour  abscisses  zéro  et  oX,  car  ce  rapport  est  égal  à  celui  des  petits  axes  des  ellipses  sections  de  la 
surface  par  le  plan  de  front  oa  et  le  plan  KL.  On  devra  donc  construire  sur  le  diamètre  o'm\l'  de  l'ellipse 
méridienne  le  point  m[  tel  que 

o'ni'  o'jjt' 


om  I  0  a 


pour  cela,  il  siit'tit  de  mener  la  parallèle  n'»)'  à  a'm;.  On  aurait  encore  ainsi  un  second  point  symétrique  de  m' 
par  rapport  au  point  o'.  En  répétant  cette  construction  pour  les  différents  diamètres  de  l'ellipse  méridienne 
qui  définissent  autant  de  génératrices  de  front,  et  en  se  limitant  aux  deux  diamètres  qui  correspondent  aux 
plans  limités  menés  par  les  extrémités  de  l'axe  de  bout  du  contour  apparent  horizontal,  on  a  autant  de  points 
de  la  section  que  l'on  veut.  Cette  construction  montre  que  le  point  o' est  un  centre  de  la  projection  verticale 
de  la  courbe. 

La  tangente  au  point  m,  m'  a  été  obtenue  en  prenant,  comme  dans  la  première  méthode,  la  perpendiculaire 
au  plan  des  normales  aux  deux  surfaces  au  point  M.  Pour  cela  on  a  mené  la  seconde  génératrice  de  ce  point 
mwp,  ni'p,  d'où  la  normale  mn,m'n'  au  paraboloïde,  puis  la  normale  m-,  m'rJ  à  l'ellipsoïde,  et  on  a  pris  une 
horizontale  ira  et  une  frontale  tiV  du  plan  de  ces  normales. 

Points  sur  les  contours  apparents.  —  On  a  des  points  sur  le  contour  apparent  vertical  aux  extrémités  du 
petit  axe  de  l'ellipse  méridienne,  et  il  n'y  en  a  pas  d'autre,  puisque  le  plan  de  front  correspondant  ne  contient 
d'autre  ligne  sur  le  paraboloïde  que  la  génératrice  Ulî'  :  en  ces  points  la  courbe  est  tangente  à  la  méridienne. 
.Sur  le  contour  apparent  horizontal,  on  a  les  points  d'intersection  de  la  génératrice  horizontale  de  bout  EO  avec 
l'ellipse,  c'est-à-dire  les  sommets  du  grand  axe,  et  ce  sont  les  seuls,  car  le  plan  de  bout  qui  définit  cette  ellipse 
ne  donne  pas  dans  le  paraboloïde  d'autre  génératrice  qui  puisse  la  rencontrer. 

Points  doubles  et  tangentes  en  ces  points.  —  La  courbe  d'intersection  ne  peut  présenter  de  points  doubles 
dans  l'espace  puisque  les  deux  qnadriques  données  ne  se  touchent  en  aucun  point.  Mais  le  paraboloïde  ayant 
une  génératrice  verticaleet  unegénératrice  debout,  nous  aurons  sur  cbaque  projeclion  un  point  double  au  point 
sur  lequel  se  projette  chacune  de  ces  génératrices.  En  projection  verticale,  ce  pointest  précisément  le  centre  o'  de 
l'ellipse  de  contour  apparent,  et  il  est  la  projection  des  points  c  où  la  génératrice  horizontale  de  bout  perce 
l'ellipsoïde;  en  chacun  de  ces  points  le  plan  tangent  à  cette  surface  est  de  front,  et  par  suite  la  tangente  à  la 
section  n'est  autre  que  lagénératricede  front  du  paraboloïde  situe  dans  le  plan  de  front  qni  la  conlienl.  On  a 
ainsi  q'e'  pour  le  point  demoindre  éloignement,  par  exemple.  C'est  une  tangenle  d'inflexion,  car  d'après  ce  qui 
a  été  dit  plus  haut,  le  point  o'  étant  un  centre  de  symétrie,  quand  la  sécante  o'f  tourne  autour  de  o'  jusqu'à  ce 
que  /''vienne  se  confondre  avec  o',  son  .symétrique  vient  en  même  temps  au  point  o',  en  sorte  que  la  langenle 
a  trois  points  confondus  sur  la  branche  de  courbe  considérée  au  point  o'. 

En  projection  horizontale,  le  point  double  est  la  projection  des  points  où  la  génératrice  verticale  perce 
l'ellipsoïde.  Nous  cormaissons  la  projection  horizontale  de  ces  points,  car  c'est  le  point  to  couiniiin  aux  projec- 
tions horizontales  de  toutes  les  génératrices  horizontales  dii  paraboloïde,  mais  il  faut  trouver  leur  cote. 

On  pourrait  à  cet  effet  prendre  un  cône  auxiliaire  ayant  pour  sommet  l'ombilic  b,  b'  de  l'ellipsoïde  et  pour 
base  la  section  de  cette  surface  par  un  plan  contenant  la  verticale  considérée,  puisqu'on  connaît  la  direction  des 
plans  cycliques  de  ce  cône,  le  plan  de  bout  A'  par  exemple  ;  mais  il  est  plus  simple  ici  de  couper  l'ellipsoïde  par 
le  plan  de  front  w.  Ce  plan  de  front  donne  une  seclinn  homothétique  de  la  méridienne,  pour  laquelle  on  déter- 
mine le  rappoi't  d'homothétie,  comme  il  a  été  dit  plus  haut.  L'éloignenuMit  étant  précisément  égal,  mais  opposé 
par  rapport  au  ('entre  de  la  surface,  à  celui  de  la  génératrice  kl,  h'I'  que  nous  avions  choisie,  il  suffit  de  réduire 

le  diamètre  vertical  o'c'  de  la  méridienne  dans  le  rapport    ,    ,    et  pourcela  de  mener  mV  parallèle  à  m'.c';  on 

■  ■         0  »», 

a  ainsi  la  projection  verticale  du  point  le  plus  haut  qui  se  projette  horizontalement  au  point  double. 

On  peut  aussi  pour  déterminer  le  point  tu',  prendre  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  de  protil  om  ;  c'est 
une  ellipse  dont  le  petit  axe  a  pour  longueur  oy  =  o'i\  et  qu'on  peut  regarder  comme  la  projection  de  son 
cercle  principal  «ji.  On  obtient  alors  sans  peine  le  point  r  de  cette  ellipse  qui  se  projetait  en  m  et  dont  l'ordon- 
née («>•  fait  connaître  la  cote  o'w'  du  point  cherché. 

Les  tangentes  au  point  double  'o  peuvent  être  construites  comme  [iciiir  un  [loiut  onliuiiirc,  puisciu'en  réalité 
chacun  d'eux  est  la  projection  de  deux  points  simples. 

Maison  peut  i-emarquer  (|ue  la  tangente  en  w  à  l'arc  lo/',  par  exemple,  n'est  autre  (|n  ■  la  position  limite  de 
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lasecante  ij'  quand  /■  vient  se  confondre  avec  t,.  ;  c'est  donc  la  projection  de  la  génératrice  horizontale  qui  passe 
par  le  point  w,  w'  où  la  génératrice  verticale  coupe  l'ellipsoïde,  et  pareillement  pour  le  point  le  plus  bas.  Ces 
deux  points  étant  les  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  courbe,  on  voit  que  la  projection  horizontale  de  la 
génératrice  qui  s'appuierait  sur  cette  courbe  devra  à  ce  moment  changer  le  sens  de  sa  rotation  autour  du 
point  (u,  ce  qui  montre  que  le  point  w  est  un  point  d'inflexion. 
La  ponctuation  n'oft're  aucune  difliculté. 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE   ET  BOURSES  DE  LICENCE 


Groupe  I 

Malliéiiiatiques. 

1614.  —  1.  Ox-,  0//,  Oc  étant  trois  ases  de  coordonnées  rectangulaires,  montrer  que  l'équation 
ij-z-  ■+■  2hxyz  -+-  k-x-  —  2ak^y  :=  0, 
où  a  et  k  désignent  deux  longueurs  données,  définit  une  surface  réglée  (S).  Trouver  les  traces  elles  contours 
apparents  de  cette  surface  sur  les  plans  de  coordonnées.  Indiquer  une  construction  géométrique  des  généi'a- 
Iriees  rectilignes  de  la  surface. 

2.  A  quelle  condition  les  coefficients  de  l'équation 

Ax  -h  Bi/  -h  Cz  +  D  —  0 
doivent-ils  satisfaire,  pour  que  le  plan  représenté  par  cette  équation  contienne  une  génératrice  de  la  surface'.' 
Quelles  sont,  en  supposant  cette  condition  vérifiée,  les  coordonnées  du  point  de  contact  du  plan  et  de  la  surface? 

3.  L'intersection  de  la  surface  (i;i  et  du  cylindre  dont  l'équation  est 

X-  -h  y-  —  2ay  —  0 
se  compose  de  l'axe  Oz  et  d'une  courbe  gauche  (C)  ;  exprimer  en    fonction  rationnelle  d'un  paramètre  les 
coordonnées   d'un   point  quelconque  de  (C;.   l'ne  génératrice   du  cylindre   rencontre  la  courbe  (C)  en  deux 
points  :  lieu  du  milieu  de  ces  deux  points. 

4.  La  section  de  (ï  par  un  plan  parallèle  à  xOij  est  une  parabole  (P;  ;  exprimer,  en  fonction  de  la  cote  de 
son  plan,  le  paramètre  de  cette  parabole  ;  iiouver  le  lieu  de  son  foyer  et  celui  de  son  sommet  ;  construire  les 
projections  de  ces  courbes  sur  les  plans  de  coordonnées. 

5.  La  parabole  (P)  se  projette  sur  xOy,  suivant  une  parabole  Q'  ;  chercher  les  enveloppes  de  l'.Txe  et  de 
la  directrice  de  (Q). 

Indiquer,  dans  le  plan  xOi/,  une  définition  géométrique  des  paraboles  (Or. 

6.  Il  existe,  sur  chacune  des  paraboles  (Q),  un  point  M  tel  que  le  cercle  osculateur  en  .M  passe  par  0  : 
trouver  le  lieu  du  point  M. 

Physique. 

1. 1615.  —  L  ne  balance  de  précision  juste  est  supposée  réaliser  les  conditions  d'une  sensibilité  indépendante 

de  la  charge  dans  les  limites  où  on  l'utilise.  La  longueur  des  bras  du  fléau  est  20  centimètres  ;  le  poids  du 
fléau  et  des  plateaux  vides  est  oOO  grammes.  L'aiguille,  longue  de  50  centimètres,  se  déplace  devant  une  gra- 
duation en  millimètres  dont  le  zéro  correspond  à  la  position  d'équilibre  de  la  balance.  La  durée  d'une  oscillation 
simple  de  la  balance  est,  en  secondes,  t  =:  7,1  lorsque  les  plateaux  sont  vides  et  t'  =  16,3  lorsqu'on  y  met  des 
poids  égaux  de  iOO  grammes. 

On  admet  que  tout  se  passe  comme  si  la  masse  des  plateaux  et  de  ce  qu'ils  contiennent  était  condensée  sur 
les  couteaux. 

lo  Calculer  la  distance  d  de  l'arête  de  suspension  au  centre  de  gravité  et  le  rayon  degyration  p  du  système 
formé  par  le  fléau  et  les  plateaux  vides.  (Dans  ce  calcul,  on  négligera  partout  d-  devant  p*.) 

La  distance  d  sera   supposée  constante  dans  tout  ce  qui  suit. 

2°  Si  on  mesure  les  durées  d'une  oscillation  simple  de  la  balance  pour  des  charges  égales  et  croissantes  des 
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plateaux,  quelle  relation  doit  exister  nécessairement  entre  les  charges  et  les  durées  d'oscillation  correspon- 
dantes ■.' 

30  Calculer  la  sensibilité  de  la  balance  par  la  fraction  de  milligramme  dont  il  faut  surcharger  l'un  des 
plateaux  pour  que  l'aiguille,  d'abord  au  zéro,  dévie  d'une  division  de  la  graduation.  En  supposant  qu'on  apprécie 
le  1/20  de  millimètre  dans  la  position  d'équilibre  de  l'aiguille,  quelle  est  l'erreur  meiximuni  dune  pesée,  les 
autres  causes  d'erreur  étant  supposées  éliminées  ? 

4»  La  balance  élant  en  équilibre  quand  on  met  sur  les  plateaux  des  poids  de  platine  de  1  kilogramme,  on 
dispose  le  kilogramme  de  droite  à  1  mètre  au-dessous  du  plateau  correspondant,  à  l'aide  d'un  élrier  et  d'un 
fil  dont  l'ensemble  a  une  masse  très  petite  par  rapport  au  kilogramme,  et  cette  masse  est  équilibrée  dans  le 
plateau  de  gauche  par  une  masse  égale  ;  on  constate  alors  que  l'aiguille,  malgré  la  justesse  de  la  balance, 
n'est  plus  au  zéro  :  elle  a  dévié  vers  la  gauche  d'une  division  environ.  Calculer  cette  déviation,  en  supposant 
d'abord  que  la  pesée  est  faite  dans  le  vide,  puis  qu'elle  est  faite  dans  l'air. 

Accélération  de  la  pesanteur  :  g=  980  CCS. 

Densité  du  mercure  =  13,6. 

Densité  du  platine  =  21 . 

Poids  du  litre  d'airà  la  température  ordinaire  et  sous  la  pression  normale  =  1^,3. 

Rayon  de  la  terre  =  R  =  6  300  kilomètres. 

II.  ~  Appareils  d'électrostatique  dont  l'emploi  comporte  une  pesée. 

Groupé  II. 

Phtisique. 

I.  —  Qu'est-ce  que  la  lumière  polarisée?  En  quoi  dillèrc-t-elle  de  la  lumière  naturelle?  Comment  la  carac- 
térise-t-on  ? 

Passer  en  revue  successivement  les  phénomènes  physiques  qui  permettent  de  l'obtenir  et  d'étudier  ses 
propriétés. 

•  I-  —  1616.  1  11  aréomètre  à  poids  constant  tlolte  verticalement  dans  un  liquide  de  densité  0  et  de  cons- 
tante capillaire  A,  contenu  dans  une  éproiivette  à  pied  ;  le  poids  total  de  l'aréomètre  est  de  P  grammes.  Sa 
partie  régulière  est  un  cylindre  de  rayon  R  portant  une  graduation  en  millimètres,  dont  le  zéro  est  à  la  partie 
Inférieure  ;  sa  partie  irrégulière,  ou  réservoir,  commence  au  zéro  de  la  graduation  et  a  un  volume  extérieur  de 
V  centimètres  cubes. 

1°  Ecrire  l'équation  d'équilibre  de  l'aréomètre  et  déterminer  le  nuniéio  d'ordre  »  de  la  division  à  laquelle 
afileure  le  liquide  de  ré|iroiivelte. 

On  suppose    P  =  50  grammes.     V  =:  50  centimètres  cubes,     H  =  2  millimètres. 

Calculer  n  dans  le  cas  de  l'eau     (0=1,     A  =  80     ''"'^  \     et  d'un  liquide  pour  lequel  ou  aurait    S  =  0,0;-i 

et    A  =  50  -^ 

cm 

2°  L'expérience  étant  supposée  faite  avec  de  l'eau  pure,  on  touche  la  surface  libre  du  li(iui(l<'de  l'èprouvctli> 

avec  un  agitateur  de  verre  porteurde  traces  d'huile    (  A  =  3(1 -^-^^ — ^j;     l'aréomètre  remonte  liru>(|ueuient  de 

plusieurs  divisions.  Expliquer  ce  phénomène,  le  calculer  et  en  tirer  des  conclusions  sur  la  façon  dont  on  doit 
s'y  prendre  pour  observer  l'aflleuremenl  des  aréomètres  et  sur  la  précision  qu'on  peut  en  altendredansia  mesure 
des  densités  de  li(|uide  a  l'aide  de  ces  instruments. 

3"  l)n  suppose  maintenant  que  l'aréomètre  en  question  tlotle  verticalement  dans  un  système  formé  par 
deux  liquides  superposés  :  le  liquide  inférieur,  de  densité  •■>  et  de  constante  capillaire  A  ai<  coniait  de  l'air 
(qui  donnerait  l'aineurcmcnl  tt  s'il  était  seul)  affleure  ;i  la  division  «1.  tandis  ijue  le  liquide  supérieur,  de 
densité  S'  et  de  constante  capillaire  A'  au  coniact  de  l'air  iqiii  donnerait  l'aftleurement  «'  s'il  était  seul) 
affleure  à  la  division  »;.  Écrire  l'équation  d'équilibre  de  l'aréomètre.  Ai  étant  la  constante  capillaire  du 
lii|uide  inférieur  au  contact  du  liquide  supérieur. 

tjue  devient  celte  équation  d'équilibre  quand  on  suppose  que  la  diflérence  o  -  5'  tend  vers  zéro?  En 
déduire  un  moyen  simple  de  mesurer  rapidement  la  cunslanle  capillaire  Ai  au  contact  de  deux  liquides  non 
miscibles  dont  les  densités  sont  extrêmement  voisines. 

Tons  les  liquides  dont  il  est  question  dans  l'énoncé  sont  supposés  mouiller  parfaitmient  le  \erre. 

Uonnér  nuiiiériqur  ;  accélération  de  la  pesanleiir=;  ;/  -^  '.18O  C.  (1.  S. 
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Acides  lactiques,  waliques,  tartriques.  —  Indiquer  pour  cli.irun  do  ces  corps  la  préparatioTi  usuelle,  la  for- 
imile,  les  fonclions  qu'il  possède  et  les  réactions  montrant  qu'il  les  posscde,  enfin  les  synthèses  qui  en  ont 
été  faites. 

Indiquer  et  interpréter  les  isoniéries  que  l'on  rencontre  chez  ces  acides. 

Sriences  naturellrs. 

Parasitisme  et  Si/mbiose.  —  Le  candidat  exposera  les  principaux  faits  de  parasitisme  et  de  .symbiose  qui  lui 
sont  connus,  et  il  montrera,  par  des  exemples  précis,  pris  aussi  bien  chez  les  végétaux  que  chez  les  animaux, 
l'influence  réciproque  des  êtres  qui  se  sont  adaptés  à  de  telles  conditions  d'existence. 

Groupes  I  et  II. 

Mathi'inatiqiii'x. 

I.  —  1617.  Étudier  la  variation  de  la  fonction     y  —  c-'  sin  a;. 

Représenter  cette  variation  par  une  courbe  rapportiie  à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oi/.  Déterminer  les 
points  d'inflexion  de  la  courbe. 
Calculer  l'intégrale  : 

It  =   I      '""'  sin  X  dx 


j      '•-'  sin  X  t 


où  h  désigne  un  entier  positif    [k  =  1,  2,  3,  . . .;     et  indiquer  la  signification  géométrique  de  cette  intégrale. 
Déterminer  la  limite  de  I;.  pour    k  =  -h  -^  . 


II.— 1618.  l"Étanl  donnés  deuxaxes  rectangulaires  Oa;  et  Oi/,  on  demande  de  trouver  une  courbe  (C)  pos- 
.sédant  la  propriété  suivante.  Si,  en  un  point  quelconque  .M   de  cette  courbe,  on  mène  la 
tangente  MT  qui  rencontre  Oy  en  T,  et  si  on  abaisse  du  point  M  la  perpendiculaire  MP 
^y^'  sur  Ox.  l'aire  du  trapèze  OTMP  est  équivalente  à  un  carré  donné  de  côte  a. 

j^j  On  établira  l'équation  de  la  courbe  en  supposant  que  l'arc  de  courbe  considéré  ait, 

■n^  par  rapport  aux  axes,  la  disposition  indiquée  sur  la  figure  ;  on  tracera  la  courbe  dont  ou 

I aura  obtenu  ainsi  l'équation  et  l'on  énoncera  la  propriété  géométrique  qui  remplace  celle 

de  l'énoncé  pour  les  arcs  qui  présentent  une  disposition  différente  de  celle  de  la  figure. 
2o  Parmi  les  courbes  trouvées  on  construira  en  particulier  celle  qui  passe  par  le  point    :c  =  a,     i/  —  a,    et 
on  calculera  les  rayons  de  courbure  de  cette  courbe  aux  points  d'abscisses    a;  =  it  «. 

III.  —  1619.  Ln  fil  élastique,  de  niasse  négligeable,  est  attaché  à  un  point  fixe  k  ;  quand  ce  fil  pend  libre- 
ment sous  l'action  de  la  pesanteur,  sans  être  tiré,  il  a  une  longueur    Al!  =  i    et  une  tension  nulle.  (Juand  le 
fil  est  tiré,  à  son  extrémité  libre,  de  façon  à  prendre  une  longueur    AM  =  r,     plus  grande  que  /,  la  ten- 
sion F  du  fil  est  une  force,  dirigée  de  M  vers  A.  ayant  une  intensité  proportionnelle  à  rallongement  : 

F  =  kir  —  I) 

B     où  k  est  une  constante  positive. 

!■■  Ceci  posé,  on  attache  au  bout  du  fil  un  point  pesant;  déterminer  la  masse  m  de  ce  point,  de  façon 
•^     qu'il  soit  en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids  et  de  la  tension  du  fil.  dans  la  position  0  telle  que 

M  ^0  =  -'• 

-Mo  2"  Du  lire  sur  le  lil  portant  à  son  extrémité  ce  point  matériel  m  et  on  amène  le  point  dans  une  posi- 

tion Mo  telle  que  AMo  =  jo    ait  une  longueur  supérieure  à  2/.  puis  on  abandonne  le  système  à  lui-même 
sans  vitesse  initiale.  Etudier  le  mouvement  du  point  matériel  ///. 

Quelle  doit  être  la  valeur  de  r,,  poui-  que  le  point  m  remonte  jusqu'au  point  B,  où  la  tension  s'annule,  et 
arrive  au  point  B  avec  une  vitesse  nulle  "? 

Quelle  doit  être  la  valeur  de  r»  pour  que  le  point  in  remonte  jusqu'en  A  et  arrive  en   A  avec  une  vitesse 
nulle  '! 
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1559.  —  Trouver  la  condition  pour  que  les  quatre  racines  de  l'équation 

ai'  -+-  bx^  -h  ex-  -\-dx-h  f  =  0 
vérifient  la  relation     a-j-6  =  2(y  +  8)    et  résoudre  l'équation  dans  ce  cas 
Appliquer  A  2a;'  -f-  3af'  +  âx^  —1=0. 

Désignons  par    .»-^ — ?/m- h- /i  =  0    l'équation  du  second  degré  qui  admet  i)our   racines   y  et  o, 

et  par    x-—m'.T-{-n   =0,     celle  qui  admet  pour  racines  a  et  ^  ;   nous   aurons     m' =  2m,     puisque 

a  -!-  i  =  2(7  —  o).     En  outre,  nous  aurons  l'identité 

fl./'  +  bx^  -h  ex-  -h dx -^  f  ^  a{x'-  —  mx-\-  n)[x-  —  2mx  ■+■  n  ), 

et,  par  suite, 

b  c  d  f 

3m  =  —  —  !  n  -H  »'  -H  zm^  =  —  .  mlin  -t-  n)  = ,  nn'  =  -^. 

a  0  a  a 

Nous  déduisons  de  là  successivement 

''  ,         c         2/;-  ^  ,        3d 

m  — —  1  n  ^  n   = — —  ,  in -^  n   =  — —  , 

Sa  a        9a^  6 

puis, 

3d        ib^         c  ,  _        3d        U-         2c 

"  ^  T"  "^"90^"^'  "~         b         9^~^~' 

Il  n'y  a  plus  qu'à  porter  dans  la  relation     /?»'  =  —     pour  avoir  la  condition  demandée  : 
/  3d        26-         c  \/3d        ib-         2c  \        f 

et  alors  on  a  plus  haut  les  valeurs  de  n,   n'  et  ni,  de  sorte  que   ï,  i,  •■,  o  sont  les  racines  des  deux 

ériuations 

b  3t/        2/-^        c 

x2  -H  — -  a-  -t-  -—  -•-  — -; =  0 

ia  b         9(J-        a 

26  2c         3rf         46= 

3a  a  0         9a' 

Application.  —  Dans  l'exemple  signalé,     o  =  2.     6  =  3,     c  =  2,     rf  =  0,     /'  =  —  1  ;     alors 
,„=__,  n  =  -^,  n   =i. 

On  a  donc  bien  d'abord  la  relation     nn'  =  —  :     puis,  les  deux  équation^  du  second  degré 


dont  les  racines  sont 


T-^». 

et 

i 

- 1  -  1,  3 

2'               ~ 

•i 

x+  {  =  0, 


1 


Jacques  PAIIY. 

lionnes  solutions  :  MM.  G.  Pélissikk.  .i  Toulouse  ;  A.  Cottv,  à  Dijon  ;  G.  Polly,  l'oint-du-Jour,  Ti  Lyon  ;  M.  Iîajma,  h  Nice  ; 
U.  Maiien,  a  Aibi  ;  A.  Gaunarb,  lycée  de  Iteims  ;  0.  I'oucrï,  à  Uoanne  ;  A.  Darmon  ;  E.-.\  lUnisiuN  :  H  Janois,  il  Nantes  ;  M. 
Laiiottk,  Ivcée  Janson  ;  L.  Aobrï  ;  Y.  IIival.  lycî'e  lloclie  ;  Aïbi.hid,  a  Kiiines;L.  Sihon,  à  Doudeville  :  P.  Briïaku  ;  Albertini, 
lycée  (le  Sice;  IUbouillat,  à  Lani;res;G.  Coui-ii,  à  Paris 

Asscï  bonnes  solutions  :  M"^'  Madeleine  Jaiisiiian  ;  MM.  Tobski,  Lyon,  Poinl-du-Jour  :  J.  Souurt,  lycée  de  lloucn 


CONCOURS  DE  1907 


271 


CONCOUnS     DE    190-; 


ECOLE  GENTHALE 


m\\  soit  parallèle  ii  01/  et  que.  la  distance 
deux  points  m  et  M. 


Mathématiques. 

Statique. 

1620.  —  Etablir  la  condition  d'équilibre  du  treuil  (On  ne  décrira  aucune  espèce  de  treuil). 
Api'LiG.vTMN. —  Pour  soulever  une  pierre  de  poid.s  P  un  carrier,  pesant  70''s,  utilise  un  treuil  d'axe  liorizontal 

dont  le  cylindre,  .iiilour  dniiuel  s'enronle  la  corde  soutenant  la  pierre,  a  SOcm  de  diamètre  et  dont  l.i  grande 
roue,  le  long  de  la  péiiphérie  de  laquelle  monte  le  carrier-  pour  faire  équilibre  à  la  pierre,  a  6""  de 
diamètre. 

Lorsque  l'équilibre  est  établi,  le  poids  du  carrier  est  appliqué  en  un  point  .\  de  la  circonrérenre  de  la 
roue  tel  que  le  rayon  O.A  de  ce  point  fasse  6O0  avec  la  verticale  descendante  du  centre  de  0. 

On  place  alors  une  surcharge  p  en  un  point  B  de  la  circonférence  de  la  roue,  situé  au-dessous  de  A  et  tel 
que  AOR  =  15°.  Dans  la  nouvelle  position  d'équilibre,  AO  fait  iS"  avec  la  verticale  descendante  0. 

On  demande  de  calculer  P  et  ^  et  d'évaluer  en  kilogrammètres  les  travaux  effectués  par  le  poids  P,  le 
poids  p  et  le  poids  du  carrier  dans  le  passage  de  la  première  position  d'équilibre  à  la  seconde. 

On  négligera  le  poids  de  la  corde  et  les  frottements  ;  on  supposera  que  le  centre  de  gravité  du  treuil  est  sur 
l'axe  horizontal  de  rotation. 

CrÉOMÉTRIF,    ANALYTIQUE    ET   CINÉMATIQUR. 

1621.  —  Los  axes  0x1/  sont  rectangulaires. 
A  tout  point  m  du  plan  on  fait  correspondre  un  point  .M  te 

de  M  k  ox  soit  égale  à  la  dislance  de  0  à  m. 

1"  Etant  données  en  grandeurs,  directions  et  sens  la  vitesse  et  l'accéléralion  de  l'im  d 
déterminer  et  construire  la  vitesse  et  l'accélération  de  l'autre. 

2°  Quand  la  trajectoire  de  m  est  une  droite,  quelle  est  celle  de  M  .' 

3°  Quelle  doit  être  la  trajectoire  île  m  pour  que  M  ait  un  inoiivcmeut  rectiligne  ? 

{IS  juin,  lie  7  li-  à  11  li.) 
Physique  et  chimie. 

I.  —  Vérifier  la  loi  de  la  vitesse  de  la  chute  des  corps  à  l'aide  de  l'appareil  du  général  Morin. 

II.  —  1622.  Les  gaz  soumis  à  l'étude  de  la  loi  de  Mariotte  sont  enfermés  dans  un  tube  laboratoire  de  révo- 

lution dont  la  méridienne  est  une  courbe  MN. 

La  sensibilité  de  l'appareil  étant  exprimée   par  le  rapport  -j—  de  la  variation  de  la 

coliMine  de  mercure  dans  le  tube  à  gaz  à  la  variation  de  pression  correspondante,  on 
cherchera  les  relations  qui  lient  cette  sensibilité  à  la  pression  dans  les  trois  cas  particuliers 
suivants  : 

1°  tube  cylindrique  ;  -2û  tube  conique  ;  3°  tube  dont  la   méridienne  est  une  hyperbole 
équilatère  rapportée  à  ses  asymptotes. 

III.  —  Phosphure  d'hydrogène  gazeux. 

IV.  _  1623.  Dans  l'eau  acidulée  par  une  quantité  suftisantc  d'acide  .sulfurique.  on  dissout  2Ss,28  de  sulfate 
ferreux  i,à  7  molécules  d'eau).  Dans  cette  liqueur  on  fait  passer  les  gaz  provenant  de  l'attaque,  k  température 
modérée,  du  permanganate  de  potassium  (MnO'K)  par  un  excès  d'aride  chlorhydrique  concentré.  On  arrête 
l'expérience  quand  il  n'y  a  plus  de  sulfate  ferreux  dans  la  dissolution. 

On  demande  d'expliquer  et  d'écrire  les  réactions,  et  de  calculer  la  masse  de  permanganate  nécessaire  pour 
obtenir  ce  résultat. 

■2°  Dans  la  nouvelle  liqueur,  qui  contient  maintenant  le  fer  à  un  état  difléreiil  de  l'état  initial,  on  reçoit  le 
produit  de  la  réaction  de  l'argent  pur  sur  l'acide  sulfurique  concentré  et  chaud,  employé  en  excès,  et,  on  arrête 
l'expérience  quand  le  gaz  ainsi  obtenu  cesse  de  réagir. 
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K\pliqiier  los  rcai-tions,  les  écrire  et  calculer  la  iiia-;sfi  d'argent  nécessaire  pour  que  la  réaction  soit  complète. 
On  supposera  les  perles  nulles  et  on  ne  fera  pas  de  corrections. 
Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

ri?  juin,  de  S  h.  1  S  ()  3  h.  1;S.) 


Epure  de  Gromèlrie  Descriptive. 
(Plans  cotés). 


Echelle  graphique  du  dessin  =  -j^  ■    Toutes  les  dimensions,  même  celles  du 
cadre,  sont  exprimées  en  métrés.    Cadre 


1624.  —  Etablir  sur  un  terrain  formant  plan  incliné  une  plate-forme  horizontale  avec  sa  rampe  d'accès. 

1 

45"' 

Le  plan  incliné,  c'est-à-dire  le  sol  naturel,  est  défini  par  deux  horizontales  ; 
l'une,  le  petit  côté  inférieur  du  cadre  ;  l'autre,  le  petit  côté  supérieur,  avant  respec- 
tivement pour  cotes,  0  mètre  et  l'j  mètres. 

La  ligne  a,  b,  c,  il,  e.  a,  formée  par  les  3  cotés  d'un  rectangle  et  par  une  demi- 
circonférence,  est  la  projection  horizontale  de  la  plato-formc  à  établir  à  la  cote 
de  6  mètres. 

ab  =  10™,  ae  =z  bc  ^  14"",  "/=  ^g  =  3", 3. 

La  partie  de  la  plate-forme,  qui  est  au-dessus  du  sol  naturel,  est  obtenue  par  un 
apport  de  terre,  ou  remblai  ;  les  talus  (*i  de  ce  remblai  ont  une  inclinaison,  sur 
l'horizon,  de  un  de  hauteur  pour  un  et  demi  de  base. 

2 

La  rampe  d'accès  part  de  /(/et  a  une    pente  de   -f!^. 

La  partie  de  la  plate-forme,  ([ui  est  au-dessous  du  sol  naturel,  est  obtenue  par  un  enlèvement  de  terre,  ou 
déblai  ;  les  talus  (')  de  ce  déblai  ont  une  inclinaison  de  411  degrés. 

.\près  avoir  déterminé    les  intersections    des  talus  entre  eux  et  avec  le  sol   incliné,  on  tracera,  en  traits 
noirs  continus,  les  lignes  de  niveau  de  mètre  en  mètre,  en  les  limitant  au  cadre. 

Toutes  les  constructions  seront  indiquées  ;i  l'encre  rouge  et  les  points  principaux  cotés  en  mètres. 
Titre  extérieur  :  fiéométrie  cotée.    —  Titre  intérieur  :  Plate-forme  horizontale. 

(*)  On  appelle  talus  les  surfaces  Inclinées,  planes  ou  non,  qui  relient  les  arrêts  d'un  ouvrage  en  terre  (tel  que  la  pl.ite- 
forme  et  la  rampe  d'accès)  au  sol  naturel. 

(IJjilin,  de:  h.  ti  II  h.j 

Trigonométrie. 

Problkmi:. 

1625.  —  Dans  le  triangle  ABC  la  bissectrice  de  l'angb'  intérieur  r..\C  rencontre  en  I)  le  côté  BC. 

On  connaît  les  longueurs    DC  =  m,     PB  —  p     ainsi  cpic  la  somme  7-  des  carrés  des  côtés  AU  et  AC. 

1»  Calcul  de  l'angle  A. 

2°  Conditions  de  possibilité. 

3°  Étant  données  les  longueurs  ni,  p,  q,  construire  le  triangle  ABC. 

4"  Discussion. 

Calcul  LOGAiiniiMi(,iUE. 

1626.  ^  Calculer  les  arcs  x,  compris  entre  0  et  180°,  qui  vérifient  l'équation  : 


cos^  [Vix  —  2x1  = 


<^Xcotg-|- 
sin  — !- 


Données:  a-    440  2'43",5,  fl  =  13l°ir2r>",2.  7  =  27S".I4'I3",5,  »)i  = —0,069175. 

(Emploi  des  tables  à  .'i  décimales  au  moins.  Le  résultat  pourra  être  exprimé  en  degrés  ou  en  grades.) 

{I.ijuin,  de  2  h.  112  à  5  h.  1/2.) 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPECIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR   LES  FAISCEAUX  TANGENTIELS  D'EPICYCLOIDES  (suite), 
p.ir  M.  L.  Bickart. 


Équations  du  mouvement  rapporté  à  la  conique  S,  —  Ayant  établi  l'existence  de  la  conique  S,  nous  allons  en 
prolitcr  pour  en  déduire  des  équations  plus  simples  que  les  précédentes  :  nous  trouverons  en  même  temps  la 
confirmation  des  résultais  établis. 

Donnons-nous  a  priori  laconique,  définie  par  ses  foyers  et  une  tangente  Xo,  à  laquelle  la  courbe  E  devra 
rester  constamment  tangente. 

Soient    i/  =  0,    a;±c  =  0    les  foyers  de  la  conique,  et    a;  cos  a,, -h  !/ sin  ç.,,  =  n,    l'équation  de  la  droite  Xo. 

L'équation  tangenlielle  de  la  conique  S  s'pbtient  facilement  ;  elle  e.st 

(S)  (c-  sin-  9o  +  '"o}«"  -+-  ci)  —  c-  cos-  90)0-  =  ic-. 

Cherchons  les  relations  fondamentales  de  la  forme    xo  cos  0-1- 1/0  sin  o  —  r-j-pcosn-f  -(-  q  sinn-f  =  0, 
ou  celles  qui  peuvent  les  remplacer. 

liemarquons  d'abord  que  xs,  =  0,  puisque  l'épicycloïde  doit  avoir  son  cenire  sur  l'axe  non  focal.  Dès  lors 
!/ci  étant  donné,  on  doit  pouvoir  en  déduire  U  et  0. 

L'équation  de  la  conique  étant  mise  sous  la  forme    h^x-  -+■  a-y-  =  a-b-, 
celle  du  cercle  bitangentde  centre  a;  =  0,  </  =  i/o  s'obtient  facilement  sous  la  forme 

a-ly'i  -(-  c-, 

'^-  +  (i/-yo)^=     ^  °/      ' 

,1/5  +  0- 
d'où  yo  sin  00  —  '"o  +  p  cos  n-^^  +  q  sin  n':.»  =  0,  p^ -\- q-  =  a ^ —  , 

OU 

{p  sin  ncfft  —  }  cos  «oo)^  -1-  (1/0  sin  Ço  —  nf  —  a-  ^-^^— 2 —  • 
d'où  l'on  déduit,  en  tenant  compte  de  ce  que     a^  =  c'^  sin^  Ço  -i-  «"o, 

,         ,   ..                                                  ,       .                                  ,„        {roya  -t-  c-  sin  oo)^ 
la  relation  (p  sin  nço  —  q  cos  '/îçor  =  ^ 2 • 

équation  qui  se  décompose  en  deux  autres  qui  ne  dilTèrent  que  par  le  signe  de  c.  On  peut  en  retenir  seulement 
l'une  ou  l'autre,  suivant  le  choix  qu'on  aura  fait  de  la  direction  des  abscisses  positives. 

Conservons  celle  qui  correspond  à  +  c  ;  nous  pourrons  alors  écrire  nos  équations  comme  suit  : 

I          ■                                     ''oi/o  +  c^  sin  Ço 
l     p  sin  nço  —  î  tos  noo  =:  — ^-^ . 

(r)  \ 

^  '  I    p  COS  100  + ?  sin  nço  =  ''o  —  ;/o  sin  o,-,, 

[     Xo  =  0. 
Ceci  fait,  cherchons  .'i  exprimer  le  contact  de  la  courbe  E  avec  une  nouvelle  tangente   xcos-i-hy  sin  ç  =  r 
à  la  conique  S. 

L'équation  à  vérifier  est     i/o  sin  o  —  r  -i-  p  cos  no  +  q  sin  no  =  0. 

Si  nous  portons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  p  cl  q  déduites  des  équations  (r).  nous  obtiendrons 
une  relation  qui  co  ntiendra  yo  et  qu  i  devra  être  vérifiée  quel  que  soit  i/o-  On  obtient  ainsi,  tous  calculs  faits 
deux  équations  d'identification  : 

j     c  sin  9,1  sin  n(o  —  ço)  -f-  r^  cos  m(ç  —  oo)  =  r, 

\     c  sin  Ç(i  cos  n(ç  —  00)  —  ro  sin  »i(Ç  —  o,,)  =  c  sin  ç. 
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Ces  deux  équations  sont  d'ailleurs  compatibles  :  en  effet,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 
a-  =  c-  sin-  oo  4-  '■ji  =  c-  sin-  -o  +  )•-, 
relation  vérifiée  puisque  les  droites  =.o»-o,  <ir  touchent  toutes  deux  la  conique  S. 
(  c  sin  GO  =  a  sin  vo,  I    c  sin  o  =  o  sin  i« , 

(  }-o  =  a  CCS  î(„  ;  (  r  =  acosu. 


Posons 
Nos  relations  deviennent 


/     cos  [wo  —  "(ri)  —  ?)]  =  'îos  "> 
(     sin  [uq  —  "*'fo  —  o)]  =  sin  u, 

„„_',i(-io  — 9,1  =  M+2ftT:,  (A  =1,2,  3,.    .;,  ou  ni  —  u  =  Wio  -  "o  +  2â:t. 

Posons  «  =  "?»  ~  "o  ; 

nous  voyons  que  les  équations  peuvent  être  remplacées  par    n=>  —  h  =  a  +2k-,    c  sin  9  =  a  sin  u. 

Soit    "  =  -    l'excentricité  de  la  conique,   u  =  Ji-f  —  ï  —  2h-,     sin  !/  =  sin  (ho  —  a), 
a 
d'où  enfin 
(o)     sin  '«'-  —  a;  =  îsino,     équation  qui  donne  les  arguments  9  des  tangentes  cherchées  à  la  conique  S. 

D'ailleurs     r  =  a  cas  u  =  a  cos  (no  —  a)  ; 
les  équations  des  droites  cherchées  seront  donc  de  la  forme    .rcoso  -h;/  sin  o  =  a  cos  (n'f  —  a), 
o  étant  déterminé  par  l'équation  (o). 

L'équation  des  droites  que  nous  venons  d'obtenir  montre  que  toutes  ces  droites  sont  tangentes  à  une 
même  épicycloïde  d'espèce  «  ayant  l'origine  pour  centre.  Ce  résultat  pouvait  être  prévu  a  priori  ;  on  aurait 
donc  pu  écrire  a  priori  les  dernières  équations.  Nous  avons  préféré  les  déduire  du  calcul  et  nous  les  obtenons 
ainsi  comme  confirmation  des  résultats  déjà  énoncés. 

La  relation  entre  p  et  3  s'obtient  facilement  :  elle  est    p  cos  n-  9  sin  a  =  a    ou    R  cos  fO  —  a)  =  o. 

Nous  pouvons  profiter  des  équations  précédentes  pour  chercher  le  lieu  des  sommets  de  la  courbe,  ou  de  ses 
rcbroussements,  ou  d'un  point  quelconque  lié  à  la  courbe  par  voie  de  similitude. 

Nous  ne  donneronspas  le  détail  des  calculs,  qui  sont  d'ailleurs  faciles;  nous  indiqueronsseulement  le  résultat. 

Les  sommets  sont  donnés  parles  relations 

!0 
a;  =  R  cos  —,  i/o  =  sR  sin  (a  —  0), 

n 
h 
1/ =  I/o  +  R  sin  — ,  R  cos  (a  —  0)  =  a. 

Dans  l'étude  du  mouvement,  nous  pouvons  d'ailleurs  remplacer  le  cercle  bilangent  à  laconique  parle 
cercle  de  même  centre  qui  passe  aux  foyers:  les  rayons  de  ces  cercles  sont  dans  un  rapport  constant,  égal  à 
l'excenlricité  s.  Soit  R'  le  rayon  du  cercle  concentrique   à  l'épicycloïde  et  passant  aux  foyers.  Les  équations 

peuvent  s'écrire 

/  1  0 

l    a-=— R'cos  — I  I/o  =  K' sin  (a  —  0), 

I   II  =  I/o  +  —  R'  sin  —,  R'  cos  (i  —  0)  =  c 

Dans  la  ligure  mobile,  le  point  x,y  eslhomolhétique  parrapport  aucenlremobile  du  point  x'  =  R'cos— , 

(i 
1/' =  1/,, -H  R' sin      -   dans  un  rapport  constant. 

>i 

Le  point  x,ij  peut  donc  être  remplacé  par  le  point  x',//'.  Nous  pouvons  donc  remplacer  les  équations,  en 
enlevant  les  indices,  par 

a;  =  R  cos  —,  i/o  =  R  sin  (a  —  ')), 

)i  ■'  ^  ■ 

0 
If  —  I/o  -H  R  Sin  — 1  R  cos  (a  —  0)  =  c. 

n 

L'argument  du  point  ainsi  défini  sur  le  cercle  mobile  passant  par  les  foyers,  est  égal  à   —  .     Considérons 

un  autre  point  du  cercle,  formant  avec  le  précédent  et  le  centre  mobile,  un  triangle  d'angles  constants,  et  soit 
H'  l'argument  de  ce  nouveau  point. 
0 
Un  pourra  écrire    0'=    —  -|- p,     fi  étant  un  angle  constant. 
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Mais,  soit  a  —  0  =  ■:,,  d'où  0'  =  S  h '- -■ 

n 

Déterminons  ^  par  i.i  (-ondition     ï  h =0.     I.c  noiivi>au  point  mobilo  ser.i  donni'  par  les  L'qnations 

œ  =  Rcos-^.  i/o  =  lisin'v, 


c, 

/"      ] 

\/ 

!•    ^~~-_ 

_^^v'   •'■ 

lia  —  R  sin  - 


H  ces  o  = 


Soit  G  le  centre  du  cercle  mobile  passant  aux  l'oyers  fixes  F,  F'.  L'angle 
-f  n'est  autre  que  l'angle  CFF'. 

Le  point  mobile  s'obtient  dès  lors  par  la  construction  suivante  : 

Le  centre  G  étant  donné,  mener  par  ce  point  la  parallèle  à  FF'  et  une 

CFF' 

droite  faisant  avec  cette  parallèle  l'angle  On  obtient  ainsi,  sur  le  cer- 
cle de  centre  C  qui  passe  en  F,  le  point  .M. 

Tout  point  delà  ligure  sera  le  sommet  d'un  triangle  semblable  à  un 
triangle  donné  construit  sur  CM. 

Si  l'un  \cut  IraitiT  la  question  parle  calcul,  les  coordonnées  des  deux 


points    mobiles   C   et   M   seront  données    par 


yc  =  c  tg  9  ; 


Soit  CFi  le  prolongement  de  FC.  L'angle  FiCM  est  égal  à    o -h  ^  = 


n  -+-  1 


o.     On  peut  donc  remplacer 


la  construction  précédente  par  la  suivante  :    mener  par  le  point   C   une  droite  faisant  avec    FCFi    l'angle 
n'9  =  u'CFF',    n'  étant  un  nombre  constant. 

Lieu  d'un  point  quelronque  de  la  figure.  —  Posons,  suivant  des  notations  déjà  employées   dans  cette  revue, 
a;+  ('.'/  =  ;,  x  —  iij  =  r,  et  o  =  wl. 

Le  sommet  d'un  triangle  semb!al)le   à    un   triangle  donné   construit  sur  CM    aura 
''  pour  coordonnées 

i,  =  ;,5„  +  (1  -  h%,  r„.  =  kr.,  +  (1  -  A)/,c, 

équations  où 
M  .  CI'      ^  ,  CP       -r- 


CM 


C» 


CM 


2lit"- 


■  t-" 


On  déduit  de  là,  après  quelques  calculs  faciles  et  en  posant    ( 


(-"  -t-  1 


I     '  r-"  -+-  i 

On  en  déduit  le  degré  de  la  trajectoire  :  u  étant  un  entier  impair,  (n — l'i  et  (n-+-))  sont  pairs  ;;  el  -^ 
sont  donc  exprimées  par  des  fractions  d'ordre  n  par  rapport  au  paramètre  (-.  Donc  la  trajectoire  est  une  courbe 
unicursale  d'ordre  n. 

Remarque.  —  Sur  le  mouvement  inverse  du  propose. 

Nous  pouvons  proFiter  de  la  figure  précédente  pourdétinir  le  mouvement  inverse  du  proposé,  c'est-à-dire 
celui  d'une  figure  liée  par  similitude  à  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné,  et  dont  les  côtés  coupent 
sous  des  angles  constants  une  épicycloïdc  donnée. 

Dans  la  figure  mobile,  les  deux  points  F,  F'  sont  fixes,  et  ils  décrivent  cliacun  le  cercle  C  qui  est  Qxe  dans 
la  figure  fixe. 

Prenons  dans  cette  figure  fixe,  sur  le  cercle  C,  le  point  M  pour  origine  des  arcs.  Soient  f  et  /'  les  argu- 
ments des  points  F  et  F', 

/•='FC\1  =  FcP'-i-^  T-o--£..  r  =1^1  =  FCy  — -2.  =  o--^, 

n  •        n  71         '         n 

d'où,  par  élimination  de  a, 

(H-f-l)/"+(M  — !)/•=  (n-1)-  ou  /'-/■'=«(/■+/")  — (»-!)-. 
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Or  réfiuHlion  d.^  la  tlroile  FF'  clans  la  fii,'iire  fixe  esl,  en  appelant  K  le  rayon  du  cercle  C, 


f+f 
Posons  


2  2  ' 

l'équation  devient  a;  ces  i  +  )/  sin  (  =  R  cos  [nt  —  a), 

équation  d'une  épicycloïde  d'espèce  n  définie  par  ses  tangentes. 

Donc  le  mouvement  inverse  est  un  mouvement  épicycloïdal  d'espèce  n. 

Cas   particuliers. 

Nous  n'étudierons  pas  sous  ce  litre  les  cas  correspondants  à  des  valeurs  particulières  de  n,  mais  ceux  qui 
correspondent  à  des  l'oruics  particulières  du  triangle  formé  par  les  trois  droites  données. 

I.  —  Le  triangle  est  isocèle  ;  l'angle  au  sommet  est  quelconque. 
Plaçons  l'origine  au  sommet  du  triangle,  et  prenons  la   iiauleur  pour  axe  des   x.    Les  équations  des  trois 
droites  prennent  la  l'orme 

X  =  a;  —  a,  Y  =  .t  cos  a  -\-  ij  sin  a.  Z  ^  x  cos  o;  —  y  sin  i. 

On  trouve  pour  équations  conditionnelles 

a cos a  .         ,        .  . 

H  =:  ,  î/o  Sin  a  +  o  sin  n-i  =  0. 


cos  na  —  cos  a  cOS  a  —  cosna 

Ainsi,  le  centre  de  la  courbe  décrit  une  droite  parallèle  à  la  hase. 

La  conique  enveloppe  du  cercle  inscrit  reste  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  ;  la  hauteur  en  est  l'axe 
focal;  le  point  de  contact  avec  la  base  est  fixe  au  milieu  de  celle  base  :  c'est  un  sommet  de  la  conique. 
Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  cas. 

II.  —  Le  triangle  donné  est  équilatéral. 
Les  équations  précédentes  s'appliquent  en  faisant    a  =  -^-    Mais  elles  conduisent  à  un  résultat  dissymé- 
trique, et  il  est  évident  que  nous  devons  trouver  des  résultats  .symétriques  par  rapport  au  centre  du  triangle. 

Si  nous  transportons  l'origine  à  ce  centre,  et  si  nous  prenons  pour  axe  des  x  une  des  hauteurs,  bs  équa- 
tions des  côtés  sont  de  la  forme 

0-                 97;                                 2-  2- 

X  =  r,  X  cos  ^^ — h  )/  sin  ^!r^  =  r,  x  cos  — ij  sin  -^  =  r, 

ou  bien,  en  prenant  des  coordonnées  imaginaires  et  posant  ^  =z  e  ^  ,  y  =  e  '^  , 

f  -(-  r,  =  2r,  p^  +  -(n  =  2'/-,  yi  +  ^r,  =  2r. 

C'est  d'après  les  coordonnées  ainsi  choisies  que  le  lecteur  pourra  étudier  la  question.  Nous  ne  faisons  que  la 
signaler,  en  indiquant  qu'il  convient  d'étudier  successivement  les  cas  où  n,  étant  entier,  est  de  la  forme  3i)i, 
ou    (3m -1-1),    ou    (3>H-t-2). 

III.  —  Les  trois  droites  données  sont  concourantes. 

Si  dans  ce  cas  on  prend  pour  origine  le  point  de  concours  commun,  on  trouve  que  : 

Le  centre  de  la  courbe  décrit  une  droite  passant  par  ce  point  0  ;  le  cercle  inscrit  reste  tangent  à  deux 
droites  issues  de  0. 

Toute  la  figure  se  déplace  homotiiétiqueraent  à  elle-même  par  rapport  au  point  0. 

IV.  —  Les  trois  droites  données  sont  confondues,  c'est-à-ilire  :  l'épicycloide  reste  osculatrice 
à  un  cercle  donné  en  un  point  donné. 

Nous  étudierons  plus  complètement  ce  cas,  auquel  d'ailleurs  les  équations  générales  ne  s'appliquent  |ilus 
qu'au  moyen  d'artifices  a  posteriori. 

Nous  devons  tout  d'abord  chercher  l'équation  générale  des  cercles  osculateurs  à 
l'épicycloïdc  définie  par  ré(|uation  de  sa  tangente 

(1)  (a;  —  a-o)  COS  o  +  [y  — 1/0)  sin  tf  =  H  Cos  (ny  —0). 

Posons  comme  précédemment,  U  cos  0  =  p,  W  sin  0  =  q. 

Le  point  de  contact  de  la  tangente  (1)  avec  son  envelo()pe  est  déterminé  par  les 
deux  équations 

(1)  (a;  —  œo)  cos  Cf.  -|- (1/ —  1/0)  sin  ip  =  pcosnf-h  9  sin  wç, 

(2)  —  (œ  — a;o)sin  ip -(- ('/ —  î/o)  cos  <f)  =  —n(p  sin  w<p  —  gcoswip). 
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Le  centre  de  courbure  correspondanl  est  déterminé  par  la  deuxième  de  ces  équations,   qui  est  celle  de  la 
normale,  et   par  celle  qu'on   obtient  en  dérivant  ses  deux  membres  par  rapport  à  o,  ou 
(3)  (a;  —  xo)  COS  tp  +  (ij  —  yo)  s'in  o  —  «-(pcosno  +  q  sin  n-f). 

Soit  A  le  centre  du  cercle  auquel  la  courbe  doit  être  constamment  osculatrice  en  un  point  donné  0.  Pre- 
nons OA  pour  axe  des  a;  et  0  pour  origine.  Soit    OA  =  a.     L'équation  du  cercle  est      x- -{-;/-  —  iax  =  0. 

Mous  expriuicrons   les  conditions   données   en   écrivant   que,    pour    o  =  0,     l'équalion   (1)   se  réduit  a 
X  =  0,     l'équation  (2),  à    y  =  0,     l'équation  (3),  à    x  =  a, 
d'où 
il")  xo-i-  p  =  0,  i/o  -4-  nq  =  0,  xo  +  n-p  =  a. 

a 

Lieu  du  centre  de  la  courbe.  —  Les  équations  ir)  ainsi  outonues  donnent    xo  := -< 

^  '  1  —  n- 

le  lieu  est  une  droite  normale  à  OA. 

Enveloppe  du  cercle  inscrit.  —  Ce  cercle  a  pour  équation    [x  —  x<i)-  -\-(y  —  j/o)-  =  y-  +î". 
ou,  en  tenant  compte  des  équations  (r)  et  en  ordonnant  par  rapport  à  i/o, 

n-  — 1 

5 —  ;/,j  —  2i/î/,)  -(-  a;-  4-  !/■  —'ixox  =  0, 

d'où  l'on  déduit  l'équation  de  son  enveloppe    (n-  —  {){x^-\-y'^  —  2a-oa;)  =  n-y-, 

équation  d'une   conique   d'axe   focal    Ox,    à  laquelle  le   cercle  reste  constamiiient  bitangi'nt.   Cette   équation 

s'écrit,  en  tenant  couiple  de  la  valeur  de  a-o,    (1  — n-)x--\-y''  — iax  =  0. 

On  voit  sous  cette  forme  qu'elle  est  constamment  osculatrice  au  cercle  donné  au  point  0,  lequel  en  est  un 
sommet. 

Foyers.  —  On  vérifie  sans  difficulté  que  les  foyers  sont  donnés  sur  0..i;  par  l'équation 

'/(-  —  i]x''  -+-  iax  —  a-  =z  0, 

i  1  2 

dont  les  racines  satisfont  à  la  relation  —r-\ n-  =  — 

X  .i:  a 

Donc  les  foyers  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  U  et  k. 

Cercle  des  rebroussements.  —  On  obtiendra  les  points  de  rebroussement  de  l'épicycloide  en  exprimant  que 
la  tangente  passe  au  centre,  d'où  cos  (wf  —  0)  =  0  ; 

les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  deviennent  alors,  en  prenant  la  solution    lio  —  6  =  ^7 

{r.  —  x^)  cos  ç  +  (i/  —  I/o)  sin  ç  =  0,  —  (a:  —  x<s)  sin  -i  +  iy  —  yo]  ces  «  =  —  "R. 

d'où  {x  —  XaY  +  {y  —  i/o)^  =  n^R-  =  n-{p'  +  q-). 

équation  du  cercle  concentrique  à  la  courbe  et  qui  contient  tous  les  points  de  rebroussement. 

Si  l'on  tient  compte  des  équations  (D,  celle  de  ce  cercle  devient    {x  —  xoY  +  y-  —  2i/o!/  —  "'■'s. 
d'où  il  résulte  que  le  cercle  des  rebroussements  passe  par  deux  points  fixes,  qui  sont  les  foyers  de  la  conique  enve- 
loppe du  cercle  inscrit. 

-Trajectoire  d'un  ponil  quelconque  de  la  fiyure.  —  Si  l'on  répète  les  calculs  que  nous  avons  laits  dans  le  cas 
général,  on  trouve  exactement  les  mêmes  équations. 

Droites  tangentes  à  la  courbe.  —  Pour  qu'une  droite 

(D)  a;cosç4- i/sin  o  =  r 

soit  constamment  tangente  à  la  courbe  mobile,  il  faut  que  l'équation 

^"0  COSÇ+  I/o  sin  'f  —  )•  +p  cos  ir^  -I-  q  sin  n-ç  =  0 
soit  une  identité  résultant  des  équations  conditionnelles 

Xo  =    .    '^    ,  ,  p  +  X(,  =  0,  I/o  +  nq  =  0. 

1  —  n- 

On  déduit  de  là  r  =  j.o(cos  9  —  cos  ny),  sin  no  =  «  sin  9  ; 

l'élimination  de  «9  entre  ces  deux  équations  donne  une  relation  entre  r  et  9,  qui  exprime  que  la  droite  est 
tangente  à  la  conique  ci-dessus,  enveloppe  du  cercle  inscrit. 

L'équation  sin  119  —  nsin  9  =  0  admet  9  =  0  comme  racine  triple,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  par 
trois  dérivations  successives.  Celte  solution  donne  pour  droite  (D)  la  tangente  donnée  Oy,  comme  on  devait  s'y 
attendre. 

De  plus,  si  n  est  entier,  l'équation  admet  la  solution  9  =  r:.  Si  n  est  pair,  celte  solution  donne  la  droite 
X  —  2x„,    c'est-à-dire  la  tangente  à  la  conique  en  son  sommet  distinct  de  0. 
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Si  71  est  impair,  on  retombe  avec  la  solulion     '^  =  '^    sur  la  droite  donnée    a;  =  0. 

Les  autres  solutions  de  l'équation  sont  toutes  imaginaires.  On  peut  les  étudier  de  la  façon  suivante  :  Si  Ton 
pose    e'ï  =  t,     l'équation  à  résoudre  s'écrit    i-"  —  1  =  ««"-'(<- —  1). 

Si  l'on  débarrasse  cette  équation  du  facteur  [t — \)Ht-i-i),  il  reste  une  équation  d'ordre  (2*1—4)  qui 
est  réciproque,  et  se  ramène  par  suile  à  une  équation  d'ordre     n  —  2. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  de  cette  étude. 

Remarque  sur  le  procédé  de  calcul  employé.  —  Si  l'on  pose  e'?'  =  t,  l'équation  générale  des  tangentes  à 
une  épirycloïde  d'espèce  «,  de  centre   ?o.  '.o,  de  grandeur  et  d'orientation  définies  par    X  =  Re-",    \x  =  Re'», 

est  ("-'(;  -H  l^r.)  =  t"-'(?o  +  t--rfi)  +  )-(="  -h  {>■■ 

SI  l'on  identifie  cette  équation  avec  celle  d'une  droite  quelconque    ui-\-vr^  -+-  ic  —  0. 

on  (ibliont  léqualion  langentielle  générale  des  épicycloïdes  d'espèce  n,  (uv)  -  (:(,n  +  r^^v  +  w)  -+-  int"  +  Iv"  —  0. 
Nous  aurions  pu  partir  directement  de  cette  équation,  qui  n'est  autre  que  la  forme  générale  des  équations 
conditionnelles  ci-dessus.  Nous  avons  préféré  garder  la  forme  que  nous  avons  adoptée,  et  qui  nous  a  permis 
do  mettre  directement  en  évidence  l'existence  de  la  coniqtie  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les  tangentes 
communes  aux  épicycloïdes  considérées. 

Cas  nouerai  :  n  commevsurable  =  — 
ï 
Nous  résoudi-ons  d'abord  le  problème  suivant  : 

Problème.  —  Trouver  le  nombre  dci  tarujentes  communes  à  deux  Cjjicycloides  d'espcce    n  =  -'-. 
1,'i'qiialion  générale  des  tangentes  à  une  épicycloïde  d'espèce  --    et  de  centre  x^,,  ya  est  de  la  forme 

(x  —  a;o)  cos  go  -)-  (y  —  i/o)  sin  (/o  =  R  cos  Qjo  —  0) 
et,  pour  une  autre  épicycloïde  semblable,    {x  —  x'^,)  cos  q''^ -\- {>J  —  y'»)  sin  qi,  =  R'  cos  {pi  — 0'). 
Nous  pouvons  toujours  choisir  les  axes  et  l'unité  de  longueur  de  telle  sorte  que 
x'„  —  i/^  7=  0,  ')'  =  0,  li'  =  I  ; 

d'où,  en  posant  c'^  =  t,  e''^  =  u 

et  en  passant  aux  coordonnées  imaginaires,  les  deux  équations 

:      .^^^,J  _  Xf-;'  +  t,o»'+î  +  j^w^i  +  ji  ,      ^^^,^^  _  u-i'  -+-  I 

'       '      ~  ti'-'i  '  ^      'i  '    —     j^j,_, 

Le  problème  sera  résolu  par  l'identification  de  ces  deux  équations. 
Deux  cas  se  présentent  : 

1"'  Cas  :  p  et  q  sont  tous  deux  impairs. 

Soit  p—-2p'  +  i,  q=-2q'  +  l. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  pose  (-  =;  0,  c-  =  £., 

les  deux  équations  ci-dessus  deviennent 

et  ridentilicalion  donne  les  deux  équations 

(1)  ()ï   =    .7, 

(2)  (Ml'  +  /,oO/'' ♦•/■+!  4-  ^„(J;''-/'  -\.  ^]zi'-q'  =  (£*-<-  \)^p-i'. 
Nous  avons  encore  ii  distinguer  deux  cas  : 

")    P  >  'J-     Posons  t  —  jO, 

nos  équations  deviennent 

(t)  .■/  =  !, 

(2)  QMr  -(-  r,„(V+v'+  '  4-  ioUi'-i-  +  ,x):i'-i'  =  ;/'0''  -|-  1  ; 

à  chaque  racine  :  de  l'équalion  (I)  correspond  une  cqualioii  (2)  de  degré  p  par  rapport  ;i  0. 

Les  racines  de  l'équation  (I)  sont  distinctes  et  au  nombre  de  q;  les  racines  de  l'équation  (2Ksont  en  général 
distinctes  et  au  nombre  de  p;  le  nombre  des  valein-s  de  '(  qui  résolvent  la  (jucstion  est  donc  égal  à  jiq. 

b)    p  <  q.     L'équation  (!)  ne  change  pas.    Pour  mettre  l'équation  (2)  sous  forme  entière,  il  faut  l'écrire 
(),();•'-»'/'+ 1  ^.  r,uO-'/'+i  -h  Ço  +  [i-W'f'):!'-!'  =  ;;)■n^'^';'+l  -)-  fyi'-i''  ; 
son   degré   par   rapporta  0  devient  égal  à    2<jt' H-  I  =  7  ;    donc   le  nombre  des  valeurs  cluTcliées  de    "   est 
égal  il  q-. 


SUR  LES  FAISCEAUX  TANGENTIELS  D'ÉPICYCLOIDES 


-27!J 


On 


P>  9 

P  <i 

ip+q)  pair 

P9 

1- 

ip-i-q)  impair 

ipq 

H' 

2"  Cas  :  [i  et  q  sont  de  parties  différentes. 

L  idenlification  des  équations  des  deux  tangentes  donne 

(-•/  =  U^l,  {It^l'  -+-  r^utl-^^  -+-  yp-^  -+-  •J.]ti'-1  —  («-''  +  i]t>^', 

OU,  en  posant  "  =  -<, 

(1,  -Ji  =  i. 

(2)  ).(-'■  -)-  ■r,9ti'*i  -+■  h"'^''  +  f;;'"''  —  •-'■'-'•  +  t- 

La  première  de  ces  équations  donne  pour  ;  2}  valeurs.  A  eiiacune  d'elles  correspond  une  équation  (2). 

Si    p  >  q     cette  équation  (i)  se  trouve  écrite  sous  forme  entière  par  rapport  à  t  et  est  de  degré  2^). 

Le  nombre  des  valeurs  cherchées  pour  t  est  donc    2pX'2q  =  ipq. 

Si    p  <'  q     on  mettra  l'équation  (-2)  sous  forme  entière  en  multipliant  ses  deux  membres  par    fi-i\ 
obtient  ainsi 

[Kti'*i  -+-  ï,ot^'  +  ?o  +  l^t'i-''):''-'!  =  i-i'l'-*''  4-  t'i-i', 
équation  de  degré  iq. 

Donc  le  nombre  des  valeurs  cherchées  pour  t  est 
2gX2î  =  iq-. 

Nous  pouvons  résumer  les  résultats  ainsi  trouvés 
dans  le  tableau  ci-contre  : 

Ceci  posé,  nous  allons  chercher  de  combien  de  façons  il  est  possible  d'exprimer  que  la  courbe  (E)  est 
tanjjente  à  trois  droites  données. 

A  chacune  de  ces  façons  correspondra  une  famille  de  courbes  E  qui  auront  en  commun  les  trois  tangentes 
données  et  un  certain  nombre  d'autres.  Dans  chacune  de  ces  familles,  le  centre  décrira  une  droite,  le  cercle 
inscrit  restera  bilangenl  ;i  une  conique  fixe,  etc.;  en  un  mot,  on  pourraappliquer  à  chacune  de  ces  familles  les 
résultais  que  nous  avons  trouvés  pour  n  entier  et  impair. 

Nous  avons  établi  au  début  de  cette  note  que  : 

1)  Si  p  et  g  sont  tous  deux  impairs,  il  y  a  j  façons  d'exprimer  que  la  courbe  (H)  touche  une  droite 
donnée  X. 

Autrement  dit,  la  condition  de  contact  peut  être  exprimée  par  q  équations  distinctes  que  nous  écrirons 
sous  la  forme 

(Xj  X,  =  0,  X2  =  0,  ...    .,  X,,  =  0; 

pour  exprimer  que  la  courbe  touche  les  deux  autres  droites  données,  nous  aurons  de  même,  pour  l'une,  les 
q  équations 

(Yj  Y,  =  0,  Y,  =  0,  ....   ,  Y,,  =  0 

et  pour  l'autre 

(Z)  Z,  =  0,  Z,  =  0 Z.,  =  0. 

Si  l'on  associe  ensemble  une  équation  quelconque  du  groupe  X,  une  autre  du  groupe  Y,  et  une  autre  du 
groupe  Z,  on  aura  un  système  de  trois  équations  conditionnelles  sur  lesquelles  on  pourra  répéter  tout  ce  que 
nous  avons  dit. 

11  y  a  évidemment  g'  systèmes,  tous  distincts  les  uns  des  autres 

Par  conséquent  il  y  a  '/■  familles  d'épicycloïdes,  donnant  lieu  à  q^  droites  lieux  des  centres,  à  q-  coniques,  etc. 

2)  Si  p  et  q  sont  de  parités  différentes,  il  y  a  2g  façons  d'exprimer  que  la  courbe  E)  touche  une  droite  donnée. 
Les  conditions  de  contact  avec  trois  droites  données  s'expriment  donc  par  un  système  de  trois  équations 

prises  respectivement  dans  trois  groupes  de  2g  équations  : 

X,  =  0,  Xo  =  0,  Xo,  =  0, 

Y,  =  0,  Y.  =  0 Y.,,  =  0, 

Z,  =  0,  7.1  =  0 Z..,  =  0  ; 

le  nombre  des  systèmes  que  l'on  peut  ainsi  former  est  donc,  à  première  vue,  égal  à    (?g)'  =  8g'. 
-Mais  nous  allons  voir  que  le  nombre  de  droites  lieux  de  centres  se  réduit  à  4g'. 
En  effet,  reprenons  l'equalion  générale  des  tangentes  à  (E), 

j  _   It-f  ■+-  r,otl'*9  +  yi-v  +  ji 

î  +  '.        —  ,^-,y 

Il  s'agit  d'exprimer  que  cette  droite  peut  coïncider  avec  cliacune  des  trois  droites  : 

X  =  :  +  ïf,  —  rt  =  0,  Y  =  ;  +  ,ir,  -  6  =  0,  Z  =  ;  -h  y»;  —  ''  =  0  : 
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d'où  trois  systèmes  de  deux  équations  de  la  forme 

(-■/  —  2,  ).«-'■  -+-  -rfif'i  -+-  ioC'T  +  |Ji  =  alt^i  ; 

la  seconde  pouvant  s'écrire 

Itf^'i  +  f.of-ï  +  =0  +  fi""''  =  a,  ou  Xh>+'i  -\-  '.xtl-i'  +  io-\-  ay,u  —  n  =  0. 

OU,  en  posant  Xo  =  ?o  +  «'.o  —  a, 

(»')  (    «'«  =  ï, 

(2')  î    Xo  +  )-(■'+''  +  i^fï-''  =  0. 

Soit  <o  l'une  des  racines  de  l'équation  (1').  Celle  équation  admet  également  la  racine  lo  =  —  'o  et,  puis- 
que p  et  5  sont  de  parités  différentes, 

to'i+f  =  —  toi*';  tu'rv  =z  —  l„'i-t; 

donc,  si  l'on  peut  écrire  Xo  +  )-to''"''+  ^^'o''"''  =  0, 

on  pourra  également  écrire  Xo — Àt„î+'' —  \xtoi~''  =  0, 

soit  deux  équations  distinctes  du  groupe  (X)  que  l'on  peut  réunir  sous  la  l'orme 

-4^  Xo  =  >-'o''+''  +  litu'i-i; 
la  étant  susceptible  de  prendre  q  valeurs  ditl'érentes. 

Les  contacts  avec  Y  et  Z  donnent  lieu  de  même  à  des  équations  de  la  forme 

-H    Yo   =  ).(l^*"''  +  lUtil-'',  ±Zo—   'ldi'*f  +  jJL<2«-^. 

L'élimination  de  ).  et  de  fi  donne  pour  lieu  de  Eo.  ',<>  ■ 

±  Xo  'u'^*''  'o''-^ 

zt  Yo  t,'t*i'  l,i-f     =  0. 

d=  Zo  t-ïJ'i'  'ï'-'' 

A  une  détermination  de  h,  'i,  h  correspondent  tous  les  arrangements  de  signes  que  l'on  peut  réaliser  dans 
la  première  colonne. 

Ces  arrangements  sont  au  nombre  de  8,  mais  à  l'un  quelconque  d'entre  eux  en  correspond  un  autre  dans 

lequel  les  trois  signes  sont  respectivement  différents  :  à  l'arrangement    (-\ )    par  exemple  correspond 

l'arrangement    (— +  +)    qui  a  simplement  pour  eft'et  de  changer  désigne  tous  les  termes  de  la  première 
colonne,  et  qui  par  suite  ne  change  pas  l'équation. 

Donc  le  nombre  8  des  arrangements  possibles  ne  donne  lieu  qu'à  quatre  équations  distinctes.  Autrement 
dit,  les  SjMroites  se  confondent  deux  à  deux  et  le  nombre  effectif  s'en  réduit  à  4î^  comme  nous  l'avion.s 
annoncé. 

Il  n'en  reste  pas  moins  vrai  que  le  nombre  des  systèmes  de  trois  équations  conditionnelles  est  Sj^  ;  à  cha- 
cun d'eux  en  correspond  un  autre  oii  rien  n'est  changé,  sauf  les  signes  de  ).  et  [jl.  Mais  considérons  les  deux 
courbes  concentriques  enveloppes  de  : 

l  -{.  r^t-i  =  ).(/'*■?  +  il(1-P  et  I  +  r^t-'i  :=:  —  llf+'l  —  ixll'l'. 

Ces  deux  courbes  coïncident,  car,  pour  passer  de  l'une  à  l'autre,  il  suffit  de  changer  t  en    —i. 
Donc  le  nombre  des  familles  distinctes  d'épicycloides  dans  le  cas  considère  se  réduit  à  4}^ 
Ayant  trouvé  dans  tous  les  cas  le  nombre  des  familles  distinctes  de  courbes,  nous  allons  cberi-her  à  com- 
bien de  droites  fixes  les  courbes  de  chacune  des  familles  restent  tiingentes. 

Dans  chaque  famille,  le  système  des  trois  équations  conditionnelles  permet  d'exprimer  ;o,  f,o.  '■,  k  en 
fonctions  linéaires  d'un  seul  et  même  paramètre  3, 

Ço  =  «i  +  4:.  X  =  ).,  4-  :;).2. 

r,o  =  r,i  +  zr,2,  |Ji  =  .'J^i  +  -[.»> 

Ileprenons  la  distinction  des  deux  cas  ci-dessus  : 
i)  p  el  q  sont  tous  deux  impairs.  —  L'équation  générale  des  tangentes  aux  courbes  E  est 
Ç  +  rfli  =  ),OJ''+v'-i  +  r.oOï  -(-  ço  -)-  |JiO'''-'', 
équation  de  la  forme 

(D)  ;  H- r/jv  = /i  0),  avec  la  condition  /'=/'i +  ;/";. 

Nous  devons  chercher  avec  combien  de  droites  lixes  peut  coïncider  la  droite  (H'. 

Soit    |-t-«i  =  a    une  de  ces  droites  (ixes. 

I.'identilicalion  donne  ')'  =  a,  {)  +  ^A  =  a, 

la  seconde  équation  doit  être  vériliée  quel  que  soit  i.    D'où 

(0)  /■2=0,  a  =  /'i,  a  =  (K. 
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La  première  de  ces  conditions  est  une  équation  en  0  ;  les  deux  autres  donnent  a  et  a  connaissant  0. 
Le  nombre  cherclié  sera  donc  celui  des  racines  de  l'équation    /2  =  0    ou 

XiHP'+l'^'  +  r,2^i  +  Ça  +  [i-2'i'''-'''  =  0. 

Si    q  —  p  >  0,    cette  équation  se  trouve  écrite  sous  forme  entière  et  son  degré  est  g. 

Si    p  —  q  >  n,    l'équation  sous  forme  entière  s'écrit    Xi»/'  ■+■  y,>6'''+9+'  +  ^■A'-'-'i'  -+-  a,  =  0 
et  son  degré  est  p. 

Donc  le  nombre  des  droites  cherchées  est  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  p,  q. 

2)  p  et  q  sont  de  parités  différentes.  —  L'équation  des  tangentes  est  alors 

;  +  r,(2î  =  f(t),  f  =  Itf+'I  -h  y^f-i  +  «o  +  .ul""''  =  A  +  zfi. 

Le  nombre  des  droites  cherchées  est  celui  des  racines  de  l'é(|ualion  /L>  =  0,  et  l'on  reconnaît  comme 
plus  haut  que  ce  nombre  est  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  2p,  iq. 

En  résumé,  si  nous  nous  reportons  au  calcul  de  la  classe  établi  au  début  de  cette  note,  nous  voyons  que, 
dans  tous  les  cas,  le  nombre  des  droites  fixes  auxquel'es  les  courbes  d'une  même  famille  restent  tangentes  est  égal 
à  la  classe  de  la  courbe  (\'  compris,  bien  entendu,  les  trois  droites  données.) 

Si  l'on  appelle  ï  le  nombre  total  des  tangentes  communes  à  2  courbes  de  la  même  famille,  nombre  déter- 
miné par  le  tableau  ci-dessus,  nous  voyons  donc  que  ces  deux  courbes  ont  en  commun  un  certain  nombre  de 
tangentes  tixes,  nombre  égal  à  leur  classe  C,  et  (T —  C)  tangentes  variables. 

Les  C  tangentes  fixes  touchent  une  même  conique,  et  les  cercles  inscrits  des  courbes  de  la  famille  sont 
bitangents  k  cette  coni(|ue. 

Répartition  des  points  de  contact.  —  Nous  alluns  fiire  voir  maintenant  que,  pour  cliwune  des  épicij- 
ctoides  d'une  famille  donnée,  les  points  de  contact  avec  les  G  droites  fixes  sont  sur  U7ie  quartiquc  bicirculaire  uni - 
cursale. 

Soient,  d'une  façon  générale,  deux  épicycloïdes  d'espèce  n  définies  par  leurs  tangentes 
a;  ces  ç  -I-  1/  sin  o  =  xa  cos  o  H-  i/o  sin  ç  -(-  R  cos  (n^  —  6), 
X  cos  <ij-\-y  sin  "i  =  x\,  cos  i  +  i/ô  sin  -l  -(-  R'  cos  («<!/  -  G'), 
les  tangentes  communes  sont  définies  par  les  conditions 

„  cos  '!>  _    sin  4/  _  x'a  cos  ij;  -I-  »/o  sin  ly  -I-  IV  cos  (n^  —  9') 

cos  o   ~   sin  o   ~    xt,  cos  o  -h  !/o  sin  o  -H  R  cos  (n-^  —  0) 
et  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  avec  la  première  des  deux  courbes  sont  définis  parles  deux  équations: 
l  (x  —  xn)  cos  «-(-()/—  ^ii)  sin  o  =  R  cos  (no  —  0  j, 

'      —  (-T  -   .r„l  sin  '^  -I-  (ij  —  ;/o)  cos  o  =  —  «R  sin  (no  —  0)  ; 
les  équations  T  donnent  d'abord  .i<  =  ç-(-ft-, 

k  étant  un  entier,  puis 

±  ix'a  cos  o  +  i/'o  sin  91  -t-  R'  cos  (no  ■+■  nk-  —  6'j  =  ±  ,>o  cos  o  -)-  i/o  sin  9  -H  R  cos  (>itp  —  H)], 
ou  (x'fi  —  xa)  cos  0  +  ((/o  —  ya)  sin  o  —  R  cos  [no  —  0)  ±  R'  cos  [no  -(-  ith-  —  0')  =  0, 

le  signe    -|-    correspondant  au  cas  où  h  est  pair,  et  le  signe     —    au  cas  où  A  est  impair. 

Nous  avons  vu  plus  haut,  d'ailleurs,  que  si    n  =  — ,     il  y  .1  lieu  de  conserver  le  double  signe  quand  p  et 

}  sont  de  parités  différentes,  et  que  le  degré  des  conditions  diminuait  de  moitié  quand  /)  et  g  sont  tous  deux 
impairs.  Nous  avons  vu  aussi  combien  de  valeurs  différentes  on  peut  donner  à  h.  chaque  valeur  donnant  un 
groupe  de  tangentes  communes. 

Donnons  a  k  une  valeur  déterminée  et  posons 

nkr.  —  6'  =:  —  Oi  ; 

la  première  des  équations  (xy),  combinée  avec  l'équation  qui  donne   o   permet  d'écrire 
(o)  [x  —  x'a)  cos  ç  -t-  (1/  —  !/ô)  sin  9  =  dr  R'  cos  (no  —  e,j. 

Multiplions  par  n  les  deux  membres  de  la  première  des  équations  (xy),  puis  élevons  les  deux  équations 
au  carré  et  ajoutons  membre  à  membre;  nous  obtenons 

(f)  \(x  —  xu)  cos  ç  +  (i/  — 1/0)  sin  o\-n--\-[—{x  —  X(,)  sin  => -(- (1/ —  1/0)  cos  o]-  =  n-R-. 

Ecrivons  ensuite  les  deux  équations  (xy)  et  l'équation  (o)  sous  la  forme  suivante  : 

(œ  —  x'^)  cos  o-\-(y  —  !/o)  sin  ç  =  R'  cos  Oi  cos  no  -|-  R'  sin  Oj  sin  no, 
(X  —  a!o)  cos  0  +  (V  —  I/o)  sin  o  =  R  cos  0  cos  nip  +  R  sin  0  sin  no, 
—  (x  —  a-'o)  sin  'r -)-(.'/— yo)  cos  9  =  —«H  sin  0  cos  no-(-»iR  cos  0  sin  no, 
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et,  entre  ces  trois  équations,  éliminons  cos-i-^  et  sin  no.  Il  vient  : 

(a;  -  a;ô)  coso +  (;/ —  i/o)  sin  9  R' ces  tti        R' sin  0, 

(a;  —  xo)  ces  ç -(- (1/  —  yo)sinï;  R  cos  0  R  sin  0       =0. 

-  (ar  —  ico)  sin  ta -(- (y  —  i/o)  cos -j.       —  kR  sin  ft       «R  ces  0 

En  développant  ce  déterminant  et  en  posant      0  —  0,  =  0. 

P  =  nR(a;  —  x'g)  —  nR'  ces  S  [a;  —  xo)  H-  R'  sin  o(y  —  1/0), 

Q  =  nWy  —  I/o)  —  »R'  cos  S(i/  —  I/o)  —  R'  sin  o{x  —  :r„), 

cos  o         sin  - 
il  vient  Pcoso  +  Usino  =  0  ou  — q-^  =  "Zrp"  ' 

rendons  l'équation  (P  homogène  par  rapporta  sino,  cos -y  en  multipliant  le  second  membre  par  (cos2ç+  sin^o) 
et  remplaçons    —y    ensuite  cos  o  par  Q  et  sino  par    —  P  ;    elle  devient  : 

[Q{=c  -  X,)  -  P(j/  -  yo)]'  +  ^  [P,x  -a:o)  +  Q{y  -  i/o)]-  =  R-{P-  +  Q"), 

équation  d'une  courbe  du  4=  degré  qui  admet  pour  point  double  le  point  donné  par      P  =  0,     Q  =  0. 

D'ailleurs  P  =  n(R  — R'cos  S)r<;+ R' sin  S  y  H , 

Q  =  —  R'  sin  ôa;+  n{lt  —  R'  cos  oj;/  -H  -■•  ; 
les  termes  du  quatrième  degré  se  réduisent  alors  à 

(R2  +  R'2  _  2R1V  cos  Z}{x'-  +  if-y-, 
ainsi  qu'on  le  véritie  par  un  calcul  facile. 
Donc  enfin  : 

P 
Étant  données  deux  épicycloides  semblables,  d'espèce     n  =  — ,     leurs  tangentes  communes  se  partagent  en  q 

groupes  ou  en  2tj  groupes  suivant  que     {p  -+-  q)     est  pair  ou  impair.  Les  points  de  contact  de  l'un  des  groupes  avec 
l'une  des  deux  courbes  sont  sur  une  même  courbe  du  quatrième  degré,  bicirculaire  et  pourvue  d'un  point  double. 

On  reconnaîtrait  aisément,  de  plus,  et  comme  vérification  de  ce  qui  précède,  que  : 

Toutes  les  tangentes  d'un  même  groupe  touchent  une  même  conique. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  l'étude  de  cette  quartique,  bien  qu'elle  présente  quelques  points  inté- 
ressants, et  nous  examinerons  ce  que  deviennent  nos  théorèmes  dans  le  cas  où  les  épicycloïdes  dégénèrent, 
soit  en  développantes  de  cercle,  soit  en  cycloïdes. 

(A  suivre.) 
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1550.  —  1°  On  considère  la  fonction     1/  =  x''i}~\^x  -+-  \x). 

Tracer  les  di/férenles  formes  de  la  conrhe.  qui  représente  ses  vai-iations,  les  nombres  p,  X,  [x  variant. 

t"  Former  l'équation  différentielle  à  laquelle  In  fonction  y  satisfait,  p  étant  donné,  \  et  ji  variant. 

3"  Montrer  que  l'équation  différentielle 

(1)  ax-y"  +  bxy'  -\-  cy  =  0, 

o,  b,  c  étant  des  constantes,  admet  toujours  une  solution  de  la  forme  .v' . 

En  déduire  l'intégration  de  l'équation  (1). 

Retrouver  les  résultats  obtenus  en  faisant  le  changement  de  variable     x  =  e'. 

io  Chercher,  a,b,c,  «  étant  des  nombres  fixes,  et  -i  diffèrent  de  zéro, le  terme  général  delà  série  entière 
la  plus  générale  satisfaisant  à  l'équation  différentielle 

{-!)  (ax-  -+-  a)!/"  ■+-  bd-y  ■+■  ry  =  0. 

Que  peut-on  dire  de  la  convergence  de  cette  série  '/ 

Dans  quels  cas  particuliers  l'équation  différentielle  (2)    est-elle  satisfaite  par  un  polynôme  ou  bien 
n'aàmet-elle  pour  intégrales  que  des  polynômes'? 
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1.   Nous  écarterons  les  cas  faciles  de     1  =  0     et     ,  =  0;     pour  préciser,  nous  supposerons    l 

positif. 

On  ne  donnera  à  la  variable  que  des  valeurs  positives. 

Ladérivéeesl  y^  =  x'-V-pha: +  >.  +  p^- 

Elle  s'anaule  une  fois.  Elle  passe  du  négatif  au  positif  si    p  >  0,     du  positif  au  negat.f  s.    p  <  0 
S      r<  0      y  s-annule  pour  une  valeur  inférieure  à  la  racine  de  la  dérivée     ,  cro.    .ndef.n.n.enl 
par  '  leurs    <  0     quand  ..  tend  vers  zéro  ;  ,  ter.d  vers  zéro  quand  .  croit  inde.m.ment,  car  on  a 

),La;-i-|Ji  XL.r  +  j^      L.r 

_  U  =         ^=?  L.r        '  x'>'  ' 

Si     „>0,     la  racine  de  y  est  supérieure  a  la  racine  de    y,  y   tend  vers  zéro  quand   .    tend  vers 
zéro    y  croit  indéfiniment  par  valeurs  positives  quand  .v  croit  mdetiniment. 

Si    p<l       1    croitindétiniiuentquandx  tend  vers  zéro;  si    /->1.     |    tend  vers  zéro  quand  x 

tend  vers  zéro.  •     „  ^  i     pi  n,,  si     »  >  1      De  là  les 

On  voit  de  même  que  la  direction  asy.uptot.que  est  ox  si    p  <  1     tl  oy  si     p  /   1. 

formes  de  courbes 


2.  L'équation  ditlérentielle  cherchée  S'Obtiendrait  en  éliminant   >.  et  .   entre  les  relations  donnant 
^'  ^  On  peut  l'obtenir  plus  rapidement  en  écrivant     y  .x""  =  XLx  H-  ,x.  ^ 

U  où      [yx  n.  =  —  "  ^^ 

Développons         (|yx-);  =  </'.-" -p--',,  x(v..-%  =  ^'^""-'y^''-^ 

L'équation  diirérentielle  est  donc     ,V- ^(1 -/%'-•- -P--'/ +/--     ■'/  -  ^^' 

,,"3.2  H-  (  1  —  2») v'^ ^  /'■ '/  =  '^• 
ce  qui  s'écrit  encore  y  ^  "+- 1  l '^ 

3    Cette  équation  dUTérentielle  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 

^  ■  '  ax^y"  4-  bxy'  +  cy  =  0,         que  nous  allons  intégrer. 

^'^  y-x-  y'  =  rx-K  !/'  =  »V— IK"'- 

Posons  y  -  -^  '  J  ,  V       ;  1 

Oonc  «•^■"î/" -^  *^y'  -^  '^  =  '^'^'"■^'' -  ^)  "^  ''""^  '^■ 

a-  est  donc  intégrale  particulière  si  r  est  racine  de  l'équation 

Supposons  cette  condition  réalisée  et  faisons  le  changement  de  variables    ,  =  .... 
,'  =.  «V  -^ruxr-K  y'  -  «V  +  2rx-u'  +  r(r-  Du.r  -. 

L'équation  diflérentielle  devient         ax-^u" +  x-'(^>ar  +  6)«'  =:  0 
et,  après  simphtications,  «^«"  "+-  ("^'"-  +  *)"'  ^  °- 
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En  appelant  r'  la  seconde  racine  de  l'équation  (2),  l'équation  différentielle  s'écrit  encore 

,        ,  ,                      «'        '■  —  '■'  ^  1 
xu  -f-  Ir  —  )•  -h  1  )!/  =0.  — -  H =  0 

U  -V 

et,  en  intégrant       u'  =  — -  =  Ix'''-'-' ,  >i  =  — x'  '~'  +  u,  y  =  l.x'"  -+-  ax'" 

x^  >■     '  ,-_,._  I 

Ce  calcul  suppose  r  et  r'  différents.  Si  l'on  a     r  =  r', 

l 
u  =  — 1  «  =  ÀLx  -h  u.  y  =  x'Q.Lx  -+-  fjt). 

C'est  le  cas  particulier  rencontré  plus  haut. 

Tout  ce  calcul  se  pour.suit  parallèlement  à  celui  qu'on  fait  pour  intégrer  l'équation 

(3)  ^\l"  -^^y'  -^  VJ  —^1     K^-  '?•  7  nombres  constants) 

en  tenant  compte  de  ce  qu'elle  a  toujours  une  intégrale  de  la  forme  e". 

Nous  allons  montrer  que  l'équation  différentielle  (l)"se  ramène  à  une  équalion  de  la  forme  (3)  par 
le  changement  de  variable    x  —  e',     qui  donne 

.  _  d]i_  _  dtj_     dt_  _    ^  \^  „_   d\ij,)  _      \  dt    c'  '    \    _  e'y",t  —  e'ij, 

~~  dx  ~    dt   '  dx  ~  ^'  V  ^''  ~     dx     ~  dt  ~ë>  ^         (^^p 

L'équation  différentielle  devient  alors  à  coefficients  constants      aij",:  -4-  (6  —  a)y',  -i-  ci/  =  0 
et  l'on  peut  immédiatement  écrire  ses  intégrales  : 

Si  r  et  r'  sont  distincts,  y  =  ),<>'•' -u  ac''  =  ^(^e' )'  -i- n(e'y'  =  ).j'" h- (xx''' ; 

Si  )■  et  /•'  sont  confondus,  y  =  p''(X«  n- jji)  =  j''(XLj;-f- jji). 

Peut-être  y  a-t-il  lieu  de  remarquer  que  si  r  et  r'  sont  imaginaires,  par  exemple    r  =  p  -+-  iq,    on  a 
j.v+i;  _  gO.+/,.i.i  ^  e)*'(cos  qLx  -+-  isinçL-r). 

4.  Nous  considérons  l'équation  différentielle       [ax-  -l-a)i/"  -f-  bxy'  +  c)/  =  0,     \ï  =  0). 
Exprimons  que  la  série  entière     j/ =  ï„ -h  ot,.r-(-ï.,x- •+-   ■■ -i-a^a;" -h  ■■■     y  satisfait. 

L  identilicalion  dotme  a,,    ,  = i ^ 

i('i-t-l)(n-h2) 

Tous  les  coelllcieiits  à  indice  pair  s'exprimeront  au  moyen  de  a„:  ceux  à  indice  impair  au  moyen 
de  a,.  On  obtient 

^   {—\)''\[('ip—'i){'^p—'i)a  +  (fp  -  2)&  -+  (■  ;;|-2;j  —  4)(:2jt)-  o)a-4-^jjt;  — 4)i  +  c]  ■■■  [ia-^ih  +  c]c 
""'  '  ^Pitp)  !  ' 

=  (--*)'''i|(2?'  — l)(2p-2)a-f-C2p  — 1  6-f-c]  ■■■\h  +  c\ 
'''^'  «/-(â/j-hl)! 

D'où  l'intégrale  générale  sous  la  forme  y  =  \f[x)  -t-  a,j(j;;, 

f{x)  et  g{x)  étant  deux  séries  entières  dont  nous  allons  chercher  rintcrvallt  de  convergence. 
Pour  /"(x),  le  rapport  d'un  terme  au  précédonl  est 

«i).<-i     2  _        'ipiip  —  \)n  -h^pli  -h  c    „ 
^■2p    *    -  "~      (2/j-i- I)(2;j-+-2)a 


1  —  l)(-2/)  -  "tyi-hi^ip  —  l)b  H-  c   _., 


Pour  9(.i).  il  est       J!î£±i  a-»  —  . 

La  limite,  quand  j)  croil  indéOnimont,  de  l'un  et  l'autre  de  ces  rapports  est x-. 

L'intervalle  de  convergence  de  chacune  de  ces  séries  os(  donc      '  4  /     —    '       ~  V /     ~    • 
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C'est  aussi  l'intervalle  de  convergence  de  l'intégrale  générale  ;  cet  intervalle  pouvant  s'étendre  pour 
des  intégrales  particulières. 

f{x)  se  réduira  à  un  polynôme  de  degré  2jo  si    h,,^'.    est  nul,  car  les  coeflicients  suivants  seront 
aussi  nuls.  Cela  se  produira  si  l'on  a      2p(2p — l)a -(-2/jft  H- c  =  n. 

On  a  un  résultat  analogue  pour  q[x)  qui  se  réduit  à  un  polynôme  de  degré     (2/3 -i-  1)     si  l'on  a 
2;;(2p-i-l)a-t-(2p-l-1)é-4-r-  =  0. 

En  résumé,  si  l'équation  ar'r  —  l'j-l-ÔT'H-  c  =  U 

a  une  racine  entière  et  positive,  l'équation  différentielle  admet  pour  intégrales  des  polynômes  détermi- 
nés à  un  facteur  constant  près. 

Si  cette  équation  a  deux  racines  entières  et  positives,  il  y  a  deux  cas  à  considérer  : 

l»  Elles  sont  de  même  parité.  L'équation  différentielle  admet  parmi  ses  intégrales  des  polynômes 
déterminés  à  un  facteur  constant  prés,  dont  le  degré  est  la  plus  petite  des  racines  ; 

2°  Elles  sont  de  parité  différente    f{x)  <il  g{x)  sont  alors  des  polynômes  et  toutes  les  intégrales  de 
l'équation  diiTérenlielle  sont  des  polynômes 

Prenons,  comme  exemple,  l'équation  bien  connue     (1  — x-jtj"  —  xij'  -t-  n-;/  =  0.       ()(  entier) 

L'équation  du  second  degré  à  éludior  est 

—  »•(»•  —  1) — r -h  n- =  0,       déracines     ±  n. 

L'équation  différentielle  considérée  admet  donc  pour  intégrales  des  polynômes  de  degré  n,  à  coefli- 
cients proportionnels. 

C'est  un  résultat  classique  et  ces  polynômes  sont     À  cos  narc  cos  j. 

Bonnes  solutions  :  MM.  PAnnon,  à  Vesoiil  ;  Fodcrï,  à  Roanne;  Le  Secq  des  Tournelles,  à  Lyon;  K.  Aiuubebt,  à  Marseille. 


1551.  —  Montrer  que  te  pnl.ytiome     x'" -h  mx'"-' -^  m{m — I  i.r'""- -t- 1- ï7i  1  .r -i- m  !     n'a    pas   de 

racine  réelle  si  m  est  pnir  el  a  une  seule  racine  réelle  el  néijaiive  si  m  est  impair. 

Posons  /"(a;)  13  .r'"  H- mx'"~' -+- m(jn  —  I  ).r"'-- -I- ■  ■  • -+- «!  !  a- H- m  !  ;  il  est  facile  de  voir  que  la  fonc- 
tion    e'^'flx)    est  une  des  primitives  de  la  fonction     —  e~^.r"'. 

En  effet,  si  nous  intégrons  par  parties,  en  parlant  de     /^>^^^■"'rf.r,     nous  avons  successivement 

fe~'^x"'dx  =  — x"'e~'''-ir>iifx"'^'e''''ilx, 
fx"'~'e~''  dx  =  —  .î-"'"'e'''  -+-  (m  —  \)fx"^~'-e~'  dx, 
fx"'"-e'^ dx  =  —  .r"'--e-^  -+-  [m  —  2)/x"'''e"''  dx. 


fxc~''  dx  =  —  .l'e"'  -H  fi:~'  dx, 

fe'dx  =  —  (>^'-|-C. 

Multiplions  alors  la  première  par  I,  la  seconde  par  m,  la  troisième  par     m\in  —  I),     .  . .,   la  m«   et 

la  dernière  chacune  par  m  !  et  ajoutons,  nous  aurons 

fx'"e~''dx  =  — e''f{x)-hC, 
ce  qui  justifie  notre  assertion. 

Alors,  si  le  polynôme  f(x)  avait  deux  racines  distinctes  ou  une  racine  multiple,  ce  seraient  des 
racines  négatives,  et,  d'après  le  théorème  de  Rollc,  la  dérivée  de  la  fonction  e''f{x)  admettrait  une 
racine  négative  aussi,  ce  qui  n'est  pas. 

On  verrait  de  même  que  si  u  désigne  un  polynôme  quelconque  de  degré  >»,  on  a 

fue~  '  dx  =  —  e~-'( »  -t-  w'  +  u"  +  ■  ■  ■  -t-  u''"')  -i-  C . 

Bonnes  solutions  :  MM.  J.  et  G.,  à  Poitiers  ;  \.  D.»h\mn  ;  L  Simox  ;  G.  Koicnv,  .i  Roanne;  .\.  Gaunaiih;  M.  Lamotte  ; 
AMBi.ABh;  P.  Rkteiu.e;  1.  rie  Saint-Skrnin ;  P.  Bbizard  ;  A.  Cotiy  ;  D.  Georgkscd. 
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1536.  —  On  donne  dans  un  plan  trois  points  A,  B,  C.  Par  chacun  des  points  B  cl  C,  on  mène  une 
droite  parallèle  à  une  direction  \,  ut  on  considère  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la  conique  dégé- 
nérée cotistituêe  par  ces  deux  droites.  Quand  la  direction  A  varie,  cette  polaire  enveloppe  une  parabole  P.v. 
Il  existe  de  même  deux  autres  paraboles  P»,  Pc- 

2°  Les  trois  points  A,  B,  C   et  les  trois  foyers  Fa,  Fb,  Fc  sont  six  points  d'un  même  cercle. 

3°  Les  trois  paraboles  sont  inscrites  dans  le  triangle  ABC.  Jl  existe  en  outre  quatre  coniques  insci'iles 
dans  ce  même  triangle  et  tangentes  chacune  aux  trois  paraboles.  Ce  sont  trois  hyperboles  et  une  ellipse.  Les 
centres  des  hyperboles  sont  sur  l'ellipse.  Soit  G  le  centre  de  cette  ellipse. 

4°  Le  diamètre  conjugué  de  la  direction  d'un  des  côtés  du  triangle  ABC  d'ins  la  parabole  relative  au 
sommet  opposé  est  un  axe  de  symétrie  oblique  relatif  à  la  même  direction  de  la  figure  constituée  par  ks  deux 
autres  paraboles.  On  déduira  de  là  que,  si  l'on  considère  le  triangle  curviligne  limité  à  la  parabole  P^  et  aux 
tangentes  AB  et  BG,  puis  le  triangle  limité  à  la  même  parabole  et  aux  tangentes  AG  et  BC  et  enfin  les 
quatre  autres  triangles  analogues  relatifs  aux  deux  autres  paraboles,  le  centre  de  gravité  de  l'aire  des  six 
triangles  envisagés  ensemble  est  le  point  G. 

1.  Il  est  désirable  de  pouvoir  passer  des  éléments  de  l'une  des  trois  paraboles  aux  éléments  corres- 
poudants  des  deux  autres,  sans  nouveaux  calculs,  par  permutation  circulaire.  Nous  le  pouvons  en  faisant 
jouer  aux  trois  points  A,  B,  G  des  nMes  entièrement  symétriques,  c'est-à-dire  en  prenant  le  triangle  ABC 
pour  triangle  de  référence.  Soient  alors 

X  ^  a,x  +  h^y  -i-  c,;  =  0,  Y  ^  a,x  -+-  biy  -\-  cfi  =  Q,  Z  ^  a^x  -+-  b^y  -+-  £32  =  0 

les  équations  des  côtés  BC,  CA,  AB  par  rapport  à  un  système  d'axes  xQij   du  plan.  Nous  appellerons 
D   le  déterminant 

U  =      «,  bo 

a,  '',. 

et  nous  désignerons  le  coenicienl  de  chaque  élément  par   la  même  lettre  que  lui,  majuscule,  et  atrectée 
du  même  indice. 

Les  équations     Y  +  ).\  =  0,     Z  h- [iX  =  0,     dont  les  développements  sont  respectivement 

(a2-)->rt,)a;-+-(i.2-t-  À6,)?/  + (c,  +  Xc,'):  =  0  et  (a, -h  |jia,)a;  -f- (63 -H  fJt''i)y  -l-  («-'s -H  iJ-c,)z  —  0 

représentent  deux  droites  passant  ruspctiiveinenl  [)ar  les  points  C  et  B.   Ces  droites  seront   parallèles  à 

la  condition  que 

a^-i- Xa,  a, -h  [Jirti 

ce  qni  s  écrit 


es  H-  X6,  63  -H  fié, 

(1)  C,  -  XC,— |jtG,  =0; 

en  sorte  que  l'équation  ponctuelle  de   la  conique  constituée  par  Tenst^mble  de  deux  droites   parallèles 

issues  des  points  B  et  C  sera,  X  et  |ji   vérifiant  la  relation  précédente, 

/•(X,  Y,  Z)  =  (Y+XX)(Z -f  (xX)  =  0. 

Les  coordonnées  triangulaires  X„,  Y,,,  Z^  du  |ioint  A  étant  1,  0,  0,  l'équation  de  sa  polaire  est 

(-)  '![.-  =  -2À(iX  -+-  (xY  -t-  XZ  =  (I. 

a\ 

U  \  W 

Les  coordonnées  triangulaires  de  cette  droite  sont     -- —  =  —  =  ^-—  . 

"iA|Jl  |Jl  X 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  X  et  ij.  et  les  portant  dans  la  relation  (1),  nous  obtenons,  en  coordonnées 
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triangulaires,  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  la  polaire  de  A 

(3)  iC.VW  -  (;,WU -  C3UV  =  0. 

Cette  équation  représente  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  de  référence. 

Si  l'on  y  remplace  U,  V,  \V  par  les  quantités  proportionnelles  connues 

U  _  V  _  W 

A,n -f- B|» -i- C,«'  AaU -1- BjU  +  Cl»'         A3U -H  BaW  +  Cjft; 

on  voit  que  le  coefficient  de   ic-   est  nul,  ce  qui  est  la  caractéristique  de  l'équation  tanjrentielle  d'une 
parabole. 

L'équation  (3)  représente  donc  une  parabole  inscrite  dans  le  triangle  .\BC  ;  c'est  la  parabole  P.. 
Les  paraboles  P„  P^  se  déduisent  de  la  précédente  par  permntalion  circulaire.  Elles  ont  pour  équations 
tangentielles 

iCoWU  -  C3UV  —  C,VW  =  0,  2C3U V  —  G,VW—  C,WU  =  0. 

Elles  sont  également  inscrites  dans  le  triangle  ABC. 

2.  Les  trois  paraboles  étant  inscrites  dans  le  triangle  ABC,  nous  en  concluons  immédiatement  que 
les  six  points  \,  B,  C,  F,,  F,,  F^  sont  sur  un  même  cercle.  On  sait  en  effet  que  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  formé  par  trois  tangentes  à  une  parabole  passe  par  le  foyer. 

D'ailleurs  nous  pouvons  vérifier  analytiquement  que  le  foyer  F»  par  exemple  est  un  point  du  cercle 
mentionné.  L'équation  du  dit  cercle,  circonscrit  au  triangle  de  référence,  est  de  la  forme 

(4)  p\Z  -h  qZX  -H  rXY  =  0. 

Désignons  par  3c,  ?,  7:  a',  â',  •/  les  coordonnées  triangulaires  des  points  cycliques. 

Les  deux  tangentes  isotropes  à  la  parabole    P^    sont  données  par  l'équation  (-2)  dans  laquelle  on 

^            ■'               P'            f 
remplace  successivement  a  et  [x  par > et -, -■ 

z  a  2  a 

Les  coordonnées  de  F,  sont  alors  données  par  l'intersection  des  droites 

2PyX  —  7aY  —  a,3Z  =  0,  2?'y'X  —  -/a'Y  —  a',3'Z  =  0 

et  sont  proportionnelles  aux  quantités 

S'il  est  possible  que  la  conique  représentée  par  l'équation  (4),  et  qui  ne  dépend  plus  que  de  deux 
paramètres  arbitraires  passe  par  les  deux  points  cycliques  et  le  foyer  F,„  le  déterminant  des  coefflcients 
de  p,  q,  r,  dans  les  trois  équations  homogènes  et  linéaires  que  l'on  obtient  en  substituant  dans 
l'équation  (4)  les  coordonnées  des  points  sus-mentionnés,  doit  être  nul,  et  réciproquement  ce  déter- 
minant étant  nul  le  cercle  circonscrit  à  ABC  passera  par  F,.  Ce  déterminant 

?"C  V  "r* 

?'t'  t'»'  »'^' 

développé  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne,  s'écrit 

"'??'Tr?^(ï=''  —  n')^^' —?''')(■,'?'  -  h')  -  (»3'  -  Sx'K.-./i'  —  s/Kï^''  —  ="7')  +  (y?'  -  ?y')(y=''  -  ^■{){^^  —  »?')'• 

On  aperçoit  tout  de  suite  que  le  crochet  est  nul,  les  termes  se  détruisant  deux  à  deux.  Le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC  passe  par  les  trois  foyers  des  trois  paraboles  P^,  P.,  P^. 

3.  Soit  V  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  ABC.  Si  elle  est  tangente  à  une  parabole  P.  elle  ne 
pourra  toucher  celle-ci  qu'en  un  de  ses  points  de  contact  avec  les  côtés  du  triangle.  S'il  en  était  autre- 
ment, elle  aurait  avec  elle  cinq  tangentes  communes,  deux  intiniment  voisines  au  point  de  contact,  et  en 


288  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


outre  les  trois  côtés  du  triangle.  Les  deux  coniques  seraient  confondues.  Or  l'équation  de  la  conique   r 
est  de  la  forme  --.VW  -+-  c,\\ U  -t-  otjUV  =  0. 

Pour  exprimer  que  cette  conique  est  tangente  à  la  parabole   1\,  il  nous  suHira  d'exprimer  que  son 
point  de  contact  avec  l'un  des  cotés  du  triangle   ABC    coïncide  avec  le  point  de  conlact  de   P..   avec  ce 

même  côté. 

Le  côté     BC(V  =0,     "^'  =  0)     louche  r  au  point  dont  l'équation  tangenlielle  est     =(oW+  a^V  =  0 

et  la  parabole  P,  au  point    C^W-hCV  =  0. 

Le  colé    CA(W  =  0,     U  =  0)    louche  r  au  point     s<|W  +  3(;jU  =  U    et  P,  au  point 

2C,W— C3U  =  0. 
Le  côté     AB(U  =  0,     V  =  0)     touche  r  au  point    a,VH-o.,L'  =  0     et  P,  au  point 

2C,V— C,U  =  0. 
Donc  pour  que  la  conique    r  soit  tangente  à  la  parabole   P>,    il  faut  et  il  sunu  que  ses  paramètres 
b,  b',  b"  vérilient  l'une  des  relations 


2C,         —  C,  2C,         —  C3  C,         (.3 

Par  suite,  la  conique  r  sera  tangente  à  chacune  des  trois  paraboles    P,,  P„,  P^,   à  la  condition  que 
2,.  %,,  «3  vérifient  l'une  des  égalités  de  chacun  des  trois  groupes  : 

Lj         L3  L3         Cl  l  '  * 

a,  3(3  1       Cl     ai  )       «3     ^2 

^  ""  '  ~    -  c,  ' 


,    ^C,         -c,  ,    2C,         —  C,  j    2C3 

f  _î!.  _  _!i_-  -11-  =     ^3    .         [  j^ 


2C,       —  C,  '  \   2t;,       —  c,  ■  2C3       —  G, 

les  deux  derniers  groupes  étant  déduits  du  premier  par  permutation  circulaire.  11  est  alors  aisé  de  voir 
que  les  seuls  cas  possibles  sont 

a,  a.,    _    13  J^ ^   _       ^:l  ^1      _       "2        _  jh_  "1        _      ':!      _    Jli. 

C:"c:~C;'  2C,   ~   2C,         -C3'  2C,  -G,   ~2C3'  -G,  2C,         2C3  ' 

ce  qui  donne  lieu  aux  quatre  coniques  représentées  par  les  équations  tangentielles  : 

(6)  C.VW  -I-  C.WU  -t-  C3UV  =  0, 

(7)  2C,VW  +  2C,WU  —  C3UV  =  U, 

(8)  2C,VW  -  C.,WU  -H2C3UV  =  0, 

(9)  —  C.VW  -+-  2G.,\VU  -+-  2G3UV  =  0. 

Parlant  de  l'équalion  tangentielle  homogène   fht,  c,  iv)  d'une  courbe,  on  sait  que  l'on  en  obtient 
l'équation  ponctuelle  en  substituant  dans  l'équalion  de  la  droite  la  plus  générale  du  plan, 

MX  -H  ('1/  -t-  trz  —  0, 
les  valeurs  de  «,  i\  w  Urées,  en  fonction  de  x,  y,  z  du  système  d'équations 

/■„  =  X,        /■;  =  ;/,        /;;  =  :. 

Appliquons  ce  procédé  ici.  Pour  la  première  conique  par  exemple,  nous  avons  le  système  d'équations 
C,v  -+■  C..W  —  .r,  GjK  ■+■  Gi(('  =  ;/,  CjU  -\-  C,('  =  :. 

d'où  nous  tirons,  comme  quantités  proportionnelles  à  1/,  y,  w, 

C,(Cji/  +  G;,;  -  G,x),       C.(G,:  h-  CiX  —  G.,!/),  GjlCx  +  Ca?/  -  G,:). 
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L'équation  ponctuelle  de  la  conique  est  alors,  toutes  réductions  eiïectuées, 
(6  bis)  Ci\'  -+-  C^Y'-  -H  G.^Z^  -  2CAYZ  -  2C3G,ZX  -  2C,C,XY  =  0. 

Pour  les  trois  autres  coniques,  on  trouve,  par  le  même  procédé,  les  équations 
(7  bis)  4CïX-  -t-  iC;Y-  -4-  CjZ^  -t-  4C0C3YZ  -+-  iCjCZX  —  SCC^XY  =  0, 

(8  bis)  iCI7J  ■+-  4C^X=  H-  CiY^  -1-  1C,C,XY  -t-  4C,G3YZ  -  SCjCZX  =  0, 

(9  bis)  4CiY'-  +  4C^Z^  +  CfX''  +  4G3C,ZX  +  .'1G.C2XY  -  SCoCjYZ  =  0. 

Pour  reconnaître  le  genre  de  ces  coniques,  coupons-les  par  la  droite  de  linlini  dont  l'équation  est 
D:  =  CiX-i-G.,Y  +  C3Z  =  0. 

En  faisant  par  exemple  X  = i—  dans  les  équations  ponctuelles  précédentes,  on  recon- 
naît sans  peine  que  l'équation  (6  dis)  représente  une  ellipso,  et  les  trois  autres  des  hyperboles. 

Nous  savons,  d'autre  part,  que  l'équation  tangentielle  du   centre  d'une  conique     /"(U,  V,  Wj  =  0 

est     -^  =  G,  — ^ -4- G.  — -h  C3 — ^  =  0;     cette  équation  se  met  sous  la  forme     ^U  +  ;iV -h  yW  =  0 
Ow  OU         '  OW  wW 

et  les  coordonnées  triangulaires  du  centre  sont  proportionnelles  à    a,  p,  -j-. 

On  trouve  ainsi  que  l'équation  tangentielle  du  centre  de  l'hyperbole  (7)  est 
CCJ]  +  G3C1V  +  4C,C.W  =  0, 
et  on  vérifie  en  substituant  C2G3,  C3C,,  4GiC.2  dans  l'équation  (6  bis)  que  ce  point  est  sur  l'ellipse.  On 
ferait  les  mêmes  calculs  pour  les  autres  hyperboles. 

Remarquons  que  l'équation  tangentielle  du  centre  de  l'ellipse  est     GXaUn-  C3C1V  +  CiCoW  =  0  ; 

X  Y  Z 

ses  coordonnées  triangulaires  sont  donc     -^r^  =  '7^-77-  =   p  p    • 

(-12^3  G3G1  ^l^i 

4.  L'équation  ponctuelle  de  la  parabole  Pa  est 

'f(X,  Y,  Z)  =  4GrX-  +  CSY-  -^  CÎTr  —  aC.CjYZ  +  4C3r„ZX  +  4C,C,XY  =  0. 
Le  diamètre  conjugué  de  la  direction  BC  est  la  polaire  du  point  d'intersection  de   BG,     (X  =  0), 
et  de  la  droite  de  l'inllni     (C,X  -+-  CoY  -i-  G3Z  =  0),     dont  les  coordonnées  sont  0,  G,,  —  G». 

L'équation  de  ce  diamètre  est  alors    Cj-^  —  Go-r;^  =  0,     c'est-à-dire    GoV  —  C3Z  =  0. 

Nous  reconnaissons  l'équation  de  la  médiane  issue  de  .\  dans  le  triangle  ABG.  De  plus  on  voit 
aisément  que  le  point  G,  cenire  de  l'ellipse,  est  sur  celte  droite.  Donc  les  trois  diamètres  conjugués 
des  directions  BG,  CA,  AB  dans  les  paraboles  Pa,  Pb,  Pc  sont  les  trois  médianes  du  triangle  ABC  et 
concourent  au  centre   G   de  l'ellipse  confondu  avec  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

Une  droite  parallèle  au  côté   BC   aura  pour  équation      (G,  -H^)X  -t-  G2Y  -f-  C3Z  =  0. 

Si  nous  portons  la  valeur  de  X   tirée  de  là  dans  l'équation  de  la  parabole   Pb, 
4CsY2  -4-  GiZ-  -i-  CrX=  —  SCaG.ZX  -\-  4C,C2XY  h-  4G2C3YZ  =  0, 
nous  obtiendrons  l'équation  quadratique  des  rayons  projetant  du  point    A   les  points  d'intersection  de 

G, Y 
la  parabole  et  de  la  droite.  On  trouvera  deux  valeurs   m   et   m'  pour  le  rapport --ry  annulant  celte 

équation. 

Si  on  fait  la  même  opération  avec  la  parabole    Pc,  qui  s'obtient  à  partir  de  Pb  en  échangeant  G.Y 

et  G3Z  entre  eux,        4G1Z^  -i-  CIY^  +  GîX^  —  2G,G,XY  +  4C3G,ZX  -h  iCfi.Vl  =  0, 

C3Z  ,11  G.Y 

on  trouvera  les  mêmes  valeurs  m  et  m'  pour  le  rapport   -tt-tt'   soit    — ^^  ~zr    po"r   ttt"- 
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Enfin  les  droites  projetant  de  A  les  points  de  rencontre  de  la  sécante  parallèle  à   BC  avec  la  droite 
de  l'infini  et  avec  le  diamètre  conjugué  dont  on  a  parlé  sont 

C,Y  C.Y 

ces  deux  droites  sont  harmoniques  par  rapport  au  couple 

C,Y  (:,Y  1 

-TTy-  =  '",  -jTT^  ~  ~;^  ^'  3u  couple 


CiZ 


CoY 

C.Z 


C,Y 

"c^z" 


1 


On  voit  donc  que  chaque  point  d'intersection  de  la  parabole  Pb  avec  la  sécante  peut  être  accouplé 
avec  un  point  d'intersection  de  Pc  el  de  la  sécante,  en  sorte  que  l'on  ait  un  segment  de  droite  dont  le 
milieu  soit  sur  la  droite  C,Y  —  C//.  =  0. 

Ce  diamètre  de  la  parabole  Pa  est  donc  diamètre  de  la  figure  constituée  par  les  deux  autres  para- 
boles 

Étant  encore  diamètre  du  triangle  ABC,  en  tant  que  médiane,  relativement  toujours  à  la  direction 
BG,  c'est  en  définitive  un  diamètre  de  la  figure  constituée  par  les  six  triangles  curvilignes  mentionnés 
dans  l'énoncé.  Il  en  est  de  même  des  autres  médianes  du  triangle  ABC,  et  le  centre  de  gravité  de  cette 
figure  est  par  suite  au  point  de  rencontre  de  ces  trois  médianes,  c'est-à-dire  au  centre  G  de  l'ellipse. 

E.  AUDIBERT,  élève  au  lycée  de  Marseille,  et  Z. 
Bonnes  solutions,  partiellement  géométriques,  de  MM.  P.  Brizabu  ;  G.  et  J.,  n  Poitiers  ;  Smo.v,  à  Paris. 

Solution  géométrique.  —  i»  Par  B  et  C  nous  menons  deux  droites  parallèles  enlreelles,  mais  de  direc- 
tion variable  BA,  Ca.  Soit  MA  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la  conique  constituée  par  ces  deux  premières 
droites,  qui  coupe  BC  en  M,  et  soit  N  l'intersection  de  AA  et  BC.  M  étant  donné,  son  conjugué  harmonique 
N  par  rapport  au  couple  BC  est  déterminé,  par  suite  Aa,  et  la  direclion  a.  BeciproquemenI,  se  donner  cette 
direction  revient  à  se  donner  N   qui  détermine  M.  Entre  le  point  M  sur  BC  et  le  point  A  sur  la  droite  de 

l'infini  existe  une  correspondance  homographique.  Ma  enveloppe 
une  conique,  une  parabole 
tangente  à  lîC.  Quand  la 
direction  A  est  celle  du 
coté  AB,  N  et  M  sont  con- 
fondus en  B,  et  la  droite 
Ma  est  confondue  avec  le 
côté  AB  auquel  la  para- 
bole est  par  suite  tangente. 
La  parabole  F*  également 
tangente  à  AC  est  inscrite 
dans  le  triangle  ABC.  Il 
en  est  de  même  des  para- 
boles Ph,  Pc. 

Le  point  de  contact  de  Pa  avec  BC  est  à  la  lin)ite  du  point  M  lorsque  la  direction  A  tend  vers  la  direction 
BC.  Dans  ce  cas  .N  s'éloigne  indélininu'iit.  Le  point  de  contact  est  donc  le  milieu  Ea  du  segment  lîC.  Lorsque 
la  direction  A  tend  vers  la  direclion  AB,  le  rapport  des  dislances  inlinimenl  petites  de  la  droite  BA  aux  droites 
AA  et  MA  lend  vers  l'unité.  On  en  déduit  que  le  point  de  contact  de  Pa  avec  le  ciUé  AB  est  le  .Mméiriqiie  de 
A  par  rapport  à  B.  Le  point  de  contact  avec  AC  est  déterminé  de  la  même  façon.  Quand  N  vient  en  Ea,  M 
s'éloigne  indéliniiiicnt.  La  direction  asymptolique  est  la  direclion  AEa.  Les  paraboles  P„,  Pc  joui.ssent  des 
propriétés  correspondantes. 

2.  Il  faut  montrer  siinplemenl  i]ue  le  foyer  F  d'une  parabole  P  inscrite  dans  un  triangle  ABC  est  sur  le  cercle 
ciiconscrit  audit  triangle.  C'e.st  un  résultat  connu,  cpi'on  peut  retrouver  en  remarquant  que  puisqu'il  existe  un 
premier  triangle  circonscrit  à  la  parabole,  inscrit  au  rcrrlc  il  en  existe  une  infinité,  et  qu'on  peut  prendre  une 
tangente  quelconque  de  la  parabole  comme  côté  d'un  tel  triangle.  Soit  par  exemple  la  droite  de  l'infini  qui 
roupe  le  renie  aux  points  isotropes  I  et  .1.  D'après  le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler,  les  tangentes 
menées  à  la  parabole  par  ces  deux  points  se  couperont  en  un  point  F  du  cercle.  Ce  point  est  le  lover.  On  peut 
aussi  le  voir  par  des  propriétés  élémentaires  de  la  parabole.   D'après  le  théorème  de  Poncelel.  les  deux  angles 
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marques  en  A  sur  la  figure  sont  égaux  entre  eux,  de  même  que  les  deux  angles  marqués  en  B.  Les  droites  AI", 
Hr  sont  des  parallèles  a  l'axe.  Mais  un  des  angles  en  A  est  égal  à  un  angle 
en  B  comme  correspondants.  Les  deux  autres  angles  CAF  et  CBF  sont  par 
suite  égaux,  et  le  quadrilatère  ABCF  est  inscriptible. 

On  peut  encore  démontrer  cette  partie  du  problème  par  ce  l'ait  que  la 
tangente  au  sommet  de  la  parabole  P  est  une  droite  de  Simson  du  triangle 
ABC. 

3.  Dans  la  solution  analytique  publiée  ci-dessus  nous  avons  montré 
que  les  coniques  que  nous  avons  à  trouver  sont  nécessairement  tangentes 
à  chacune  des  paraboles  en  des  points  de  contact  de  celles-ci  avec  les 
côtés  du  triangle  ABC.  Appelons  Ea,  Ha,  Ki  les  points  de  contact  de  la 
parabole  P*  avec  les  côtés  BC,  CA  et  AB.  Eb,  Hu,  Ku,  Ec,  Hc,  Kg  les  poinls 
relatifs  aux  paraboles  Pn,  Pr,  obtenus  à  partir  des  premiers  par  permutation 
circulaire. 

Les  groupes  de  trois  points  pris  parmi  les  E,  H  ou  K,  tels  que  dans  un 
même  groupe  il  n'y  ait  pas  deux  points  d'un  même  côté  du  triangle  .ABC 
ou  d'une  même  parabole  P  sont  : 

Ea,  Eb,  Er;  Ea,  Hb,  K,:;  Eb,  Hc,  Ka;  Ec,  Ha,  Kb;  Ha,  Hb,  Hc.;  Ka,  Kb,  Kr. 

Pour  chacun  des  groupes  nous  avons  à  voir  s'il  existe  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  ABC  dont  les 
points  de  contact  avec  les  côtés  soient  prcci.sément  les  trois  points  du  groupe.  .Notre  critérium  sera  le  suivant. 
Ce  sera  oui  si  les  trois  droites  joignant  chaque  sommet  au  point  du  groupe  porté  par  le  côté  opposé  sont 
concourantes  (cas  particulier  du  théorème  de  Brianchon)  :  ne  sera  non  dans  le  cas  contraire.  Les  droites 
AEa,  BEb,  CEc  sont  concourantes  au  point  G,  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  en  tant  que  médianes  dudit 
triangle.  Il  existe  une  conique  correspondant  au  premier  groupe.  Les  droites  AEa,  HKc,  CH»  sont  parallèles, 
et  par  suite  concourantes.  Il  existe  donc  une  conique  correspondant  au  second  groupe.    Il  en  correspond 

alors  une  ii  chacun  des  deux   groupes  suivant.  Pour 
les  deux  derniers  groupes,  il  ne  leui-  correspond  aucune 


solution.  Les  droites  AH,.,  BH,^,  Cil»  diine  part  cl  les  droites  AK,.,  BKc,  CKa  d'autre  part  ne  .sont  pas  concourantes. 

La  conique  correspondant  au  groupe  La,  Eh,  Ec  est  une  ellip.se  admettant  le  point  (1  comme  centre.  En 
eiïet  le  diamètre  relatif  h  la  direction  BC  doit  pa.sser  en  Ea  et  au  milieu  du  segment  EbEc  C'est  donc  AKa. 
BEb  et  CEc  sont  de  même  diamètres,  et  G  est  centre.  Par  suite  le  milieu  Oa  de  AG  est  sur  la  conique. 
Les  points  A  et  G  ne  sont  pas  par  suite  dans  la  même  région  du  plan  par  rapport  à  ladite  conique.  De  A  on 
pput  lui  mener  deux  tangentes  réelles.  De  G  on  ne  le  peut  pas,  et  c'est  alors  une  ellipse. 

La  conique  correspondant  an  groupe  Ea,  Hu,  Kc  est  une  hyperbole  admettant  pour  centre  le  point  Oa.  Il 
esl  d'aboi-d  immédiat  que  AEa  est  le  diamètre  relalif  à  la  direction  liC. 
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Les  deux  tangentes  issues  de  C  sont  CEa  et  CK,  .  I,a  droite  joignant  C  au  milieu  I^ca  du  segment  EaKc 
est  alors  diamètre.  Cette  médiane  du  triangle  CEaKc  coupe  la  médiane  EaA  à  ses  deux  tiers,  c'est-à-dire  au 
point  Oa  défini  comme  il  a  été  fait  plus  haut. 

La  conique  a  donc  son  centre  sur  l'ellipse  déjà  trouvée.  Les  points  Oa  et  A  sont  dans  la  même  région  du 
plan  par  rapport  à  la  conique.  De  A  on  mène  deux  tangentes  réelles.  On  peut  par  suite  le  faire  aussi  du  centre. 
C'est  une  hyperbole.  Les  coniques  correspondant  aux  groupes  de  points  EbHcKa,  EcWaKb  sont  également  des 
hyperboles  jouissant  des  propriétés  correspondantes. 

4.  La  médiane  AEa  du  triangle  ABC  est  diamètre  relatif  à  la  direction  BC  dudit  triangle,  de  la  parabole  Pa, 
et  de  la  figure  constituée  par  les  parabole  Pb,  Pc.  En  effet,  la  ligure  obtenue  par  symétrie  oblique  par  rapport 
à  ladite  droite  et  à  ladite  direction  à  partir  de  la  parabole  Pd  par  exemple  est  une  parabole  ayant  en  commun 
avec  Pc  les  points  Ec,  Hc,  K,-,  et  les  tangentes  en  lesdits  points;  c'est  donc  la  parabole  Pc  elle-uiême.  En 
définitive,  AEa  est  diamètre  delà  figure  constituée  par  les  six  triangles  curvilignes  mentionnés  dans  l'énoncé. 
Il  en  est  de  même  de  BEb  et  CEc.  Le  point  G  est  le  centre  de  gravité  de  l'aire  des  six  triangles  envisagés 
simultanément.  •  Z. 

Solutions  géométriques  de  MM.  G.  I'élissier,  à  Toulouse;  C.  Corrv,  élève  de  l'Ecole  Normale  Supérieure;  .imiré  Cottv, 
élève  au  lycée  de  Dijon  ;  R.  .Auscheb,  soldat  au   159«  d'infanterie. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  R.  Palausi,  lycée  Henri  IV;  H.  Masson,  4°  génie,  à  lîesançon  ;  Jules  Yernaix,  étudiant. 
Ecole  des  Mines,  Mons  ;  Paruûd. 
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ECOLE  NATlOiNALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES 


Mullu'niatiques. 

1627.  —  On  considère,  dans  la  parabole  //-  — S/a<;  =0,  (axes  rectangulaires)  les  cordes  dont  la  longueur 
est    2p</2. 

i°  Trouver  le  lieu  de  leurs  milieux  ; 

2°  Calculer  l'aire  qui  est  comprise  entre  le  lieu  et  la  droite  x  =  p,  et  qui  est  située  du  même  côté  de  celle 
droite  que  l'origine  ; 

3°  Trouver  et  construire  le  lieu  des  points  oiideux  des  cordes  considérées  se  croisent  à  angle  droit. 

Mécanique. 

\.  —  1628.  On  donne  une  circonférence  C  et  une  droite  D.  La  droite  est  oblique  sur  le  plan  de  la  cir- 
conférence et  ne  passe  pas  par  le  centre.  Un  point  matériel  P,  mobile  sans  frottement  sur  la  circonférence,  est 
attiré  vers  la  droite  par  une  force  perpendiculaire  à  celle-ci  et  proportionnelle  ;i  la  distance  du  fioint  h  la 
droite.  Trouver  les  positions  d'équilibre  de  P.  Examiner  en  particulier  les  deux  cas  suivants  ; 

lo  La  droite  D  rencontre  la  droite  A  menée  par  le  centre,  perpendiculairement  au  plan  de  C  ; 

2"  Le  plan  de  C  contIctU  la  perpendiculaire  couiuiune  h  I)  et  A. 

IL  —  1629.  Un  point  parcourt  une  développante  de  cercle,  de  telle  façon  que  la  tangente  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  constante.  Déterminer  la  vitesse  et  l'accélération  totale  de  ce  point.  Construire  l'hodo- 
graplie  du  niouveuieut. 

l'/ii/siijiie. 

I.  —  Comment  détermine-l-on  les  cléments  i|ui  caractérisent  la  direciioit  du  cliaiup  magnélique  terrestre 
en  un  lieu  donné? 

IL  —  1630.  Du  liquide  glycérique  de  densité  o  =  1,1  s'élève  ,'i  uin'  liauleur  moyenne  '/  di'  I""  dans 
un  tube  de  verre  vertical  dont  le  dianu''lre  intérieur,  2i-,  égale  0''"',l. 

(().  Calculer  en  dyne  :  cm.  laconslaule  capillaire  A  de  ce  liquide  en  adruiilaul  qu'il  iMiuiilIc  parfaileuient 
le  verre. 

Hn  emploie  ce  liquide  piuji'  suulller  une  bulle  de  K"'dc  diamètre. 
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b).  Quelle  est  la  dififérence  de  pression  de  l'air  à  l'intérieur  cl  à  re\U;'i'ieur  de  celte  biillc  lorsque  son  rayon 
K  atteint  la  valeur  4'"? 

c)  Quel  travail  total  faut-il  dépenser  pour  l'amener  à  cette  dimension  (R  =:  4)  en  supposant  que  la 
pression  extérieure  P  demeure  constante  et  égale  à  1  atmosphère  ? 

(On  admettra  que  la  section  du  tube  employé  pour  gonfler  la  tuillc  a  une  surface  absolument  négligeable 
devant  celle  d'une  sphère  de  8"°  de  diamétrei. 

Toute  communication  avec  l'atmosphère  étant  supprimée,  on  électrise  la  bulle  de  manière  à  porter  et  à 
maintenir  son  potentiel  L  à  20  unités  électrostatiques  C.  0.  S  ;  elle  se  dilate  et  prend  un  nouvel  état  d'équilibre. 

d).  Calculer  la  pression  électrostitique  ra  qu'elle  supporte  et  l'augmentation  correspondante  AR  desonravon. 


QUESTION  PROPOSÉE 


1631.  —  Représenter  le  solide  commun  à  un  hyperboloïde  et  à  un  cône. 

L'hyperboloïde  a  pour  directrices  : 

1°  la  verticale  A  :  x  =  — 4,  y  =  8  ; 

2»  la  ligne  de  bout  B' :  x=       0,  c  =  12; 

3»  la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  CC  :    ;/  =       12,  ;  =  S. 

Le  cône  a  son  sommet  sur  l'hyperboloïde  au  point  S,  S'    fa:  =  2,    y  =:  il,     a  =  10). 

Sa  directrice  se  projette  horizontalement  suivant  la  circonférence  V  ayant  pour  centre  {x  =  5,  ;/  =  14) 
et  passant  par  S;  verticalement  suivant  la  circonférence  r'  ayant  pour  centre  [x  =  .H,  c  =  1}  et  passant  par 
S'.  (On  choisira  naturellement  l'ellipse  r,  f'qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  du  cùne.) 

On  calculera  en  degrés  ou  grades,  les  angles  des  tangentes  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  en  S 
avec  la  ligne  de  terre. 

{Ecole  normale  supérieure  el  Boursef:  de  Licence,  1907.) 

♦ 

DEUXIÈME   PARTIE 


ALGEBRE 


1569.  —  1"  Trouver  les  nombres  p  et  q  pour  lesquels  il  existe  une  primitive  F(x)  de  la  fonction 

(a:^  +  px-f-ç')e~'^, 
qui  soit  nulle  pour    x  =  +»     et  qui  admette  le  nombre  1  pour  racine  double. 

2°  Etudier  les  variations  de  F{x),  et  aussi  la  série  dont  le  terme  général  est     u„  =  F(h). 
3"  Etudier  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  la  série  dont  le  terme  général  est 

n^' 
x"  -H  Ln 
1 .  En  intégrant  par  parties,  nous  trouvons  immédiatement 

f(x-  -{-px-{-  q)e-'dx  =  —  (x-  H-  px  +  ^  :e-'  -+-  /(2r  +  p)e~''dx, 
puis, 

/(2a;  H-  p)e~''dx  =  —  (2x-i-  p)e~'  +  2/e-^rfa;  ; 
cette  dernière  intégrale  est  immédiate  et  l'on  a  finalement 

f{x-  -+-  px  -i-  q]e-'^dx  =  —  [x-  -h  {p  + 'i)x  ~h  q -h  p  -^-  2]e-^  -I-  A, 
A   étant  une  constante  qui  se  détermine  aisément  par  la  condition  (]ue  celte  primitive  soit  nulle  pour 
a:  =  +  oc  ;     on  trouve  ainsi     A  =  0. 

Exprimons   alors  que   le    trinôme     a- +  (p-i- 2)x-i-/j -(-7  4- 2     est  identique  à     (x  — 1)-;     nous 
avons 

/J^2  =  — 2,  ;;-i-<y +2  =  1  ; 

d'où,  nous  déduisons  p  =  —  4.  7  =  3, 


294 


ALGÈBRE 


La  priQiitive  cherchée  F  .r)  est  donc     F(.r)  ^  —  (r  —  l)^e  ', 

et  sa  dérivée, 

f{x)  ^  (.r-  —  4x  -+-  3)e-^. 

2.  Les  racines  de  la  dérivée  sont  1  et 

3  ;  elle  est  positive  de    —  as     à   1    et  de 

3  à     +  :c ,     et   négative  de   1  à  3.   Les 

variations  de     F(x)    s'en  suivent.    Cette 

fonction  est  toujours  négative  ;    elle  part 

de     — X      et  croît,  quand  x  varie  de     — x     à  1  ;  pour    r  =  I,     elle  atteint  une  valeur 

4 
maximum  nulle  :  de  1  à  3,  Fi.ri  décroît;  son  minimum  F(3)  est  ésal  à —:    entin 

""  e' 

A 

do  3  il     -^  X  .     elle  croît  depuis j-     jusqu'à  0.  La  courhe  ci-contre  représente  les 

variations  de  cette  fonction. 
La  série     »„  =  F(h)    est  une  série  négative.  Le  rapport  d'un  terme  au  précédent. 


1 


(n-1^'-" 


a  pour  limite  c'  ou—-    pour     «  =  ^  x.     Donc  la  série  est  convergente. 

3.  Envisageons  maintenant  la  série      )i„  =  — ; 

x"  -H  Ln 

Si  a-  est  positif  et  plus  petit  que  i,    x"  tend  vers  0,  et  la  série  u„  est  de  môme  espèce  que  la  série 

n-' 
^'"=   L^T- 
Or  v„  grandit  indéfiniment  avec  n  ;  la  série  v  est  manifestement  divergente.  Pour     x—  I,     même 
raisonnement,  même  résultat. 

Si  x  est  positif  et  |)lus  grand  que   1,  la  série  u„  est  de  même  espèce  que  la  série    v„  = . 

et  celle-ci  est  manifestement  convergente,  comme  on  le  voit  en  formant  le  rapport  d'un  terme  au  pré- 
cédent. 

Sup|)OSons  maintenant   r  négatif,  et  posons     a-  =  —  x  ;     nous  aurons 

1 

""  ""  n2-'[(— a;')"-t-Ln]  ' 
Si  i'  est  plus  petit  que  I,     [  —  x')"   ou  ±x"    tend  vers  0,  la  série  est  de  même  espèce  que  la  série 

1 

V.,  =    — TTT ' 

»!-•'  Ln 
et  celle-ci  est  convergente  pour     a'  >  —     et  divergente  pour    0  ^  ar'  <  -^  • 

EnOn  si    a'  >  1,     la  série  est  alternée,  et,  en  ne  consitiéraut  que  les  valeurs  absolues,  elle  est  de 

1 

même  espèce  que 


n-''x'"  ' 


elle  est  convergente. 


Kn  résumé,  pour     x  >■  I,     la  série  est  convergente  :      pour 
I 


a;  <  I,     la  série   est  diver- 


gente ;     pour    X  < — -— '       la  série  est  convergente. 

Marins  BOURSEYRE.  au  'S'i'  de  ligne  à  Compiègne. 
Diins  toutes  les  autres  sulutiuns,  la  Iruisiènu-  partie  est  fausse. 
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1560.  —  On  donne  une  ellipse  (E)  et  deuc  points  fixes  du  plan  P  et  P'.  On  mène  par  P  et  P'  deux 
cordes  AB,  k'^'  parallèles  et  de  direction  variable.  1°  Montrer  que  l'axe  radical  des  cercles  ayant  pour  dia- 
mètres AB  et  A'B'  passe  pir  un  point  Q;  "2'  Si  le  point  P  reste  fixe  et  si  le  point  P'  d'écrit  un';  courbe,  le 
lieu  du  point  Q  est  une  courbe  de  même  degré. 

I  Soient  b-x^-\-a^y- — a^b^  =  0  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  (a;„,  tj^),  (r,,  j/,) 
les  coordonnées  des  points  P  et  I', 

Considérons  une  séeinte  quelconque  passant  par  le  point  P 

y  —  !/o  =  "^{^  "  -^û)  ; 
elle  rencontre  l'ellipse  en  deux  points  A  et  B,  et  l'on  sait  que  si  l'on  désigne  par  [x'.  y')  et  (x',  y")  les 
coordonnées  de  ces  deux  points,  l'équation  du  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  est 

(.r  —  x'){x  —  x")  -+{y  —  ;/'  r'  y  —  y")  =  0 
ou  x-  -^y-  —  x[x'  -T-  a")  —  >/(y'  -+-  y")  +  x'x"  -+-  y'y'  =  0. 

Or  x'  et  X"  sont  racines  de  l'équation  obtenue  en  éliminant  y  entre  les  équUions  de  l'ellipse  et 

de  la  sécante 

b-x-  -+-  a-'^mx  -+-  ;/,,  —  ï«x„)-  —  a^b-  —  0, 
ou  {h- ^  a^m^)x^ -h  ia^m[yo  —  mXf,)x  -h  a-{y„  —  mxa)'-  —a'-b^-  —  0. 

On  en  déduit 

2a-OT(?/o  —  mx„)  ,,  {y„  —  mxç)-  —  b'- 

X  -hx"  = j-^ — ;-— ,  ■!■  .(•    =  a^ -— — -—^ 

0-  -t-  a-m^  o-  -+-  a'm- 

On  pourrait  calculer    y' -h  y'    et  y'y"  en  formant  l'équation  aux  y  des  points  A  et  B;  mais  il  est 

plus  simple  d'observer  que    y' -t- y"    et   y'y'    se    déduisent   respectivement  de    x'-hx"    et   x'x"  en 

changeant  a  en  ù,  h  en  a,  x,,  en  yo,  y,  en  .r^  et    m  en On  a  ainsi 

,  _^    »  _  -<'^(Vo  —  mxo)  ,  ■  _  / .  (  yo  —  mjp)'-  -  a-m- 

II  est  alors  facile  décrire  l'équation  du  cercle  qui  a  pour  diamètre  le  segment  AB  ;  c'est 
„         ,        2o2?7i(!/„— wix.)  2b-(ya  —  mr^  (a- -h  b-){ya  —  mx^)- —a-b^(m- -{- l) 

b^-^a-m-  b*-h'i-m-      ^  b- ~h  a'm^ 

De  même,  l'équation  du  cercle  décrit  sur  A'B'  comme  diamètre  est 

,        ,       2a-;n(yi — mx,\  26-(!/,  —  mxi)  (a- -i-é-)(i/,  —  mx,)^  —  a-b-{m^-^l 

X-  -+-  y-  H — — ; — '-  X -f ; —  Il  H — — '-  =  0  ; 

6-  -4-  a-m-  b-  -+-  a'm-     ''  b-  -\-  a^m- 

et  en  retranchant  ces  deux  équations,  nous  obtenons  l'équation  de  l'axe  radical  des  deux  cercles.  On 
trouve  ainsi,  après  avoir  multiplié  la  différence  par    6'4-a'«-    et  l'avoir  divisée  par    y,,— î/iXj— (y,— »iX|), 

ta-mx  —  26-y  -f-  (a^  -+-  6-)[i/o  —  '«•ï'o  +  !/i  —  mxC<  =  0, 
ou 

m\ta-x  —  (a^  -+-  i^)(x„  -H  Xi)j  —  [ib^y  —  (a-  +  6i)(y„  ■+■  y,)]  =  0, 
et  l'on  voit  immédiatement  que  cette  droite  passe  par  un  point  fixe  Q,  qui  a  pour  coordonnées 

(a2  +  62)(x„4-x,)                            (a*  +  iO(yo  +  V.) 
^  =  ^^ ^'^- 2P 

2.  De  ces  équations  on  tire 

2a*x  — {fl^  +  6*)x„  2A-^y— (aî-(-6%o 

a» -1-6»  •'  a'-^b' 

Supposons  que  le  point  P  soit  fixe  et  que  le  point  P(x,,  y,)  décrive  une  courbe  algébrique  de  degré 


^96  QUESTIONS  PROPOSÉES 


H  ayant  pour  équation     f(x,  y)  =  0.     Nous  avons  alors    /'(x,,  y,)  =  0,     ou  en  remplaçant  .r\,  y,  par 
les  valeurs  ci-dessus 

Ceci  montre  que  le  point  Q(x,  y)  décrit  aussi  une  courbe  de  degré  »?. 

Y.  DUVAL,  lycée  Hoche  (Versailles.) 

Solutions  analogues  par  MW.  P.  BnizAnn  ;  capitaine  Cadé,  à  Bizeiti';G.  Foucry,  à  Roanne  ;  André  Gacnard,  lycée  de 
Reims  ;  H.  Janois,  à  Nantes  ;  li.  iManen,  à  Albi  ;  G.  Péi.issieb,  à  Toulouse  ;  Redouillat,  conducteur  des  ponts  et  cliaussées,  à 
Lan  grès  :  L.  Smox,  instituteur  à  Doudeville  (Seine-Inférieure). 


1568.  —  Les  pieds  des  normales  à  une  parabole  y-  —  2jdx  =  0,  abaissées  d'un  point  M  du  plan 
ont  pour  ordonnées  y,,  y.^,  r/s.  Montrer  que  la  somme  des  six  rapports  de  ces  ordonnées  est  indépendante  de 
la  position  du  point  M  et  du  paramètre  de  la  parabole. 

Les  pieds  des  normales  menées  par  le  point  (ï,  S)  à  la  parabole  7/-  — 2p.r  =  0  sont  définis  par 
les  deu.x  équations 

(a  —  x)y  +  p(P  —  y)  =  0,  y-  —  'i.px  =  0. 

Si  nous  éliminons  x  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons  l'équation 

?/■'  —  2p(a  —  p)y  —  2p-fi  =  0, 

qui  admet  comme  racines  »/,,  i/o,  y.,,  et  nous  voyons  aussitôt  que 

yi  +  î/:!  +  î/:.  =  0- 

Or  la  somme  des  rapports  de  ces  ordonnées  peut  s'écrire 


?/<  î/2  yi 

ou,  on  remplaçant     yi  +  lji     par     "~  ?/m     î/j+î/i     P^''     — î/s     6t     y\+yi     par     — 1/3, 

S  =  — 1— l  — 1  =—3. 

G.  FOUCllY,  lycée  de  Roanne. 

Bonnes  solutions  par  MM.  P.  Albrbtixi,  lycée  de  Nice  ;  Amblard,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  h  Ruines  ;  Marius 
Bajma,  lycée  de  Nice;  Bkteii.le,  à  Parizot  (Tarn-et-naronne;  ;  Marius  Bourseyre,  54'-  de  ligne,  Compiègne  ;  P.  Bnizinii  ; 
Darmon,  étudiant  à  la  Sorhonne  ;  H.  Janois,  à  Nantes;  Lafosse,  lycée  Janson  ;  Liang-Tu,  école  des  Mines,  à  Mons  ;  A.  Mauplat, 
140'  d'infanterie  ;  M*MO  Frédéric,  lycée  de  Nice  ;  Uëdouillat,  à  Langres ,  Paul  Sarkozy,  à  l'annonhalma  (Hongrie)  ;  L.  Simo.n, 
i  Doudeville  ;  J.  Souoet,  lycée  de  Rouen  ;  François  ue  Troulhohu,  école  des  Anglais,  à  lyon. 


QUESTIONS  PROPOSEES 

1632.  —  Sachant  que 


>K  d'nO'  -(-  b'tni'-'  ■ 

trouver  la  limite  de    et    lorsque  m  croit  indéliiiiment. 

1633.  —  Trouver  la  limite  de 


a'mi'  -+-  b'mi'~'  H-  ■ 
quand  m  auginente  iiuléliniineiit. 


P.  ÏRiiiimi. 


Triiiier. 


1634.  —  (»n  donne  un  corde  et  un  diainèlrc  fixe  AH  de  ce  cercle,  et  on  con.sidèrc  un   iniiiil  M  vari;ible 
sur  ce  cercle.  Trouver  et  con.stniire  la  couibe  lieu  ile.s  pieds  des  hisseclrice.s  do  l'angle  li  du  triangle  MAH. 

E.-N.  Bahisien. 


llAR-LE-tiUC.    —   JMl'.    COMTK-JACttUliT. 


Le  liédacleur-Gérant  :  W.  VUIBERT. 
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